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再 版 前 言

本书是与刘玉琏等编写的《数学分析讲义》（第四版，高等教育

出版社 !""#年出版）配套的学习辅导书 $
此次修订书名改为《数学分析讲义学习辅导书》，以突出辅导

之意 $ 修订时对原书第一版的编写框架没有改变，每个大节还是
按原有的五部分组成，第一部分基本内容和第二部分学习要求没

有变化，对第三部分答疑辅导和第四部分补充例题，有加有减，

加多减少，更适合自学和教学的需要 $ 考虑到有些读者可能没有
《数学分析讲义练习题选解》，为了帮助这部分的读者克服做练习

题时的困难，仍保留第五部分练习题解法提要 $
本书此次修订的责任编辑仍是第一版的责任编辑文小西先

生 $ 由于《数学分析讲义》已作了修订，《讲义》中的定理序号和例
题、练习题的序号都有所变化，编者在修订时对此没有作相应改

动，甚至有多处遗漏或遗忘，责任编辑在审阅中都一一作了订

正，个别问题处理不妥之处也一并指出，编者都相应作了修改或

重写 $ 文小西先生为提高书稿的质量花费了大量的时间和精力，
鼎力相助，在此对他的辛勤劳动表示深切的感谢 $
敬希广大读者批评指正 $

编者

!""#年 %月 于长春



前 言

本书是与刘玉琏、傅沛仁编《数学分析讲义》（高等教育出版

社 !"#!年第二版，以下简称《讲义》）配套的学习指导书 $
由于《讲义》受教学内容、教学时数、文字数量等限制，因而

概念的剖析，定理的意义，重要的反例，典型的例题，分析的方

法等诸多问题不可能在《讲义》中一一详述 $ 我们认为，使用《讲
义》学习数学分析的读者，特别是自学读者，仅有《讲义》是不够

的，还应该有与《讲义》配套的学习指导书，以弥补《讲义》之不

足 $ 基于这个认识，我们编写了这本辅导性的数学分析学习指导
书，以期有利于读者理解《讲义》的内容，掌握分析的方法，提高

论证问题的能力 $ 它既是自学读者和函授学员的辅导书，又是日
校学生的指导书，也可作为数学分析习题课的教学参考书 $
本书是按照《讲义》的体例逐节对应编写的 $ 每节由五个部分

组成：

一、基本内容 以简要文字阐明该节的基本内容，有的并指

出重点、难点，及其在本章和本书中的地位和作用等 $
二、学习要求 参照教学大纲和该节的内容，从理论、计

算、方法、能力等方面向读者提出具体要求 $
三、答疑辅导 采用生问师答的方法编写 $ 共回答了 %&#个

问题（上册 !%!个问题，下册 #’个问题），每节数量不等 $ 问题涉
及很多方面：诸如概念实质，定理意义，等价命题，重要反例，

分析方法，定理对比，等等 $
四、补充例题 在《讲义》已给例题的基础上又补充了 %#(个

例题（上册 !))题，下册 !%#题）$ 它们是从大量题中筛选出来的，
力求在解法上有一定的典型性，在内容上有些补充和提高，并注



意选取不同类型的题目和分析中常用的技巧 ! 一般每节选出两个
例题，对其解题思路，论证方法，例题意义等作了简要的说明，

有的在说明之后给出几个用同法可解的类似题，供读者练习 ! 我
们认为，读者学习一些典型例题的论证方法和解题技巧是必要

的，它有利于读者在模仿中提高，在模仿中创新 !
五、练习题解法提要 选择了该节练习题中较难的题或有意

义的题给出了解法提要 ! 希读者在提要的启发和引导下独立完成
该节的练习题 !
每节的练习题就是很好的“自我测验题”! 为了读者在稍高

的水准上自我检查学习成绩，在每章之后又增补了“自我测验

题”! 一般是 "# $ "%题，个别难题注上了星号“!”! 每册书的
最后附有“自我测验题的解答”，供读者答完题后参照评定 ! 读
者要认真思考，力争独立完成，从而提高自己论证问题的能力 !
只有经过反复思考，百思不得其解时，再参看解答 ! 不能全部正
确答完“自我测验题”的读者也不要丧失学习信心，因为对不同

基础和不同水平的读者有不同的学习要求 !
本书稿承蒙四川大学秦卫平副教授和高等教育出版社本书的

责任编辑文小西同志认真审改，纠正了一些错误和不妥之处，并

提出了宝贵的修改意见和建议 ! 他们为提高本书的质量付出了辛
勤的劳动，在此向他们表示衷心感谢 !
编写本书，我们为自己确定了较高的标准，但是由于水平不

高和能力有限，实感力不从心，不妥之处甚至错误仍在所难免，

恳请读者和从事数学分析课教学的老师们不吝赐教，敬希提出具

体的修改意见和建议 ! 顺致谢意 !

编者

"&’%(%( 于长春东北师大数学系

·!· 前 言
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第六章 微分学基本定理及其应用

! "#$ 中 值 定 理

一、基本内容

本节有四段 !
第一、二、三段分别给出了罗尔定理、拉格朗日定理、柯西

定理 ! 这三个定理统称为中值定理 ! 第四段给出了应用中值定理
证明的五个例题 !
中值定理是微分学的理论基础，是本章的重点 !

二、学习要求

中值定理是应用导数研究函数性质的重要工具，因此它是数

学分析的重要定理 ! 要求：
$# 深刻理解中值定理，特别是拉格朗日中值定理的分析意

义和几何意义 !
%# 会证明中值定理，特别是学会作辅助函数证明问题的方法 !
&# 知道导（函）数的特性：连续性与介值性以及导函数不能

有第一类不连续点 !（即《讲义》的例 "与例 #）
’# 初步具有应用中值定理论证问题（练习题 $%& 的证明题）

的能力 !

三、答疑辅导

问 $# 中值定理有什么意义？



答 罗尔定理、拉格朗日定理、柯西定理都具有“中值”

性，它们统称为中值定理或更明确地称为微分中值定理 ! 一般来
说，应用导数研究函数的性质都要直接或间接地借助于中值定

理，特别是拉格朗日定理 ! 因此中值定理是沟通函数及其导数之
间的桥梁，是应用导数的局部性研究函数在区间上整体性的重要

工具 ! 例如，第四段的例 "：
如果!!"（"，#），有 $ %（!）# $，则 $（!）# &（常数）’

此例就是已知导数的性质（!!"（"，#）， $ %（!）# $）研究函数的
性质（ $（!）# &），因此要应用拉格朗日中值定理 ’
依此原则，练习题 %&"中的多数练习题都要直接地应用拉格

朗日中值定理 ’
由此可见，中值定理，特别是拉格朗日中值定理，在数学分

析中处于十分重要的地位 ’
罗尔定理、拉格朗日定理、柯西定理的关系是后者包含前

者，即柯西定理的特殊情况（(（!）# !）就是拉格朗日定理，而拉
格朗日定理的特殊情况（ $（"）# $（#））就是罗尔定理 ’
问 !" 为什么不将中值定理的“函数 $（!）在闭区间［ "，#］连

续和在开区间（"，#）内可导”这两个条件换成“函数 $（ !）在闭
区间［"，#］上可导”这一个条件呢？这样替换，中值定理的
叙述不是更简便吗？

答 “函数 $（!）在闭区间［ "，#］上可导”这一条确实包含
了“函数 $（!）在闭区间［"，#］上连续和在开区间（"，#）内可导”
这两条 ’ 这样替换，中值定理的叙述也确实简便了 ’ 可是“函数
$（!）在闭区间［"，#］上可导”这一条不仅包含了“这两条”，而
且比“这两条”对函数 $（!）的要求更高，即要求函数 $（!）在 "
存在右导数和在 # 存在左导数，从而满足中值定理条件的函数
要比原来少了 ’ 例如，函数

$（!）# " ’ !# (

在闭区间［ ’ "，"］上连续，在开区间（ ’ "，"）内可导，且 $（"）#

·!"#· 第六章 微分学基本定理及其应用



!（ ! "）# $ "满足罗尔定理的条件 " 于是，在（ ! "，"）内至少存在
一点 #，使

! $（ #）# ! #
" ! #! %

# $ "

显然， # # $"（ ! "，"）" 但是，函数 !（%）# " ! %! %在闭区间［ ! "，

"］上并不可导 " 因为导数 ! $（ %）# ! %
" ! %! %
在 % # & "都不存在 "

由此可见，如果将罗尔定理的条件换成：函数 !（ %）在闭区间

［&，’］上可导，且 !（&）# !（ ’），那么对函数 !（ %）# " ! %! %在

闭区间［ ! "，"］上就不能应用罗尔定理 " 这样就缩小了中值定理
能适用的函数范围 " 因此，中值定理的条件不能这样替换 "
中值定理的两个条件：“函数 !（%）在闭区间［ &，’］上连续和

在开区间（&，’）内可导”彼此有关 " 函数 !（ %）在开区间（ &，’）
内可导，当然函数 !（ %）在（ &，’）内连续，它被包含在“函数
!（%）在闭区间［&，’］上连续”之中 " 但是，函数 !（ %）在开区间
（&，’）内可导，不能代替函数 !（ %）在闭区间［ &，’］上连续，而
函数 !（%）在闭区间［&，’］上连续更不能代替函数 !（%）在开区间
（&，’）内可导 " 为了使这两个条件互相独立，可改为“函数
!（%）在开区间（ &，’）内可导和函数 !（ %）在 & 右连续在 ’ 左连
续”" 这样叙述，虽然这两个条件是互相独立的，但是行文很累
赘 " 为了叙述上的对称和便于记忆，不追求条件之间的独立性，
数学分析中关于微分中值定理的条件仍叙述为“函数 !（ %）在闭
区间［&，’］上连续和在开区间（&，’）内可导”"
问 !" 罗尔定理有三个条件，缺少其中一个条件罗尔定理是

否成立？如果不成立，能否说这三个条件是罗尔定理的必要条

件？

答 罗尔定理有三个条件，缺少其中一个条件罗尔定理就可

能不成立 " 例如，函数

·!!"·# $"% 中 值 定 理
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!
!
!
!
!

!
!
!
!
!

!（"）!
"，""" # $#

"，" ! $
{

#
在［"，$］上不连续（如图

%&$（’））

!（ "）! ( " (，

) $" ""$ #
在（ ) $，$）内不可导（如

图 %&$（*））

!（ "）! " #

"" ""$ #

!（"）# !（$）#（如图

%&$（+!
!
!
!
!
!
!
!
!

!
!
!
!
!
!
!
!
!

））

图 %&$

从这三个函数的图像可见，罗尔定理都不成立 #
尽管如此，但是不能说这三个条件是罗尔定理的必要条件 #

例如，函数

$（"）!
",， ( " ( # $，
"， ) ,""" ) $，
$， $"""

{
,

在闭区间［ ) ,，,］上不连续，在开区间（ ) ,，,）内不可导， $（,）

#$（ ) ,），即罗尔定理的三个条件都不成立，但是，在开区间
（ ) ,，,）内存在一点 " ! "，满足

$%（"）! " #
这个事实说明，罗尔定理的三个条件都是充分条件 #
问 !" 函数 !（ "）在区间［ &，’］上满足罗尔定理的条件，在

［&，’］内能否有无限多个 (，使 ! %（ (）! "？
答 可能 # 例如，函数

!（"）!
"-./0, $

"，当 "#"，

"， 当 " ! "
{

，

在［ ) $，$］上满足罗尔定理的条件 #

·!!"· 第六章 微分学基本定理及其应用



! "（#）!
"##$%&’ (

# ) ’#’$%& (
# *+$ (

#，当 #!,，

,， 当 #
{

! ,

在（ ) (，(）内存在无限多个 $% !
(

’%!
（% ! - (，- ’，⋯），使

! "（ $%）! , &
问 !" 拉格朗日定理的结果有哪些不同的形式？
答 若函数 !（ #）在闭区间［ ’，(］上满足拉格朗日定理的条

件，"#(，#’#［’，(］&
(）当 #( . #’或 #’ . #(时，有

!（#’）) !（#(）
#’ ) #(

! ! "（ $），

或

!（#’）) !（#(）! ! "（ $）（#’ ) #(），

其中 $ 位于 #(与 #’之间 &
’）当 #( . #’或 #’ . #(时，差数 $ ) #(与 #’ ) #(同号 & 令

!!
$ ) #(
#’ ) #(
或 $ ! #( /!（#’ ) #(），, .!. (，

有 !（#’）) !（#(）! ! "［#( /!（#’ ) #(）］（#’ ) #(），, .!. ( &
#）当 #( . #’或 #’ . #(时，令

) ! #’ ) #(， #( ! #，

则 #’ ! # / )，有
!（# / )）) !（#）! )! "（# /!)），, .!. ( &

问 #" 柯西中值定理的几何意义是什么？
答 柯西中值定理的几何意义类似拉格朗日中值定理的几何

意义 &
将函数 * ! !（ +）与 # ! ,（ +），’$ +$(，看作是以 + 为参数

的参数方程 & 当函数 * ! !（ +）与 # ! ,（ +）在［’，(］上满足柯西定
理的条件时，参数方程 * ! !（ +）与 # ! ,（ +）的图像是 #* 坐标平

·!"#·$ #"% 中 值 定 理



面上的一条（光滑）曲线 !，从点 "［#（$）， %（$）］连续变化到
终点 &［#（’）， %（’）］（如图 !"#）( 由解析几何知，差商

图 !"#

%（’）$ %（$）
#（’）$ #（$）

表示连接曲线 ! 的始点 " 与终点
& 的割线斜率，导数之商

% )（ *）
#)（ *）， $ % * % ’，

表示当参数 + & * 时，曲线 ! 上
某点 ,［ #（ *）， %（ *）］的切线斜
率 ( 柯西定理的几何意义是，曲
线 ! 上至少存在一点 ,［ #（ *）， %（ *）］，该点的切线平行于连
接两点 " 与 & 的割线或它们的斜率相等，即

%（’）$ %（$）
#（’）$ #（$）&

% )（ *）
#)（ *）， $ % * % ’ (

问 !" 为什么说：导函数没有第一类间断点？
答 本节的例 ’指出，一个函数在区间上存在导函数，则导

函数具有介值性 ( 事实上，如果导函数存在第一类间断点，则导
函数就不具有介值性，这与例 ’ 矛盾 ( 导函数没有第一类间断
点，是否可能有第二类间断点呢？这是可能的 ( 例如，函数

%（-）&
-#()* +

-， 当 -!,，

,， 当 -
{

& ,
在 #上连续，且

% )（-）&
#-()* +

- $ -.( +
-， 当 -!,，

,， 当 - & ,
{

，

% )（-）在 #上不连续，- & ,是 % )（-）的第二类间断点 (
不难看到，导函数 % )（ -）在不包含点 , 的任何区间上都存

在，且具有介值性 (
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四、补充例题

例 !" 若函数 !（ "）在［ #，$］上连续，在（ #，$）内可导，且
#!!，则在（#，$）内存在三点 ""，"#，"$，有

! %（""）%（$ & #）
! %（"#）
#"#

%（$# & $# & ##）
! %（"$）
$"#$

&

证法 应用柯西中值定理 & 分别选取 ’（ "）% "， ’（ "）%
"#，’（"）% "$ & 注意 #!!，""#（#，$），’%（"）$! &
证明 取 ’（"）% " & 有

!（$）’ !（#）
$ ’ #

% ! %（""），""#（#，$）；

取 ’（"）% "#，’%（"）% #"，有
!（$）’ !（#）

$# ’ ##
%

! %（"#）
#"#
，"##（#，$），

或
!（$）’ !（#）

$ ’ #
%（$ & #）

! %（"#）
#"#
，"##（#，$）；

取 ’（"）% "$，’%（"）% $"#，有
!（$）’ !（#）

$$ ’ #$
%

! %（"$）
$"#$
，"$#（#，$），

或
!（$）’ !（#）

$ ’ # %（$# & $# & ##）
! %（"$）
$"#$
，"$#（#，$）&

于是，在（#，$）内存在三点 ""，"#，"$，有

! %（""）%（$ & #）
! %（"#）
#"#

%（$# & $# & ##）
! %（"$）
$"#$

&

例 # " 证明：若函数 !（ "）在（#，$）内非负，存在三阶导数，
且方程 !（"）% !有两个相异实根，则存在 (#（#，$），使 !!（ (）
% ! &
证法 设方程 !（ "）% ! 有两个相异实根 "" 与 "##（ #，$）

（"" ( "#），有 ! %（""）% ! %（ "#）% !，可证还存在"#（ ""，"#），使
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! "（!）! " # 再应用罗尔定理，可证得结果 #
证明 已知函数 !（$）在（%，&）内非负，而方程 !（ $）! "有

两个相异的实根 $#与 $$（$# % $$），即 !（$#）! !（$$）! "，则 $#
与 $$必是函数 !（$）的局部极小点 # 根据费马定理，有

! "（$#）! ! "（$$）! " #
根据罗尔定理，存在!!（$#，$$），使 ! "（!）! " #
根据罗尔定理，存在!#!（$#，!）与!$!（!，$$），使

! ’（!#）! ! ’（!$）! " #
再根据罗尔定理，存在 (!（!#，!$）"（%，&），使

!"（ (）! " #
例 !" 证明：勒让德 ) 次多项式

*)（$）! #
$))！
·

&)

&$)
（$$ ’ #）)

存在 ) 个不同的零点，皆位于区间（ ’ #，#）之中 #
证法 首先讨论 $) 次多项式 +$)（ $）!（ $$ ’ #）) # 它在

［ ’ #，#］上满足罗尔定理的条件（+$)（#）! +$)（ ’ #）! "），根据罗
尔定理，+"$)（$）在（ ’ #，#）内存在一个零点 # 然后逐阶求导，逐

次应用罗尔定理，直到
&)

&$)
+$)（$）! &)

&$)
（$$ ’ #）) #

证明 设 +$)（$）!（$$ ’ #）) # 有 +$)（#）! +$)（ ’ #）! " # 根
据罗尔定理，存在 (（#）!（ ’ #，#），使 +"$)（ (（#））! " #
已知 +"$)（#）! +"$)（ ’ #）! "（见《讲义》( )*)例 +）, 根据罗

尔定理，存在 (（$）# !（ ’ #，(（#））与 (（$）$ !（ (（#），#），使

+’$)（ (（$）# ）! +’$)（ (（$）$ ）! "，
即 +’$)（$）在（ ’ #，#）之中有两个零点 (（$）# 与 (（$）$ #
已知 +’$)（#）! +’$)（ ’ #）! " # 根据罗尔定理，⋯⋯ #

一直到
&) ’ #

&$) ’ #+$)（$）! &) ’ #

&$) ’ #（$$ ’ #）) # 方程 &) ’ #

&$) ’ #（$$ ’ #）) ! "

在（ ’ #，#）之中有 ) ’ #个实根 (（) ’ #）
# ， (（) ’ #）

$ ，⋯， (（) ’ #）
) ’ # ，且
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! " # !（" ! "）
" # !（" ! "）

$ #⋯ # !（" ! "）
" ! " # "，

即
%" ! "

%#" ! "$$"（#）
# & !
（" ! "）
%

& ’， % & "，$，⋯，" ! " &

又已知
%" ! "

%#" ! "$$"（#）
# & ( "

& ’（见《讲义》) *+*例 ,），根据

罗尔定理，存在 !（"）
% ! !（" ! "）

% ! " ， !（" ! "）( )% ， % & "，$，⋯， "，
其中 !（" ! "）

’ & ! "， !（" ! "）
" & "( )，使

%"

%#"
$$"（#）

# & !%（"）

& ’， % & "，$，⋯，"，

即勒让德 " 次多项式’"（#）& "
$""！

%"

%#"
（#$ ! "）" 存在 " 个不同的

零点，皆位于区间（ ! "，"）之中 &
说明 不难证明（见 ) *+*+ 例 ,）， ! " 与 " 是 $" 次多项式

$$"（#）&（#$ ! "）" 任意 %（’" %" " ! "）阶导数 %%

%#%
$$"（ #）的零

点 & 然后对 $$"（ #）逐阶求导数，根据罗尔定理，一阶导数
%
%#$$"（#）在（ ! "，"）内有一个零点，二阶导数 %$

%#$
$$"（ #）在（ ! "，

"）内有两个零点，且不相同，一直求到 " 阶导数 %"

%#"
$$"（ #），它

在（ ! "，"）内存在 " 个零点，且互不相同 &
例 !" 证明：若函数 (（#）在 #上可导，且极限 -./

## 0 1
(（ #）与

-./
## 0 1

( )（#）都存在，则极限 -./
## 0 1

( )（#）& ’ &

证法一 应用拉格朗日中值定理 &
证明 设 -./

## 0 1
(（#）& *，则 -./

## 0 1
(（# 0 "）& *，有

(（# 0 "）! (（#）& ( )（!#），# #!# # # 0 " &
已知极限 -./

## 0 1
( )（#）存在，则 -./

## 0 1
( )（#）& -./

## 0 1
( )（!#）& 于是，

-./
## 0 1

( )（#）& -./
## 0 1

( )（!#）& -./
## 0 1
［ (（# 0 "）! (（#）］

& -./
## 0 1

(（# 0 "）! -./
## 0 1

(（#）& * ! * & ’，
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