
高等学校教材

数学分析讲义
(第四版)

下   册

刘玉琏  傅沛仁

林  玎  苑德馨  刘  宁  编

高等教育出版社



郑 重 声 明

高等教育出版社依法对本书享有专有出版权。任何未经许可

的复制、销售行为均违反《中华人民共和国著作权法》。行为人将

承担相应的民事责任和行政责任,构成犯罪的,将被依法追究刑事

责任。社会各界人士如发现上述侵权行为,希望及时举报,本社将

奖励举报有功人员。

现公布举报电话及通讯地址:

电   话:(010) 84043279  13801081108

传   真:(010) 64033424

E - mail:dd @ hep.com.cn

地   址:北京市东城区沙滩后街 55 号

邮   编:100009

责任编辑  李  陶

封面设计  刘晓翔

责任绘图  郝  林

版式设计  张  岚

责任校对  王  雨

责任印制



内容简介

本书分上、下两册,是在第三版的基础上修订而成的。在内容和体例上,

未作较大变动。因为使用本书的多为高等师范院校,为了加强基础,在第十

章讲多元函数微分学时,首先把函数概念提高一步,给出比较严格的函数定

义,并对高中“数学”没有严格定义的基本初等函数用分析的工具给以定义,

对其性质予以证明。

本书阐述细致,范例较多,便于自学,可作为高等师范院校本科教材,也

可作为高等理科院校函授教材及高等教育自学用书。

 图书在版编目(CIP)数据

 数学分析讲义.下�/刘玉琏等编.—4版.—北京:
高等教育出版社,2003.4
 ISB N 7 - 04 - 011881 - 5

 Ⅰ.数...Ⅱ.刘...Ⅲ.数学分析 - 高等学校 - 教
材 Ⅳ.017

 中国版本图书馆 CIP 数据核字(2003)第 013755 号  

出版发行  高等教育出版社      �购书热线  010 - 64054588

社   址  北京市东城区沙滩后街 55 号免费咨询  800 - 810 - 0598

邮政编码  100009 网   址  http:�/�/w w w .hep.edu.cn

传   真  010 - 64014048      http:�/�/w w w .hep.co m .cn

经   销  新华书店北京发行所

排   版  高等教育出版社照排中心

印   刷

开   本  850×1168  1�/32 版   次   年  月第  版

印   张  14.125 印   次   年  月第  次印刷

字   数  360 000 定   价  19.50 元  

本书如有缺页、倒页、脱页等质量问题,请到所购图书销售部门联系调换。

版权所有  侵权必究

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



目   录

第九章  级数 (1)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 §9. 1. 数值级数 (1)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、收敛与发散概念(1)  二、收敛级数的性质(5)  练习题 9.1(一)

(9)  三、同号级数(11)  四、变号级数(21)  练习题 9. 1(二)(31)

五、绝对收敛级数的性质(34)  练习题 9. 1(三)(40)

 §9. 2. 函数级数 (41)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、函数级数的收敛域(41)  二、一致收敛概念(43)  三、一致收

敛判别法(48)  四、函数列的一致收敛(55)  练习题 9. 2(一)(58)

五、和函数的分析性质(62)  练习题 9. 2(二)(68)

 §9. 3. 幂级数 (70)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、幂级数的收敛域(70)  二、幂级数和函数的分析性质(75)

三、泰勒级数(81)  四、初等函数的幂级数展开(84)  五、幂级数

的应用(88)  六、指数函数与三角函数的幂级数定义(92)  练习

题 9.3(97)

 §9. 4. 傅里叶级数 (100)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、傅里叶级数(100)  二、两个引理(103)  三、收敛定理(106)

四、奇偶函数的傅里叶级数(113)  五、以 2l为周期的函数的傅里

叶级数(118)  练习题 9.4(121)

第十章  多元函数微分学 (124)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 §10. 1. 多元函数 (124)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、n维欧氏空间(124)  二、R2 的连续性(130)  三、多元函数

概念(135)  练习题 10. 1(139)

 §10. 2. 二元函数的极限与连续 (141)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、二元函数的极限(141)  二、二元函数的连续性(147)  练习题

Ⅰ



10.2(152)

 §10. 3. 多元函数微分法 (155)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、偏导数(155)  二、全微分(159)  三、可微的几何意义(164)

四、复合函数微分法(167)  五、方向导数(171)  练习题 10. 3(173)

 §10. 4. 二元函数的泰勒公式 (175)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、高阶偏导数(175)  二、二元函数的泰勒公式(181)  三、二元

函数的极值(185)  练习题 10. 4(194)

第十一章  隐函数 (198)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 §11. 1. 隐函数的存在性 (198)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、隐函数概念(198)  二、一个方程确定的隐函数(201)  三、方程

组确定的隐函数(207)  练习题 11. 1(216)

 §11. 2. 函数行列式 (218)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、函数行列式(218)  二、函数行列式的性质(220)  三、函数行列

式的几何性质(222)  练习题 11.2(224)

 §11. 3. 条件极值 (225)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、条件极值与拉格朗日乘数法(225)  二、例(232)  练习题 11. 3

(236)

 §11. 4. 隐函数存在定理在几何方面的应用 (237)⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、空间曲线的切线与法平面(237)  二、曲面的切平面与法线(241)

练习题 11. 4(244)

第十二章  反常积分与含参变量的积分 (246)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 §12. 1. 无穷积分 (246)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、无穷积分收敛与发散概念(246)  二、无穷积分与级数(250)

三、无穷积分的性质(252)  四、无穷积分的敛散性判别法(255)  

练习题 12. 1(262)

 §12. 2. 瑕积分 (263)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、瑕积分收敛与发散概念(263)  二、瑕积分的敛散性判别法(267)

练习题 12. 2(272)

 §12. 3. 含参变量的积分 (273)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、含参变量的有限积分(273)  二、例(Ⅰ)(278)  三、含参变量

的无穷积分(284)  四、例(Ⅱ)(293)  五、Γ函数与 B 函数(296)

Ⅱ



六、例(Ⅲ)(300)  练习题 12.3(303)

第十三章  重积分 (307)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 §13. 1. 二重积分 (307)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、曲顶柱体的体积(307)  二、二重积分概念(309)  三、二重积

分的性质(313)  练习题 13. 1(一)(315)  四、二重积分的计算(316)

五、二重积分的换元(325)  六、曲面的面积(331)  练习题 13. 1

(二)(337)

 §13. 2. 三重积分 (340)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、三重积分概念(340)  二、三重积分的计算(342)  三、三重积分

的换元(345)  四、简单应用(352)  练习题 13. 2(355)

第十四章  曲线积分与曲面积分 (358)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 §14. 1. 曲线积分 (358)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、第一型曲线积分(358)  二、第二型曲线积分(364)  三、第一型

曲线积分与第二型曲线积分的关系(372)  四、格林公式(375)  五、

曲线积分与路线无关的条件(382)  练习题 14. 1(389)

 §14. 2. 曲面积分 (392)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、第一型曲面积分(392)  二、第二型曲面积分(395)  三、奥 -

高公式(402)  四、斯托克斯公式(406)  练习题 14. 2(413)

 §14. 3. 场论初步 (416)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 �一、梯度(416)  二、散度(419)  三、旋度(423)  四、微分算子(429)

练习题 14. 3(430)

练习题答案 (432)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ⅲ



第九章  级   数

级数分为数值级数与函数级数.函数级数是表示函数,特别是

表示非初等函数的一个重要的数学工具.例如,有的微分方程的解

不是初等函数,但其解却可表为函数级数.函数级数又是研究函数

(初等函数与非初等函数)性质的一个重要手段.因此,函数级数在

自然科学、工程技术和数学本身都有广泛的应用.数值级数是函数

级数的特殊情况,它又是函数级数的基础.本章首先讨论数值级数

的基本理论.

§9. 1.  数 值 级 数

一、收敛与发散概念

设有数列{ un },即

u1 , u2 , u3 ,⋯, un ,⋯. (1)

将数列(1)的项依次用加号连接起来,即

u1 + u2 + u3 + ⋯ + un + ⋯  或  ∑
∞

n = 1

un , (2)

称为数值级数,简称级数,其中 un 称为级数(2)的第 n项或通项.

级数(2)是无限多个数的和.我们只会计算有限个数的和,不

仅不会计算无限多个数的和,甚至都不知道何谓无限多个数的和.

因此,无限多个数的和是一个未知的新概念.这个新概念也不是孤

立的,它与我们已知的有限个数的和联系着.不难想到,由有限个

·1·
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数的和转化到“无限多个数的和”应借助极限这个工具来实现.

设级数(2)前 n 项的和是 Sn ,即

Sn = u1 + u2 + ⋯ + un  或  Sn = ∑
n

k = 1

uk ,

称为级数(2)的 n 项部分和.显然,对给定级数(2),其任意 n 项部

分和 Sn 都是已知的.于是,级数(2)对应着一个已知的部分和数列

{ Sn }.

定义  若级数(2)的部分和数列{ Sn }收敛,设

lim
n→ ∞
Sn = S  或  lim

n→∞∑
n

k = 1

uk = S,

则称级数(2)收敛, S 是级数(2)的和,表为

S = ∑
∞

n = 1

un = u1 + u2 + u3 + ⋯ + un + ⋯.

若部分和数列{ Sn }发散,则称级数(2)发散,此时级数(2)没有和.

定义  若级数∑
∞

n = 1

un 收敛,其和是 S,而 S - Sn 表为 rn,即

rn = S - Sn = ∑
∞

k = 1

uk - ∑
n

k = 1

uk = un + 1 + un + 2 + ⋯,

称为收敛级数∑
∞

n = 1

un 的 n 项余和,简称余和.显然,级数收敛,总

有

lim
n→ ∞
rn = lim

n→ ∞
( S - Sn ) = 0.

由此可见,级数的敛散性(收敛与发散)是借助于它的部分和

数列的敛散性定义的.反之,数列的敛散性也可归结为级数的敛散

性.事实上,设有数列{ Sn }.令

a1 = S1 , a2 = S2 - S1 ,⋯, an = Sn - Sn - 1 , n = 2,3,⋯.

显然, Sn y= S1 + ( S2 - S1 ) + ⋯ + ( Sn - Sn - 1 )

= a1 + a2 + ⋯ + an = ∑
n

k = 1

ak,
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即数列{ Sn }的敛散性可归结为级数∑
∞

n = 1

an 的敛散性.

因此,研究收敛级数及其和数只不过是研究收敛数列及其极

限的一种新形式.因为级数是有限和的推广,有鲜明的直观性,所

以,这种新形式不是收敛数列及其极限的简单重复,它使我们处理

不同形式的极限具有更大的灵活性,并提供了新的数学工具.

例 1. 讨论几何级数

∑
∞

n = 1

ar
n - 1
= a + ar + ar

2
+ ⋯ + ar

n - 1
+ ⋯

的敛散性,其中 a≠0, r 是公比.

解  1) 当| r|≠1 时,已知几何级数的 n 项部分和

Sn = a + ar + ⋯ + ar
n - 1
=
a - ar

n

1 - r
.

(ⅰ) 当| r| < 1 时,存在极限,且

lim
n→∞
Sn = lim

n→ ∞

a - ar
n①

1 - r
=
a
1 - r
.

因此,当| r| < 1 时,几何级数收敛,其和是
a
1 - r
,即

∑
∞

n = 1

ar
n - 1
=
a
1 - r
.

(ⅱ) 当| r| > 1 时,不存在极限,且

lim
n→ ∞
Sn = lim

n→ ∞

a - ar
n

1 - r
= ∞.

因此,当| r| > 1 时,几何级数发散.

2) 当| r| = 1 时,有两种情况:

(ⅰ) 当 r = 1 时,几何级数是( a≠0)

a + a + a + ⋯ + a + ⋯.

Sn = a + a + ⋯ + a
n个

= na.

·3·

① 见§2.1 例 4,当| r| < 1 时, lim
n→∞
rn = 0.



lim
n→ ∞
Sn = lim

n→∞
na = ∞,

即部分和数列{ Sn }发散.

(ⅱ) 当 r = - 1 时,几何级数是

a - a + a - a + ⋯ + ( - 1)
n - 1
a + ⋯.

Sn =
0,   n 是偶数,

a,   n 是奇数,

即部分和数列{ Sn }发散.

于是,当| r| = 1 时,几何级数发散.

综上所述,几何级数∑
∞

n = 1

ar
n - 1
,当| r| < 1 时收敛,其和是

a
1 - r
;当| r|≥1 时发散.

例 2. 证明,级数

1
1·6
+
1
6·11
+
1
11·16
+ ⋯ +

1
(5 n - 4)(5 n + 1)

+ ⋯

收敛,并求其和.

证明  通项 un 可改写为

un =
1

(5 n - 4)(5 n + 1)
=
1
5
1
5 n - 4
-
1
5 n + 1
.

级数的 n 项部分和

  Sn =
1
1·6
+
1
6·11
+ ⋯ +

1
(5 n - 4)(5 n + 1)

=
1
5
1 -
1
6
+
1
6
-
1
11
+ ⋯ +

1
5 n - 4
-
1
5 n + 1

=
1
5
1 -
1
5 n + 1
.

lim
n→ ∞
Sn = lim

n→ ∞

1
5
1 -
1
5 n + 1
=
1
5
.

于是,级数收敛,其和是
1
5
,即
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∑
∞

n = 1

1
(5 n - 4)(5 n + 1)

=
1
5
.

例 3. 证明,调和级数

∑
∞

n = 1

1
n
= 1 +
1
2
+
1
3
+ ⋯ +
1
n
+ ⋯

是发散的.

证明  设调和级数∑
∞

n = 1

1
n
的 n 项部分和是 Sn ,即

Sn = 1 +
1
2
+
1
3
+ ⋯ +
1
n
.

由§2.2 例 11,已知数列{ Sn }发散,从而,调和级数发散.

注  由上册练习题 2.2 第 19 题知

lim
n→ ∞
1 +
1
2
+ ⋯ +
1
n
- ln n = c(欧拉常数).

或 lim
n→∞

1 +
1
2
+ ⋯ +
1
n

ln n
= 1.

即当 n→∞时,调和级数的部分和 Sn = 1 +
1
2
+ ⋯ +
1
n
与 ln n 是

等价无穷大,即部分和 Sn 发散到正无穷大的速度十分缓慢.与

ln n 相当.欧拉曾计算过,

S1 000 = 7.48⋯,  S1 00 0 000 = 14.39⋯ 等等.

二、收敛级数的性质

因为级数∑
∞

n = 1

un 的收敛与它的部分和数列{ Sn }的收敛是等

价的,所以部分和数列{ Sn }收敛的必要充分条件也就是级数

∑
∞

n = 1

un 收敛的必要充分条件.已知数列{ Sn }的柯西收敛准则:

数列{ Sn }收敛 "ε> 0,v N∈N + , " n > N, " p∈N + ,有

| Sn + p - Sn | <ε.

·5·
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设 Sn是级数∑
∞

n = 1

un 的 n 项部分和,有

Sn + p - Sn = un + 1 + un + 2 + ⋯ + un + p .

于是,有下面级数的柯西收敛准则:

定理 1. (柯西收敛准则)  级数 ∑
∞

n = 1

un 收敛 "ε> 0,

v N∈N + , " n > N, " p∈N + ,有

| un + 1 + un + 2 + ⋯ + un + p | <ε.

柯西收敛准则在理论上十分重要,但用它来判别一个具体级

数的敛散性,却往往很麻烦,甚至很困难.

根据定理 1 的 必要性, 若级数 ∑
∞

n = 1

un 收敛,即 "ε> 0,

v N∈N + , " n > N,取 p = 1,有| un + 1 | < ε.于是,有

推论 1. 若级数∑
∞

n = 1

un 收敛,则lim
n→ ∞
un = 0.

推论 1 的等价命题是,若lim
n→ ∞
un≠0,则级数∑

∞

n = 1

un 发散.

例如,级数

1
101
+
2
201
+
3
301
+ ⋯ +

n
100·n + 1

+ ⋯.

因为lim
n→∞
un = lim

n→∞

n
100·n + 1

=
1
100
≠0,所以级数∑

∞

n = 1

n
100·n + 1

发

散.

注  lim
n→ ∞
un = 0 仅是级数∑

∞

n = 1

un 收敛的必要条件,而不是充

分条件,即lim
n→ ∞
un = 0,级数∑

∞

n = 1

un 也可能发散.例如,调和级数(见

例 3)

1 +
1
2
+
1
3
+ ⋯ +
1
n
+ ⋯,
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有lim
n→ ∞
un = lim

n→ ∞

1
n
= 0,而调和级数∑

∞

n = 1

1
n
却是发散的.

定理 1 指出,级数∑
∞

n = 1

un 收敛等价于级数∑
∞

n = 1

un 的充分远

(即 n > N)的任意片段(即 " p∈ N + , un + 1 + un + 2 + ⋯ + un + p )的

绝对值可以任意小.由此可见,级数∑
∞

n = 1

un 的敛散性仅与级数充

分远的任意片段有关,而与级数∑
∞

n = 1

un 前面有限项无关.于是,又

有

推论 2. 若去掉、增添或改变级数∑
∞

n = 1

un 的有限项,则不改变

级数∑
∞

n = 1

un 的敛散性.

例如,去掉发散级数∑
∞

n = 1

1
n
的前面 100 项,而新级数

∑
∞

n = 10 1

1
n
=
1
101
+
1
102
+ ⋯ +

1
100 + m

+ ⋯

仍是发散的.

根据数列极限运算定理可得级数运算定理:

定理 2. 若级数∑
∞

n = 1

un 收敛,其和是 S,则级数

∑
∞

n = 1

cun = cu1 + cu2 + ⋯ + cun + ⋯

也收敛,其和是 cS,其中 c是常数( c≠0).

证明  设级数∑
∞

n = 1

un 与∑
∞

n = 1

cun 的 n 项部分和分别是 Sn 与

σn ,有

σn = cu1 + cu2 + ⋯ + cun = c( u1 + u2 + ⋯ + un ) = cSn .

已知lim
n→ ∞
Sn = S,有

·7·



lim
n→ ∞
σn = lim

n→ ∞
cSn = cS,

即级数∑
∞

n = 1

cun 收敛,其和是 cS.�

定理 2 的结果可改写为

∑
∞

n = 1

cun = cS = c∑
∞

n = 1

un ,

即收敛级数(无限个数的和)满足数(非零)的分配律.

定理 3. 若级数∑
∞

n = 1

un 收敛,其和是 S,则不改变级数每项的

位置,按原有的顺序将某些项结合在一起,构成的新级数

( u1 + ⋯ + un
1
) + ( un

1
+ 1 + ⋯ + un

2
) + ⋯

+ ( un
k - 1
+ 1 + ⋯ + un

k
) + ⋯① (3)

也收敛,其和也是 S.

证明  设级数∑
∞

n = 1

un 的 n 项部分和是 Sn ,新级数(3)的 k 项

部分和是σk,有

σk �= ( u1 + ⋯ + un
1
) + ( un

1
+ 1 + ⋯ + un

2
) + ⋯

  + ( un
k - 1
+ 1 + ⋯ + un

k
)

= u1 + u2 + ⋯ + un
k
= Sn
k
,

即新级数(3)的部分和数列{σk }是级数∑
∞

n = 1

un 的部分和数列{ Sn }

的子数列.根据§2.2 定理 9,已知lim
n→ ∞
Sn = S,则lim

k→∞
σk = S.于是,

新级数(3)收敛,其和也是 S.�

定理 3 告诉我们,像有限和一样,对任何一个收敛级数项与项

之间不改变次序任意加括号,不会改变级数的收敛性,也不改变它

·8·
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k - 1
+ 1 + ⋯ + un
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的和数,即收敛级数满足结合律.

注  对有限和来说,不但能随意加括号,而且可以随意去掉括

号.但在级数中就不能随便去掉(无限多个)括号.例如,级数

(1 - 1) + (1 - 1) + ⋯ + (1 - 1) + ⋯

收敛于 0,但去掉括号之后的级数

1 - 1 + 1 - 1 + ⋯ + 1 - 1 + ⋯

却是发散的.通俗地说,收敛级数项与项之间可以任意加括号,但

不能任意去掉括号.

定理 4. 若级数∑
∞

n = 1

un 与∑
∞

n = 1

vn 都收敛,其和分别是 A 与

B,则级数

∑
∞

n = 1

( un± vn ) = ( u1 ± v1 ) + ( u2 ± v2 ) + ⋯ + ( un± vn ) + ⋯

也收敛,其和是 A± B.

证明  设级数∑
∞

n = 1

un ,∑
∞

n = 1

vn 与∑
∞

n = 1

( un± vn )的 n 项部分

和分别是 An , Bn 与 Cn ,有

Cn �= ∑
n

k = 1

( uk± vk ) = ( u1± v1 ) + ( u2± v2 ) + ⋯ + ( un± vn )

= ( u1 + u2 + ⋯ + un )±( v1 + v2 + ⋯ + vn ) = A n± Bn .

已知lim
n→ ∞
A n = A 与lim

n→ ∞
Bn = B,有

lim
n→ ∞
Cn = lim

n→ ∞
A n±lim

n→ ∞
Bn = A± B,

即级数∑
∞

n = 1

( un± vn )收敛,其和是 A± B.�

练 习 题 9. 1(一)

1. 求下列级数的和:

(1)∑
∞

n = 1

1
n( n + 1)
;     (2)∑

∞

n = 1

1
(2 n - 1)(2 n + 1)

;
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(3)∑
∞

n = 1

n
( n + 1)( n + 2)( n + 3)

;

(4)∑
∞

n = 1

2 n - 1
2 n
.

2. 证明:若 m 是固定的正整数,有

∑
∞

n = 1

1
n( n + m )

=
1
m
1 +
1
2
+ ⋯ +
1
m
.

3. 证明:若lim
n→∞
nan = a > 0,则级数∑

∞

n = 1

an 发散.

4. 证明:若级数∑
∞

n = 1

an ( an≥0)收敛,则∑
∞

n = 1

a2n 也收敛.反之是否成立 ?

5. 证明:若{an }是整数数列,且 0≤ an≤9,则级数∑
∞

n = 1

an 10
- n
收敛,其

和是 0. a1 a2⋯ an⋯.

6. 证明:若级数∑
∞

n = 1

an 与∑
∞

n = 1

bn 收敛,且

an≤cn≤ bn ,  n = 1,2,⋯,

则级数∑
∞

n = 1

cn 也收敛.(提示:应用级数的柯西收敛准则.)

7. 证明:若级数∑
∞

n = 1

an 收敛,级数∑
∞

n = 1

bn 发散,则级数∑
∞

n = 1

( an + bn )发

散.

8. 证明:若级数∑
∞

k = 1

a2 k - 1与∑
∞

k = 1

a2 k都收敛,则级数∑
∞

n = 1

an 收敛.

*     *     *     *

9. 证明:若级数∑
∞

n = 1

( a2 n - 1 + a2 n )收敛,且lim
n→∞
an = 0,则级数∑

∞

n = 1

an 收

敛.(提示:证明级数∑
∞

n = 1

an 部分和数列{ Sn }的两个子数列{ S2 n }与{ S2 n - 1 }

有相同的极限.)

10. 证明:若数列{ nan }收敛,且级数∑
∞

n = 1

n ( an - an - 1 )收敛,则级数

∑
∞

n = 1

an 也收敛.
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11. 证明:若 a1≥ a2≥⋯≥ an≥⋯≥0,且级数∑
∞

n = 1

an 收敛,则lim
n→∞
nan

= 0.

12. 证明:若将级数∑
∞

n = 1

an 依次若干项结合得新级数∑
∞

k = 1

A k 收敛,其

中 A k = an
k - 1
+ 1 + ⋯ + an

k
,且 Ak 的项有相同的符号,则原级数∑

∞

n = 1

an 收敛,

且两个收敛级数的和相等.

三、同号级数

同号级数是指级数

u1 + u2 + u3 + ⋯ + un + ⋯

的每一项 un 的符号都是非负或都是非正.若 un ≥0( n = 1,2,

⋯),称级数∑
∞

n = 1

un 是正项级数;若 un≤0( n = 1,2,⋯),称级数

∑
∞

n = 1

un 是负项级数.

将负项级数每项乘以 - 1,负项级数就变成了正项级数,根据

定理 2,负项级数与正项级数具有相同的敛散性.于是,讨论负项

级数的敛散性可以归结为讨论正项级数的敛散性.因此,下面只讨

论正项级数敛散性及其敛散性的判别法.

若级数∑
∞

n = 1

un 是正项级数,则此级数的部分和数列{ Sn }单调

增加,即

S1≤ S2 ≤⋯≤ Sn≤⋯.

根据§2.2 公理,有判别正项级数收敛性的定理:

定理 5. 正项级数∑
∞

n = 1

un 收敛 它的部分和数列{ Sn }有上

界.

例 4. 证明:正项级数

·11·
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