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前　　言

在浩瀚的数学文献中，有一类是重要定理的新证明．高斯在科学研究上的

一大特点是对某一个定理多次给予不同的证明，以求最简和严谨．他说：“绝不

能以为获得一个证明以后，研究便告结束，或把寻找另外的证明当作多余的奢

侈品．”

我们有这样的经验，新的方法常常能获得出乎我们意料的———新的或更重

要的结果．

经常有这样的情况出现：一个定理有若干证法，然而这些证法却不一定都

能用来证明一个与它类似的命题，其中很可能只有一种证法能证明这个类似的

命题．如果我们只满足于一种证法，那么这个类似的命题有时就不易被证明．

对于学生和正在准备某种考试的读者来说，通过一题多解，既能广泛地综

合运用基础知识，提高基本技能，又能更有效地发展逻辑思维，提高全面分析问

题的能力．

解决一个数学问题有时与警察破案是类似的．为了破获一宗案件，警察需

要进行一系列的调查和分析，寻找与案件有关联的一切人和事，破案的线索大

多在有关的人和事中找到．本书的一个突出的特点是，把有关联的问题给以适

当的编排．我们把一种方法所能证明的命题，以及一个定理的特殊情况和推广

形式编排在一起，以使读者更容易产生联想、怀疑和猜想，更容易觅得解题的线

索和过程．

本书可作为高等院校数学系开设“分析方法”这门课程的教材．此外，本书

对于数学系学生、准备报考硕士学位研究生的读者和数学工作者都有一定的参

考价值．

由于我们学识浅薄，所以错误之处定然不少，我们恳切希望读者指正．

作　者

２００１年３月
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第一章　序列与级数

１．证明：
（ｉ）ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ＋ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ≤ｌｉｍ

ｎ→∞
（ｘｎ＋ｙｎ）≤ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ＋ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ；

（ｉｉ）ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＋ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ≤ｌｉｍ

ｎ→∞
（ｘｎ＋ｙｎ）≤ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ＋ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ；

（ｉｉｉ）ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ·ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ≤ｌｉｍ

ｎ→∞
（ｘｎｙｎ）≤ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ·ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ，　ｘｎ≥０，ｙｎ≥０，ｎ＝１，２，…；

（ｉｖ）ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ·ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ≤ｌｉｍ

ｎ→∞
（ｘｎｙｎ）≤ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ·ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ，　ｘｎ≥０，ｙｎ≥０，ｎ＝１，２，…．

证法一　我们仅证（ｉ），其余类似．首先注意到，若由序列｛ｘｎ｝选出子序列｛ｘｋｎ｝，则ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ

≤ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｋｎ．不妨设

ｌｉｍ
ｎ→∞
（ｘｎ＋ｙｎ）＝ｌｉｍ

ｎ→∞
（ｘｒｎ＋ｙｒｎ），　ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｒｎ＝ｌｉｍｎ→∞ｘｍｒｎ ．

则 ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＋ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ≤ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｒｎ＋ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｒｎ＝ｌｉｍｎ→∞ｘｍｒｎ＋ｌｉｍｎ→∞ｙｒｎ

≤ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｍｒｎ＋ｌｉｍｎ→∞ｙｍｒｎ

．

因为｛ｘｍｒｎ＋ｙｍｒｎ
｝为收敛序列｛ｘｒｎ＋ｙｒｎ｝的子序列，所以

ｌｉｍ
ｎ→∞
（ｘｒｎ＋ｙｒｎ）＝ｌｉｍｎ→∞

（ｘｍｒｎ＋ｙｍｒｎ
）．

又因序列｛ｘｍｒｎ
｝收敛，所以序列｛ｙｍｒｎ

｝也收敛，故ｌｉｍ
ｎ→∞
ｙｍｒｎ＝ｌｉｍｎ→∞ｙｍｒｎ ．

所得不等式可改写为以

下的形式

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＋ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ≤ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｍｒｎ＋ｌｉｍｎ→∞ｙｍｒｎ＝ｌｉｍｎ→∞

（ｘｍｒｎ＋ｙｍｒｎ
）＝ｌｉｍ

ｎ→∞
（ｘｎ＋ｙｎ），

不等式（ｉ）的左端部分成立．
注意到ｌｉｍ

ｎ→∞
（－ｙｎ）＝－ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ，得

ｌｉｍ
ｎ→∞
（ｘｎ＋ｙｎ）－ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
（ｘｎ＋ｙｎ）＋ｌｉｍ

ｎ→∞
（－ｙｎ）

≤ｌｉｍ
ｎ→∞
［（ｘｎ＋ｙｎ）＋（－ｙｎ）］＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ，

因此即得不等式（ｉ）的右端部分．
证法二　我们只证（ｉ）式的左端部分，其余类似．首先注意到ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｉｎｆ
ｍ≥ｎ
ｘｍ，所以我们

只要证明

ｉｎｆ
ｍ≥ｎ
ｘｍ＋ｉｎｆ

ｍ≥ｎ
ｙｍ≤ｉｎｆ

ｍ≥ｎ
（ｘｍ＋ｙｍ）

即可．设ｉｎｆ
ｍ≥ｎ
ｘｍ＝α，ｉｎｆ

ｍ≥ｎ
ｙｍ＝β，则ｘｍ≥α，ｙｍ≥β，ｘｍ＋ｙｍ≥α＋β，所以取关于ｍ≥ｎ的下确界得

ｉｎｆ
ｍ≥ｎ
（ｘｍ＋ｙｍ）≥α＋β．

　　２．设给定一个序列｛ａｎ｝，使得序列ｂｎ＝ｐａｎ＋ｑａｎ＋１（ｎ＝１，２…）是收敛的．如果｜ｐ｜＜｜ｑ
｜，试证序列｛ａｎ｝收敛．
证法一　由于｜ｐ｜＜｜ｑ｜，故ｑ≠０．记ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂｎ＝（ｐ＋ｑ）ａ，则对任意给定的ε＞０，存在自然

数Ｎ，当ｎ＞Ｎ 时

｜ｂｎ－（ｐ＋ｑ）ａ｜＜ε．
·１·



由 ε＞｜ｂｎ－（ｐ＋ｑ）ａ｜＝｜ｐ（ａｎ－ａ）＋ｑ（ａｎ＋１－ａ）｜
≥｜ｑ｜｜ａｎ＋１－ａ｜－｜ｐ｜｜ａｎ－ａ｜，

得 ｜ａｎ＋１－ａ｜＜ ε｜ｑ｜＋
ｐ
ｑ ｜ａｎ－ａ｜．

记 ε
｜ｑ｜＝δ

，ｐ
ｑ ＝λ，重复使用上述方法得到

｜ａｎ＋２－ａ｜＜δ＋λ｜ａｎ＋１－ａ｜＜δ＋λ（δ＋λ｜ａｎ－ａ｜）＝δ（１＋λ）＋λ２｜ａｎ－ａ｜，
……

｜ａｎ＋ｍ－ａ｜＜δ（１＋λ＋…＋λｍ－１）＋λｍ｜ａｎ－ａ｜＜ δ
１－λ＋λ

ｍ｜ａｎ－ａ｜．

固定ｎ，取ｍ足够大使得λｍ｜ａｎ－ａ｜＜ε，因而存在自然数Ｋ，对一切ｋ＞Ｋ，都有

｜ａｋ－ａ｜＜ １
｜ｑ｜（１－λ）［ ］＋１ε，

所以ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝ａ．

证法二　由于｜ｐ｜＜｜ｑ｜，故ｐ＋ｑ≠０，ｑ≠０．记

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｂｎ＝ｂ，　αｎ＝ ｂ

ｐ＋ｑ－ａｎ
，　βｎ＝

ｂ－ｂｎ
ｑ
，　ｎ＝１，２，…，　λ＝－ｐｑ

，

则 αｎ＋１＝βｎ＋λαｎ＝βｎ＋λ（βｎ－１＋λαｎ－１）＝βｎ＋λβｎ－１＋λ
２αｎ－１

＝……

＝βｎ＋λβｎ－１＋λ
２
βｎ－２＋…＋λ

ｎ－１
β１＋λ

ｎα１

＝βｎδ
ｎ＋βｎ－１δ

ｎ－１＋…＋β１δ＋α１
δｎ

，

这里δ＝１λ．
于是

｜αｎ＋１｜≤｜βｎ｜｜δ｜
ｎ＋｜βｎ－１｜｜δ｜

ｎ－１＋…＋｜β１｜｜δ｜＋｜α１｜
｜δ｜ｎ

．

因ｌｉｍ
ｎ→∞
βｎ＝ｌｉｍｎ→∞

ｂ－ｂｎ
ｑ ＝０，故由施笃兹（Ｓｔｏｌｚ）定理有

ｌｉｍ
ｎ→∞

｜βｎ｜｜δ｜
ｎ＋｜βｎ－１｜｜δ｜

ｎ－１＋…＋｜β１｜｜δ｜＋｜α１｜
｜δ｜ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

｜βｎ＋１｜｜δ｜
ｎ＋１

｜δ｜ｎ＋１－｜δ｜ｎ
＝ｌｉｍ
ｎ→∞
｜βｎ＋１｜

｜δ｜
｜δ｜－１＝０．　　　 　

所以ｌｉｍ
ｎ→∞
αｎ＋１＝０，于是ｌｉｍ

ｎ→∞
αｎ＝０，从而

ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｂ
ｐ＋ｑ－α（ ）ｎ ＝ ｂ

ｐ＋ｑ．

　　证法三　因｜ｐ｜＜｜ｑ｜，故ｐ＋ｑ≠０，ｑ≠０．设

ａｎ＝ ｂ
ｐ＋ｑ＋αｎ

，　ｂｎ＝ｂ＋βｎ，　ｎ＝１，２，…，

其中βｎ→０（ｎ→∞），则有ｑαｎ＋１＝βｎ－ｐαｎ，ｎ＝１，２…，从而

｜ｑ｜｜αｎ＋１｜≤｜βｎ｜＋｜ｐ｜｜αｎ｜，　ｎ＝１，２，…． （１）

·２·



记｜ｐ｜
｜ｑ｜＝λ

，并不妨设｜βｎ｜
｜ｑ｜＜１

，ｎ＝１，２，…，由上式得

｜αｎ＋１｜＜１＋λ｜αｎ｜＜１＋λ（１＋λ｜αｎ－１｜）＝１＋λ＋λ２｜αｎ－１｜

＜…＜１＋λ＋…＋λｎ－１＋λｎ｜α１｜＜ １
１－λ＋λ

ｎ｜α１｜，

因而由λ＜１易知｛αｎ｝有界．令ｌｉｍ
ｎ→∞
｜αｎ｜＝α＜＋∞，在（１）式两边取上极限得到

｜ｑ｜α≤ｌｉｍ
ｎ→∞
（｜βｎ｜＋｜ｐ｜｜αｎ｜）≤ｌｉｍｎ→∞｜βｎ｜＋ｌｉｍｎ→∞｜ｐ｜｜αｎ｜＝｜ｐ｜α

，

故由｜ｐ｜＜｜ｑ｜和０≤α＜＋∞，即得α＝０．所以ｌｉｍ
ｎ→∞
αｎ＝０，因此

ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｂ
ｐ＋ｑ＋α（ ）ｎ ＝ ｂ

ｐ＋ｑ．

３．已知第ｎ项是ｓｎ＋２ｓｎ＋１的序列收敛，证明序列｛ｓｎ｝也收敛．
本题是命题２当ｐ＝１，ｑ＝２时的特例，下面再给出一种证明．
证明　假设ｌｉｍ

ｎ→∞
（ｓｎ＋２ｓｎ＋１）＝３Ｌ，则

ｌｉｍ
ｎ→∞
［（ｓｎ－Ｌ）＋２（ｓｎ＋１－Ｌ）］＝０．

记ｔｎ＝ｓｎ－Ｌ，则ｌｉｍ
ｎ→∞
（ｔｎ＋２ｔｎ＋１）＝０．以下证明ｌｉｍ

ｎ→∞
ｔｎ＝０即可．设ε＞０，选取自然数ｋ，使得对

所有ｎ≥ｋ有｜ｔｎ＋２ｔｎ＋１｜＜ε．对ｐ用数学归纳法易得

ｔｋ－（－２）ｐｔｋ＋ｐ ＝∑
ｐ－１

ｉ＝０

（－２）ｉ（ｔｋ＋ｉ＋２ｔｋ＋ｉ＋１）．

因此当ｐ≥１时

｜ｔｋ－（－２）ｐｔｋ＋ｐ｜≤∑
ｐ－１

ｉ＝０
２ｉ｜ｔｋ＋ｉ＋２ｔｋ＋ｉ＋１｜＜２ｐε．

用２ｐ 除以上式两端得 ｔｋ＋ｐ－ －（ ）１２
ｐ

ｔｋ ＜ε，于是

｜ｔｋ＋ｐ｜＜ε＋
｜ｔｋ｜
２ｐ
，　ｌｉｍ

ｐ→∞
｜ｔｋ＋ｐ｜≤ε，　ｌｉｍ

ｎ→∞
｜ｔｎ｜≤ε．

由于ε是任意的正数，故ｌｉｍ
ｎ→∞
ｔｎ＝０．

４．设θｎ 由以下方程所定义：

θ３ｎ＋２θｎ＋１ｎ＝０
，　ｎ＝１，２，…，

试求ｌｉｍ
ｎ→∞
θｎ．

解法一　对所有的ｎ，必有｜θｎ｜＜１．若不然，存在某个Ｎ 满足｜θＮ｜≥１，则

｜θ３Ｎ＋２θＮ｜＝｜θＮ｜｜θ２Ｎ＋２｜≥θ２Ｎ＋２＞２．

但由θｎ 的定义，有｜θ３Ｎ ＋２θＮ｜＝ １Ｎ
，矛盾．下面证｛θｎ｝是单调递增的．因为

θ３ｎ＋１－θ３ｎ＋２（θｎ＋１－θｎ）＋ １
ｎ＋１－

１
ｎ＝０

，

（θｎ＋１－θｎ）（θ２ｎ＋１＋θｎ＋１θｎ＋θ２ｎ＋２）＝ １
ｎ（ｎ＋１）

，

而由－１＜θｎθｎ＋１＜１可以推得１＜２＋θｎθｎ＋１＜３，从而得到θｎ＋１－θｎ＞０，ｎ＝１，２，…．所以

·３·此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



ｌｉｍ
ｎ→∞
θｎ＝θ存在．在关系式θ３ｎ＋２θｎ＋１ｎ＝０

的两端令ｎ→∞取极限，得θ３＋２θ＝０，所以θ＝０，

即ｌｉｍ
ｎ→∞
θｎ＝０．

解法二　由解法一可知｜θｎ｜＜１，从而

｜θｎ｜＝１２｜θ
３
ｎ＋１ｎ｜≤

１
２ ｜θｎ｜＋

１（ ）ｎ ．

设ｌｉｍ
ｎ→∞
｜θｎ｜＝θ，由上式即得θ≤ １２θ

，但０≤θ＜＋∞，所以θ＝０，从而ｌｉｍ
ｎ→∞
θｎ＝０．

解法三　由θｎ 的定义，有

｜θｎ｜＝ － １
ｎ（θ２ｎ＋２）≤

１
ｎ
，　ｎ＝１，２…，

故ｌｉｍ
ｎ→∞
θｎ＝０．

解法四　设ｆ（ｘ）＝ｘ３＋２ｘ＋１ｎ
，则ｆ′（ｘ）＝３ｘ２＋２＞０，说明ｆ（ｘ）严格单调递增．而

ｆ（０）＝１ｎ＞０
，　ｆ －１（ ）ｎ ＝－１ｎ３－

１
ｎ＜０

，

由连续函数的介值定理知方程ｆ（ｘ）＝０在区间 －１ｎ
，（ ）０ 有一实根，再由ｆ（ｘ）的单调性知

此根惟一．由于ｆ（θｎ）＝０，故－１ｎ＜θｎ＜０
，从而ｌｉｍ

ｎ→∞
θｎ＝０．

５．序列｛ｙｎ｝是由序列｛αｎ｝的关系式所给定：

ｙ０＝ｘ０，　ｙｎ＝ｘｎ－αｘｎ－１，　ｎ＝１，２，…，
这里｜α｜＜１．若ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ＝ｂ，求ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ．

６．设ａ１＝２，ａｎ＝１２ １＋
１（ ）ｎ ａｎ－１＋１ｎ，ｎ＝２，３，…．证明ｌｉｍｎ→∞ｎａｎ 存在，并求出这个极限

值．
证法一　因为

ｎａｎ＝ｎ＋１２ ａｎ－１＋１＝
ｎ＋１
ｎ－１

·（ｎ－１）ａｎ－１
２ ＋１，

所以若令ｎａｎ＝Ａｎ，则上式成为

Ａｎ＝ １＋ ２
ｎ（ ）－１

Ａｎ－１
２ ＋１． （１）

由数学归纳法可得Ａｎ≤２＋３０ｎ
，ｎ＝１，２，…．事实上，Ａ１＝２，Ａ２＝４，Ａ３＝５，Ａ４＝３１６

，Ａ５＝

３９
８
，故当１≤ｎ≤５时Ａｎ ≤２＋３０ｎ．

设Ａｎ≤２＋３０ｎ
，ｎ≥５，则易得

Ａｎ＋１＝ １＋２（ ）ｎ Ａｎ
２＋１≤ １＋

２（ ）ｎ １＋１５（ ）ｎ ＋１≤２＋ ３０ｎ＋１．

　　另一方面，根据（１）式，由Ａ１≥２，Ａ２≥２，…，依次类推可得Ａｎ≥２，ｎ＝１，２，…．于是

２≤Ａｎ≤２＋３０ｎ
，　ｎ＝１，２，…．

·４·



所以ｌｉｍ
ｎ→∞
Ａｎ＝２，即ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎａｎ＝２．

证法二　记ｎａｎ＝Ａｎ，则

Ａ１＝２，　Ａｎ＋１＝ １
２＋

１（ ）ｎ Ａｎ＋１，　ｎ＝１，２，…．
若ｌｉｍ
ｎ→∞
Ａｎ＝Ａ存在，在上式中令ｎ→∞取极限得Ａ＝２．

容易验算Ａ１＜６０，Ａ２＜６０，Ａ３＜６０，设Ａｎ＜６０，ｎ≥３，则

Ａｎ＋１＝ １
２＋

１（ ）ｎ Ａｎ＋１＜ １
２＋（ ）１３ ·６０＋１＝５１＜６０．

因为 Ａｎ＋１－２＝ １
２＋

１（ ）ｎ （Ａｎ－２）＋２ｎ
，

所以 ｌｉｍ
ｎ→∞
｜Ａｎ＋１－２｜≤ｌｉｍ

ｎ→∞

１
２＋

１（ ）ｎ ·ｌｉｍ
ｎ→∞
｜Ａｎ－２｜＝１２ｌｉｍｎ→∞｜Ａｎ－２｜．

又因０≤ｌｉｍ
ｎ→∞
｜Ａｎ－２｜＜＋∞，故ｌｉｍ

ｎ→∞
｜Ａｎ－２｜＝０，所以ｌｉｍ

ｎ→∞
Ａｎ＝２．

７．若序列｛ｘｎ｝收敛，序列｛ｕｎ｝定义如下：

ｕｎ＝
ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ

ｎ
，　ｎ＝１，２，…，

则｛ｕｎ｝也收敛于同一极限．
证法一　由假设ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ＝ｘ存在，故对任意给定的正数ε，存在Ｎ，使得当ｎ＞Ｎ 时

｜ｘｎ－ｘ｜＜ε．

从而 ｜ｕｎ－ｘ｜＝｜
（ｘ１－ｘ）＋（ｘ２－ｘ）＋…＋（ｘｎ－ｘ）｜

ｎ

＜｜
ｘ１－ｘ｜＋｜ｘ２－ｘ｜＋…＋｜ｘＮ－ｘ｜

ｎ ＋ｎ－Ｎｎ ε．

固定ε和Ｎ，令ｎ→∞对上式取上极限得ｌｉｍ
ｎ→∞
｜ｕｎ－ｘ｜≤ε．因为ε＞０可以任意小，所以

ｌｉｍ
ｎ→∞
｜ｕｎ－ｘ｜＝０，因此ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ＝ｘ．

证法二　因为｛ｘｎ｝收敛，所以对于任意给定的正数ε，存在Ｎ，当ｎ＞ｍ＞Ｎ 时

｜ｘｎ－ｘｍ｜＜ε，
故当ｎ＞Ｎ 时

｜ｎ（ｕｎ＋１－ｕｎ）｜＝｜
（ｘｎ＋１－ｘ１）＋（ｘｎ＋１－ｘ２）＋…＋（ｘｎ＋１－ｘｎ）｜

ｎ＋１

≤｜
ｘｎ＋１－ｘ１｜＋｜ｘｎ＋１－ｘ２｜＋…＋｜ｘｎ＋１－ｘＮ｜

ｎ＋１ ＋ｎ－Ｎｎ＋１ε．

因为｛ｘｎ｝收敛，从而有界．由上式可得ｌｉｍ
ｎ→∞
｜ｎ（ｕｎ＋１－ｕｎ）｜≤ε，故ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎ（ｕｎ＋１－ｕｎ）＝０．易知

ｘｎ＋１＝ｎ（ｕｎ＋１－ｕｎ）＋ｕｎ＋１，
所以ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ．

　　８．设ｆ（ｘ）是闭区间［ａ，ｂ］上的不减函数，但不必连续．如果ｆ（ａ）≥ａ，ｆ（ｂ）≤ｂ，试证必
有ａ≤ｘ０≤ｂ存在，使ｆ（ｘ０）＝ｘ０．

证法一　考察数集Ｆ＝｛ｘ｜ａ≤ｘ≤ｂ，ｆ（ｘ）≥ｘ｝．显然ａ∈Ｆ．令ｘ０＝ｓｕｐＦ，则ａ≤ｘ０≤
·５·



ｂ．下证ｆ（ｘ０）＝ｘ０．
事实上，当ｘ∈Ｆ时有ｘ≤ｘ０，从而ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ０）．又因ｘ≤ｆ（ｘ），故ｘ≤ｆ（ｘ０），因此

ｆ（ｘ０）是Ｆ的一个上界，从而ｘ０≤ｆ（ｘ０）．另一方面，从ａ≤ｘ０≤ｆ（ｘ０）≤ｆ（ｂ）≤ｂ知ｆ（ｘ０）≤
ｆ［ｆ（ｘ０）］，故ｆ（ｘ０）∈Ｆ．因此ｆ（ｘ０）≤ｘ０，于是ｆ（ｘ０）＝ｘ０．
证法二　由题设易知，把［ａ．ｂ］平分，必有其中一半为［ａ１，ｂ１］，使得ｆ（ａ１）≥ａ１，ｆ（ｂ１）≤

ｂ１．把［ａ１，ｂ１］平分，必有其中一半为［ａ２，ｂ２］，使得ｆ（ａ２）≥ａ２，ｆ（ｂ２）≤ｂ２．如此继续下去，可
得［ａｎ，ｂｎ］（ｎ＝１，２，…）适合：

（ｉ）［ａｎ，ｂｎ］［ａｎ＋１，ｂｎ＋１］，　ｎ＝１，２，…；

（ｉｉ）ｂｎ－ａｎ＝ｂ－ａ２ｎ →０
，　ｎ→∞；

（ｉｉｉ）ｆ（ａｎ）≥ａｎ，　ｆ（ｂｎ）≤ｂｎ，　ｎ＝１，２…．
由（ｉ）和（ｉｉ）知有ｘ０∈［ａ，ｂ］，使得ａｎ≤ｘ０≤ｂｎ，ｎ＝１，２，…，ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂｎ＝ｘ０．又

ａｎ≤ｆ（ａｎ）≤ｆ（ｘ０）≤ｆ（ｂｎ）≤ｂｎ，
所以 ｆ（ｘ０）＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂｎ＝ｘ０．

９．设ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内为二次连续可微，且ｆ″（ξ）≠０，其中ξ∈（ａ，ｂ）．证明在（ａ，ｂ）内可
找到两个两值ｘ１ 和ｘ２，满足

ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）
ｘ２－ｘ１ ＝ｆ′（ξ）．

　　证法一　不妨设ｆ″（ξ）＞０，由ｆ（ｘ）连续性知存在ξ的一个邻域（ξ－δ，ξ＋δ），在此邻域
内ｆ（ｘ）＞０，则ｙ＝ｆ（ｘ）在此邻域内为凹函数，即有

ｆ（ｘ）＞ｆ（ξ）＋ｆ′（ξ）（ｘ－ξ），　ｘ∈（ξ－δ，ξ＋δ），　ｘ≠ξ．
作函数 ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｆ（ξ）－ｆ′（ξ）（ｘ－ξ），
它在［ξ－δ′，ξ＋δ′］（δ′＜δ）上连续，ｇ（ｘ）≥０，且等号只当ｘ＝ξ时成立．记

Ｍ１＝ ｍａｘ
ｘ∈［ξ－δ′，ξ］

ｇ（ｘ），　Ｍ２＝ ｍａｘ
ｘ∈［ξ，ξ＋δ′］

ｇ（ｘ），　Ｍ＝ｍｉｎ｛Ｍ１，Ｍ２｝．

ｇ（ｘ）在［ξ，ξ＋δ′］和［ξ－δ′，ξ］上均可分别取［０，Ｍ］上的一切值，特别地，可以找到ｘ１∈
［ξ，ξ＋δ′］，ｘ２∈［ξ－δ′，ξ］，使

Ｍ
２＝ｇ

（ｘ１）＝ｆ（ｘ１）－ｆ（ξ）－ｆ′（ξ）（ｘ１－ξ）

＝ｇ（ｘ２）＝ｆ（ｘ２）－ｆ（ξ）－ｆ′（ξ）（ｘ２－ξ），

所以 ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）
ｘ２－ｘ１ ＝ｆ′（ξ）．

　　证法二　不妨设ｆ″（ξ）＞０．易知存在ξ的一个邻域（ξ－δ，ξ＋δ），ｆ（ｘ）在此邻域内为凹
函数，故有

ｆ（ξ）－ｆ（ξ－δ）
δ ＜ｆ′（ξ）＜

ｆ（ξ＋δ）－ｆ（ξ）
δ ．

设Ａ（ξ－δ，ｆ（ξ－δ）），Ｂ（ξ，ｆ（ξ）），Ｃ（ξ＋δ，ｆ（ξ＋δ）），ＡＣ，ＡＢ，ＢＣ和点Ｂ 的切线ＢＴ 的斜率
分别是ｋ０，ｋ１，ｋ２ 和ｋ，易知ｋ１＜ｋ＜ｋ２．
下面分三种情况：

·６·



（ｉ）若ｋ０＝ｋ，则取ｘ１＝ξ－δ，ｘ２＝ξ＋δ即得证．

（ｉｉ）若ｋ０＞ｋ，则ｋ１＜ｋ＜ｋ０．记ｘ１＝ξ－δ，ｋ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ１）
ｘ－ｘ１

，ξ＜ｘ＜ξ＋δ．由于ｋ（ｘ）

连续，且ｋ（ξ）＜ｋ，ｋ（ξ＋δ）＞ｋ，故存在ξ＜ｘ２＜ξ＋δ，使得ｋ（ｘ２）＝ｋ，即

ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）
ｘ２－ｘ１

＝ｆ′（ξ）．

　　（ｉｉｉ）若ｋ０＜ｋ，则ｋ０＜ｋ＜ｋ２．记ｘ２＝ξ＋δ，ｋ（ｘ）＝
ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ）
ｘ２－ｘ

，ξ－δ＜ｘ＜ξ．与（ｉｉ）同

理可知存在ξ－δ＜ｘ１＜ξ，使得

ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）
ｘ２－ｘ１ ＝ｆ′（ξ）．

在数学分析中，我们常常研究某一个确定数集的最大（小）值或上（下）确界，对于序列则
考察它的上（下）极限．例如，命题２证法三，命题６证法二，命题８证法一，命题９证法一等．
这是一种值得我们注意的方法．

１０．设ｂｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为非负数，∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｉ＝ｂ，试证∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｂｉｂｉ＋１ ≤ｂ

２

４．

证明　记ｂｋ＝ｍａｘ｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ｝．若ｋ＝１，则

∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｂｉｂｉ＋１ ≤ｂ１∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｂｉ＋１ ＝ｂ１（ｂ－ｂ１）＝ｂ１ｂ－ｂ２１．

若ｋ＞１，则有

∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｂｉｂｉ＋１ ＝∑

ｋ－１

ｉ＝１
ｂｉｂｉ＋１＋∑

ｎ－１

ｉ＝ｋ
ｂｉｂｉ＋１ ≤ｂｋ∑

ｋ－１

ｉ＝１
ｂｉ＋ｂｋ∑

ｎ－１

ｉ＝ｋ
ｂｉ＋１

＝ｂｋ ∑
ｋ－１

ｉ＝１
ｂｉ＋∑

ｎ－１

ｉ＝ｋ
ｂｉ＋（ ）１ ＝ｂｋ（ｂ－ｂｋ）＝ｂｋｂ－ｂ２ｋ．

因此对于ｋ≥１，均有

∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｂｉｂｉ＋１ ≤ｂｋｂ－ｂ２ｋ ＝ｂ

２

４－
ｂ
２－ｂ（ ）ｋ ２

≤ｂ
２

４．

１１．设非负序列｛ｘｎ｝单调不减，α＞０，则存在序列｛ｘｎ ｝满足：ｘｎ ≤ｘｎ，
ｘｎ
ｎ｛ ｝α 单调不增，

｛ｘｎ ｝单调不减．

证明　令ｘｎ ＝ｎα ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｘｉ
ｉα
，则

ｘｎ ＝ｎα ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｘｉ
ｉα≤ｎ

αｘｎ
ｎα＝ｘｎ．

（１）

因为ｘ

ｎ

ｎα＝ｍｉｎ１≤ｉ≤ｎ

ｘｉ
ｉα
，所以 ｘ


ｎ

ｎ｛ ｝α 单调不增．下面证明｛ｘｎ ｝单调不减，分两种种情况：
（ｉ）设ｐ＞ｎ，若ｍｉｎ

１≤ｉ≤ｎ

ｘｉ
ｉα＝ｍｉｎ１≤ｉ≤ｐ

ｘｉ
ｉα
，则
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ｘｎ ＝ｎα ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｘｉ
ｉα＝ｎ

α ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｐ

ｘｉ
ｉα＜ｐ

α ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｐ

ｘｉ
ｉα＝ｘ


ｐ ．

　　（ｉｉ）设ｐ＞ｎ，若ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｘｉ
ｉα＞ｍｉｎ１≤ｉ≤ｐ

ｘｉ
ｉα
，则

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｐ

ｘｉ
ｉα ＝ｍｉｎ

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｘｉ
ｉα
，ｍｉｎ
ｎ≤ｉ≤ｐ

ｘｉ
ｉ｛ ｝α ＝ ｍｉｎ

ｎ≤ｉ≤ｐ

ｘｉ
ｉα
，

及 ｘｐ ＝ｐα ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｘｉ
ｉα＝ｐ

α ｍｉｎ
ｎ≤ｉ≤ｐ

ｘｉ
ｉα＝ｍｉｎｎ≤ｉ≤ｐ

ｐ（ ）ｉ
α

ｘｉ． （２）

因为当ｎ≤ｉ≤ｐ时有 ｐ（ ）ｉ
α

≥１及ｘｉ≥ｘｎ，所以 ｐ（ ）ｉ
α

ｘｉ≥ｘｎ，从而

ｍｉｎ
ｎ≤ｉ≤ｐ

ｐ（ ）ｉ
α

ｘｉ≥ｘｎ． （３）

由（１）～（３）式知ｘｐ ≥ｘｎ≥ｘｎ ，所以当ｐ＞ｎ时，ｘｐ ≥ｘｎ ，故｛ｘｎ ｝单调不减．
１２．设非负数列｛ｘｎ｝单调不减，并且

ｘｎ＋ｍ ≤ｘｎ＋ｘｍ，　ｎ，ｍ＝１，２，…， （１）
则存在序列｛ｘｎ ｝满足ｘｎ ≤ｘｎ ＜２ｘｎ ．

　　证明　设α≥１，ｘｎ ＝ｎα ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｘｉ
ｉα
，则由命题１１，有ｘｎ ≤ｘｎ．今证明ｘｎ＜２ｘｎ ．设ｎ＞ｉ，令ｑ

＝ ｎ［ ］ｉ ，则ｎ
ｉ＜ｑ＋１

，ｎ＜ｉ（ｑ＋１）．因ｘｎ 不减，所以ｘｎ≤ｘｉ（ｑ＋１）．又由（１）式得

ｘｉ（ｑ＋１）≤（ｑ＋１）ｘｉ＝
ｎ［ ］ｉ（ ）＋１ｘｉ，

故 ｘｎ≤ ｎ［ ］ｉ（ ）＋１ｘｉ．

　　当ｘ＞１时，［ｘ］＋１≤ｘ＋１＜２ｘ，所以ｘｎ＜２·ｎｉｘｉ．
因为α≥１，所以ｘｎ＜２ ｎ（ ）ｉ

α

ｘｉ，故

当ｎ＞ｉ时有

ｘｎ
２ｎα＜

ｘｉ
ｉα
，　ｘｎ ＝ｎα ｍｉｎ

１≤ｉ≤ｎ

ｘｉ
ｉα＞ｎ

α ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｘｎ
２ｎα＝

ｘｎ
２
，

即ｘｎ＜２ｘｎ ．
　　１３．设ａ１，ｂ１，ｃ１ 均为正数，其和等于１，对于ｎ＝１，２，…定义

ａｎ＋１＝ａ２ｎ＋２ｂｎｃｎ，　ｂｎ＋１＝ｂ２ｎ＋２ｃｎａｎ，　ｃｎ＋１＝ｃ２ｎ＋２ａｎｂｎ．
证明当ｎ→∞时，ａｎ，ｂｎ，ｃｎ 的极限存在，并且求出这些极限值．
证明　容易证明对任何的ｎ，ａｎ＋ｂｎ＋ｃｎ＝１．定义

Ｅｎ＝ｍａｘ｛ａｎ，ｂｎ，ｃｎ｝，　Ｆｎ＝ｍｉｎ｛ａｎ，ｂｎ，ｃｎ｝．
下面证明：

Ｆｎ≤Ｆｎ＋１≤Ｅｎ＋１≤Ｅｎ，　ｎ＝１，２，…， （１）

ｌｉｍ
ｎ→∞
（Ｅｎ－Ｆｎ）＝０． （２）

为证明（１）式，假定对某个ｎ有ａｎ≥ｂｎ≥ｃｎ．下列 三式

ａｎ＋１＝ａ２ｎ＋ｂｎｃｎ＋ｂｎｃｎ，　ｂｎ＋１＝ａｎｃｎ＋ｂ２ｎ＋ａｎｃｎ，　ｃｎ＋１＝ａｎｂｎ＋ａｎｂｎ＋ｃ２ｎ
·８·



的每式中，其右边部分均不大于ａ２ｎ＋ａｎｂｎ＋ａｎｃｎ＝ａｎ，且又不小于ａｎｃｎ＋ｂｎｃｎ＋ｃ２ｎ＝ｃｎ．因此
有Ｅｎ＋１≤Ｅｎ 和Ｆｎ＋１≥Ｆｎ，（１）式得证．
为了证明（２），仍假定对某个ｎ有ａｎ≥ｂｎ≥ｃｎ．令ａｎ－ｂｎ＝α≥０，ｂｎ－ｃｎ＝β≥０，ａｎ－ｃｎ＝δ

＝α＋β≥０，则

｜ａｎ＋１－ｂｎ＋１｜＝｜ａｎ－ｂｎ｜｜ａｎ＋ｂｎ－２ｃｎ｜＝α（δ＋β）＝（δ－β）（δ＋β）≤δ
２，

｜ａｎ＋１－ｃｎ＋１｜＝｜ａｎ－ｃｎ｜｜ａｎ＋ｃｎ－２ｂｎ｜＝δ｜α－β｜≤δ（α＋β）＝δ
２，

｜ｃｎ＋１－ｂｎ＋１｜＝｜ｂｎ－ｃｎ｜｜２ａｎ－ｂｎ－ｃｎ｜＝β（α＋δ）＝（δ－α）（δ＋α）≤δ
２．

这组不等式表明对所有的ｎ有

Ｅｎ＋１－Ｆｎ＋１≤（Ｅｎ－Ｆｎ）２．
所以对所有的ｎ成立

Ｅｎ＋１－Ｆｎ＋１≤（Ｅ１－Ｆ１）２
ｎ
．

因为Ｅ１＜１和Ｆ１＞０，故Ｅ１－Ｆ１＜１，从而得到（２）式．
由（１）和（２）式知，Ｅｎ 和Ｆｎ 收敛于同一极限Ａ，从而ａｎ，ｂｎ 和ｃｎ 也收敛于同一极限Ａ．

由ａｎ＋ｂｎ＋ｃｎ＝１，得Ａ＝１３．

１４．设ａ０＝ａ，ｂ０＝ｂ，ｃ０＝ｃ均为正数，对于ｎ＝１，２，…，定义

ａｎ＝ ｂｎ－１ｃｎ槡 －１，　ｂｎ＝ ａｎ－１ｃｎ槡 －１，　ｃｎ＝ ａｎ－１ｂｎ槡 －１．
证明当ｎ→∞时，ａｎ，ｂｎ，ｃｎ 的极限存在，并且求出这些极限值．
证明　不妨设ａ≤ｂ≤ｃ，则ｃ１≤ｂ１≤ａ１．若ｂ０＝ｂ≤ｂ１，则由

ｂｎ＝ ａｎ－１ｃｎ槡 －１＝ ｂｎ－２ｃｎ槡 －２ ａｎ－２ｂｎ槡槡 －２＝ ｂｎ－１ｂｎ槡 －２，　ｎ＝２，３…，
得　　　　　　　　　　ｂ０≤ｂ２≤ｂ１，

ｂ０≤ｂ２≤ｂ３≤ｂ１，
……

ｂ０≤ｂ２≤…≤ｂ２ｎ≤ｂ２ｎ－１≤…≤ｂ３≤ｂ１． （１）

又 ｂ２ｎ
ｂ２ｎ－１＝

ｂ２ｎ－１ｂ２ｎ槡 －２

ｂ２ｎ－１ ＝ ｂ２ｎ－２
ｂ２ｎ槡－１

＝ ｂ２ｎ－４
ｂ２ｎ槡槡 －３

＝…＝ ｂ２ｂ（ ）１
１

２２ｎ－２

→１，ｎ→∞． （２）

由（１）和（２）式知，ｌｉｍ
ｎ→∞
ｂ２ｎ和ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂ２ｎ－１均存在且相等，故ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂｎ 存在．又

ａｎ
ｂｎ＝

ｂｎ－１
ａｎ槡－１

＝ ａｎ－２
ｂｎ槡槡 －２

＝…＝

ａ０
ｂ（ ）０

１
２ｎ，　ｎ为偶数

ａ１
ｂ（ ）１

１
２ｎ－１，　ｎ为奇数

烅

烄

烆
，

所以ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂｎ．同理可得ｌｉｍ

ｎ→∞
ｃｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂｎ．再由

ａｎｂｎｃｎ＝ ｂｎ－１ｃｎ槡 －１ ｃｎ－１ａｎ槡 －１ ｂｎ－１ａｎ槡 －１＝ａｎ－１ｂｎ－１ｃｎ－１＝…＝ａｂｃ，

即得 ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｃｎ＝

３
槡ａｂｃ．

　　１５．设｛ｘｎ｝是有界序列，正项序列｛ａｎ｝满足ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ→＋∞，ｎ→∞．若

λｘｎ＋（１－λ）
ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎｘｎ
ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ →ｘ，　ｎ→∞
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其中λ＞０，则ｘｎ →ｘ（ｎ→ ∞）．

　　证明　记ｙｎ＝
ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎｘｎ
ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ

，那么

（ｉ）若存在ｎ，使ｘｎ＜ｙｎ，则ｙｎ＜ｙｎ－１．事实上，由ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ＞０，有

ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎｘｎ＞ｘｎ（ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ），
因此 ａｎｘｎ（ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ－１）＜ａｎ（ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎ－１ｘｎ－１）．
在上式两端加上（ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎ－１ｘｎ－１）（ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ－１）得

　　　（ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎｘｎ）（ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ－１）

　　＜（ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ）（ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋…＋ａａ－１ｘｎ－１），
即得ｙｎ＜ｙｎ－１．
　　（ｉｉ）若存在ｎ，使ｘｎ＞ｙｎ，则ｙｎ＞ｙｎ－１．现在证明｛ｙｎ｝收敛．假设｛ｙｎ｝不收敛，由｛ｘｎ｝有
界知，存在δ，η满足

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｙｎ＜η＜δ＜ｌｉｍｎ→∞ｙｎ．

依上、下根限的定义，有自然数ｐ和ｑ（ｑ＞ｐ），使ｙｐ＜η，ｙｑ＞δ．如果ｘｑ＜ｙｑ，则由（ｉ）知ｙｑ－１
＞ｙｑ＞δ，若还有ｘｑ－１＜ｙｑ－１，那么

ｙｑ－２＞ｙｑ－１＞ｙｑ＞δ．
因为ｙｐ＜η＜δ，所以在ｐ＋１，ｐ＋２，…，ｑ－１，ｑ中必定有某一个自然数ｋ，使ｘｋ＜ｙｋ 不成立．
设最大的一个是ｍ，于是

ｘｍ≥ｙｍ＞ｙｍ＋１＞…＞ｙｑ＞δ，

λｘｍ＋（１－λ）ｙｍ＝ｙｍ＋λ（ｘｍ－ｙｍ）≥ｙｍ＞δ．
由上、下极限的性质，满足上述条件的数对（ｐ，ｑ）有无穷多个，所以满足上式的ｍ 也有无穷
多个．
同理可证，有无穷多个ｋ满足λｘｋ＋（１－λ）ｙｋ＜η，故｛λｘｎ＋（１－λ）ｙｎ｝的极限不存在．这

与题设矛盾，所以｛ｙｎ｝收敛．又因｛λｘｎ＋（１－λ）ｙｎ｝收敛，所以｛ｘｎ｝也收敛，因此ｌｉｍ
ｎ→∞
ｙｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｘｎ，于是ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＝ｘ．

　　１６．设ｌｉｍ
ｎ→∞

λ（ａｎ＋１－ａｎ）＋（１－λ）
ａｎ［ ］ｎ ＝ｌ，其中λ＞０．证明：

ｌｉｍ
ｎ→∞
（ａｎ＋１－ａｎ）＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ａｎ
ｎ＝ｌ．

　　证明　设ｂｎ＝
ａｎ
ｎ
，ｃｎ＝λ（ａｎ＋１－ａｎ）＋（１－λ）

ａｎ
ｎ
，于是

ａｎ＝ｎｂｎ，　ｃｎ＝λ［（ｎ＋１）ｂｎ＋１－ｎｂｎ］＋（１－λ）ｂｎ，
整理后得 λ（ｎ＋１）（ｂｎ＋１－ｂｎ）＝ｃｎ－ｂｎ． （１）
上式两端取绝对值，得

λ（ｎ＋１）｜ｂｎ＋１－ｂｎ｜＝｜ｃｎ－ｂｎ｜．
取正整数ｎ０ 使得ｎ０λ＞１，那么

｜ｂｎ＋１－ｂｎ｜≤｜ｃｎ－ｂｎ｜，　ｎ≥ｎ０． （２）
因ｃｎ→ｌ（ｎ→∞），故对于任给的函数ε，存在正整数Ｎ＞ｎ０，使得ｎ≥Ｎ 时ｌ－ε＜ｃｎ＜ｌ＋ε．由
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（１）式知，ｃｎ 与ｂｎ＋１在数轴上位于ｂｎ 的同侧，结合（２）式便知ｂｎ＋１位于ｂｎ 与ｃｎ 之间．因此若

ｌ－ε＜ｂＮ＜ｌ＋ε，则ｂＮ＋１位于（ｌ－ε，ｌ＋ε）中，因ｎ≥Ｎ 时ｃｎ 都位于（ｌ－ε，ｌ＋ε）中，故ｎ≥Ｎ 时

ｂｎ 也位于（ｌ－ε，ｌ＋ε）中，即

ｌ－ε＜ｂｎ＜ｌ＋ε，　ｎ≥Ｎ．
　　但如果ｂＮ≥ｌ＋ε，则ｂＮ≥ｂＮ＋１≥ｃＮ（等号不同时成立）．由于ｎ≥Ｎ 时，ｂｎ＋１位于ｂｎ 和ｃｎ
之间，因此这时必有且只有两种情况：

（ｉ）ｂＮ≥ｂＮ＋１≥…≥ｂＮ＋ｍ≥…≥ｌ＋ε；
（ｉｉ）存在某个大于Ｎ 的正整数ｋ使得ｌ－ε＜ｂｎ＜ｌ＋ε，　ｎ≥ｋ．

　　易知（ｉ）不可能成立，否则ｂｎ 也存在极限ｂ，且ｂ＞ｌ，这时，

ａｎ＋１－ａｎ→１λ
［ｌ－（１－λ）ｂ］≠ｂ，　ｎ→∞．

但由施笃兹定理知

ｂ＝ｌｉｍ
ｎ→∞
ｂｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ａｎ
ｎ＝ｌｉｍｎ→∞

（ａｎ＋１－ａｎ）＝１λ
［ｌ－（１－λ）ｂ］，

矛盾．因此当ｂＮ≥ｌ＋ε时，（ｉｉ）必成立．同理当ｂＮ≤ｌ－ε时，也存在正整数Ｍ＞Ｎ，使得

ｌ－ε＜ｂｎ＜ｌ＋ε，　ｎ≥Ｍ．
　　综合上述讨论知，对于所给的ε＞０，存在正整数Ｍ，使得ｎ≥Ｍ 时恒有ｌ－ε＜ｂｎ＜ｌ＋ε．
因此，ｂｎ→ｌ（ｎ→∞），同时得出

ｌｉｍ
ｎ→∞
λ（ａｎ＋１－ａｎ）＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｃｎ－ｌｉｍ

ｎ→∞
（１－λ）ｂｎ＝λｌ．

从而 ｌｉｍ
ｎ→∞
（ａｎ＋１－ａｎ）＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ａｎ
ｎ＝ｌ．

１７．若函数ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内单调有界，则对于任意的ｘ０∈（ａ，ｂ），必存在ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）和

ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）．

证明　设ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内单调递增（递减的情形类似可证）．由假设ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内有
界，所以μ＝ｓｕｐ｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈（ａ，ｘ０）｝存在．依上确界的定义，对于任意的ｘ∈（ａ，ｘ０），都有

ｆ（ｘ）≤μ，对于任意给定的ε＞０，存在ｘ１∈（ａ，ｘ０），使μ－ε＜ｆ（ｘ１），因ｆ（ｘ）单调递增，所以
当ｘ１＜ｘ＜ｘ０时，

μ－ε＜ｆ（ｘ）≤μ＜μ＋ε．
取δ＝ｘ０－ｘ１，于是当ｘ０－δ＜ｘ＜ｘ０ 时，有｜ｆ（ｘ）－μ｜＜ε，所以ｌｉｍ

ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝μ．类似可以证明

ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）＝ｉｎｆ｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈（ｘ０，ｂ）｝．

１８．设函数ｆ在［ａ，ｂ］上连续，求证：存在一个函数ψ在（０，∞）上具有下述性质：

（ｉ）ψ在（０，＋∞）上单调递增，且当ｔ≥ｂ－ａ时，ψ（ｔ）＝常数；
（ｉｉ）对任意的ｘ′，ｘ″∈［ａ，ｂ］，有｜ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘ″）｜≤ψ（｜ｘ′－ｘ″｜）；

　　（ｉｉｉ）ｌｉｍ
ｔ→０＋
ψ（ｔ）＝０．

证明　（ｉ）由于ｆ在［ａ，ｂ］上连续，所以有Ｍ＞０，使｜ｆ（ｘ）｜≤Ｍ（ａ≤ｘ≤ｂ），那么对于
［ａ，ｂ］中任何两点ｘ１，ｘ２ 有
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｜ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）｜≤｜ｆ（ｘ１）｜＋｜ｆ（ｘ２）｜≤２Ｍ．
因此对任意的ｔ＞０，数集

Ｅ（ｔ）＝｛ρ｜ρ＝｜ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）｜，ｘ１，ｘ２∈［ａ，ｂ］，｜ｘ１－ｘ２｜≤ｔ｝
有界．定义ψ（ｔ）＝ｓｕｐ｛Ｅ（ｔ）｝，０＜ｔ＜＋∞，显然ψ（ｔ）≥０．任取ｔ１，ｔ２∈（０，＋∞），ｔ１＜ｔ２，由ψ
（ｔ）的定义可知ψ（ｔ１）≤ψ（ｔ２），所以ψ（ｔ）在（０，＋∞）上单调递增．当ｔ≥ｂ－ａ时，

｛ρ｜ρ＝｜ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）｜，ｘ１，ｘ２∈［ａ，ｂ］，｜ｘ１－ｘ２｜≤ｔ｝

＝｛ρ｜ρ＝｜ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）｜，ｘ１，ｘ２∈［ａ，ｂ］，｜ｘ１－ｘ２｜≤ｂ－ａ｝，
所以当ｔ≥ｂ－ａ时，ψ（ｔ）＝ψ（ｂ－ａ）．

（ｉｉ）任取ｘ′，ｘ″∈［ａ，ｂ］，由于

｜ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘ″）｜∈｛ρ｜ρ＝｜ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）｜，ｘ１，ｘ２∈［ａ，ｂ］，｜ｘ１－ｘ２｜≤｜ｘ′－ｘ″｜｝，
所以 ｜ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘ″）｜≤ψ（｜ｘ′－ｘ″｜）．
　　（ｉｉｉ）由于ｆ在［ａ，ｂ］上连续，所以它在［ａ，ｂ］上一致连续．对于任意的ε＞０，必有δ＞０，
使得［ａ，ｂ］上的任何两点ｘ１，ｘ２，只要｜ｘ１－ｘ２｜＜δ，就有

｜ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）｜＜ε２．

由ψ（ｔ）的定义，得ψ（δ）≤
ε
２．
由于ψ（ｔ）是单调递增的，所以当０＜ｔ＜δ时，有

０≤ψ（ｔ）≤ψ（δ）≤
ε
２＜ε

，

因此ｌｉｍ
ｔ→０＋
ψ（ｔ）＝０．

１９．设ｆ是定义在（－∞，＋∞）上的函数，则下列两个条件是等价的：
（ｉ）对于任意的ε＞０，存在δ（ε）＞０，当ε≤｜ｘ－ｙ｜＜ε＋δ（ε）时，｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜＜ε．
（ｉｉ）存在一个从［０，＋∞）到［０，＋∞）的函数ｗ，对于任意的ｓ＞０，ｗ（ｓ）＞ｓ，ｗ 在

（０，＋∞）内右下半连续并且

ｗ（｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜）≤｜ｘ－ｙ｜，　ｘ，ｙ∈（－∞，＋∞）．
　　注　称ｆ（ｘ）在ｘ０ 点右下半连续，如果任给ε＞０，总存在δ＞０，只要ｘ０＜ｘ＜ｘ０＋δ，恒
有ｆ（ｘ）＞ｆ（ｘ０）－ε．
　　证明　（ｉ）（ｉｉ）．设ε＞０，由（ｉ）知ｆ是压缩的，即｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜＜｜ｘ－ｙ｜对于不同的

ｘ，ｙ∈（－∞，＋∞）成立．因此

｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜＜ε，　｜ｘ－ｙ｜＜δ（ε）． （１）
定义 ｗ（０）＝０，　ｗ（ε）＝ｓｕｐ｛δ（ε）｜δ（ε）满足（１）式｝，
那么ｗ是［０，＋∞）到［０，＋∞）的增函数，任意ｓ＞０，ｗ（ｓ）＞ｓ，并且ｗ是右下半连续的．下面
我们仅需证明

ｗ（｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜）≤｜ｘ－ｙ｜，　ｘ，ｙ∈（－∞，＋∞）．
假设不然，则ｗ（｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜）＞｜ｘ－ｙ｜对于某两个ｘ，ｙ∈（－∞，＋∞）成立．这样

ε≡｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜＞０，　｜ｘ－ｙ｜＜ω（ε）．
由ｗ的选择，｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜＜ε，矛盾．

（ｉｉ）（ｉ）．设ε＞０．因为ｗ在ε处右下半连续，所以存在δ１（ε）＞０，满足
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ε＋ｗ（ε）
２ ＜ｗ（ｓ），　ε≤ｓ＜ε＋δ１（ε）．

记 δ（ε）＝ｍｉｎδ１（ε），ｗ
（ε）－ε｛ ｝２ ．

假设ε≤｜ｘ－ｙ｜＜ε＋δ（ε），我们仅须证明｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜＜ε．否则，由ｆ的压缩性，

ε≤｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜＜ε＋δ（ε）≤ε＋δ１（ε），

ε＋ｗ（ε）
２ ＜ｗ（｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜）≤｜ｘ－ｙ｜

＜ε＋δ（ε）≤ε＋ｗ
（ε）－ε
２ ＝ε＋ｗ

（ε）
２

，

矛盾．
２０．设φ（ｘ）是定义在（ａ，ｂ）内的实函数．若对（ａ，ｂ）内的任二点ｘ１，ｘ２，都有

φ
ｘ１＋ｘ２（ ）２ ≤φ

（ｘ１）＋φ（ｘ２）
２

， （１）

则称φ（ｘ）为（ａ，ｂ）内的凸函数，简称φ（ｘ）为凸．试证明：若φ（ｘ）为连续凸函数，则对任意的

α∈［０，１］，都有

φ［αｘ１＋（１－α）ｘ２］≤αφ（ｘ１）＋（１－α）φ（ｘ２）． （２）

　　证明　设不等式（２）不是对所有的α∈（０，１）都成立，那么在［０，１］上的连续函数

ｆ（α）＝φ［αｘ１＋（１－α）ｘ２］－αφ（ｘ１）－（１－α）φ（ｘ２）
的最大值Ｍ０ 将是正的．令

α０＝ｉｎｆ｛α｜α∈［０，１］，ｆ（α）＝Ｍ０｝，
则易知α０∈（０，１）．取δ＞０，使区间［α０－δ，α０＋δ］含于［０，１］内，于是点

ｘ１ ＝（α０－δ）ｘ１＋（１－α０＋δ）ｘ２，　ｘ２ ＝（α０＋δ）ｘ１＋（１－α０－δ）ｘ２
位于ｘ１ 与ｘ２ 之间．由不等式（１）有

φ
ｘ１ ＋ｘ２（ ）２ ≤１２

（φ（ｘ１ ）＋φ（ｘ２ ））．

用ｆ来表示，就得

ｆ（α０）≤１２
（ｆ（α０－δ）＋ｆ（α０＋δ））＜Ｍ０，

这与ｆ（α０）＝Ｍ０ 矛盾．　
２１．设ｆ和ｇ是在区间（－∞，＋∞）上定义的实函数，并且对所有的ｘ和ｙ满足等式

ｆ（ｘ＋ｙ）＋ｆ（ｘ－ｙ）＝２ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）．
试证：若对所有的ｘ有｜ｆ（ｘ）｜≤１，并且ｆ（ｘ）不恒等于零，则对所有的ｙ，也有｜ｇ（ｙ）｜≤１．
证明　假设存在一个ｙ０ 使｜ｇ（ｙ０）｜＝１＋ｒ，ｒ＞０．记Ｍ＝ｓｕｐ｜ｆ（ｘ）｜，由题设条件可得

２｜ｆ（ｘ）｜｜ｇ（ｙ０）｜＝｜ｆ（ｘ＋ｙ０）＋ｆ（ｘ－ｙ０）｜
≤｜ｆ（ｘ＋ｙ０）｜＋｜ｆ（ｘ－ｙ０）｜≤２Ｍ．

于是 ｜ｆ（ｘ）｜≤ Ｍ
｜ｇ（ｙ０）｜＝

Ｍ
１＋ｒ

，

这与Ｍ＝ｓｕｐ｜ｆ（ｘ）｜矛盾．　
２２．若存在ｃ，使得
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