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第三版前言

华东师范大学数学系编写的《数学分析》上、下册经过国家教委组织的专家

评审 ,列入“九五”教委级重点教材 ;并承高等学校数学和力学指导委员会基础数

学教学指导组对教材修订提出具体指导意见 ,我系数学分析编写组对本书在第

二版使用基础上进行修订 .

此次修订前我们广泛征求了各使用院校的意见 ,召开了使用教材情况的座

谈会 ,许多具有丰富教学经验的教师对本教材修改提供了许多积极、中肯的意

见 .在此基础上 ,我们在现行数学分析教学大纲的范围内对一些内容进行适当调

整和增删 ;同时考虑到近代数学分析教材发展潮流 ,适度地反映这方面的进展情

况 ,以适应对 21 世纪新教材的需求 .

关于实数理论 ,不少同类教材由小数出发叙述实数理论 ,这种方式比较容易

理解 ,并且与中学数学教学衔接得比较紧密 .我们在第一章中采用由小数引进实

数的方法 ,并由此证明确界原理 ,希望这样处理有利于读者掌握这一实数基本原

理 .

在单变量微分学中 ,除按传统方式由速度和曲线的切线引入导数概念外 ,同

时也由极值问题引入稳定点概念 ,并使微分中值定理与其应用结合得更为紧密 .

积分理论方面 ,在引入定积分基本概念后 ,提前出现牛顿—莱布尼茨公式 ,

这样能较早接触定积分计算 .对于可积分条件先作直观描述 ,并用来证明某些函

数类的可积性 ,难度较大的可积性三个充要条件放到该章最后一节 ,可根据需要

选用 .根据使用院校意见 ,反常积分和含参量积分各自独立成章 .

二重积分的变量变换公式在较强的条件下 ,利用格林公式进行证明 ;一般条

件下的重积分变换公式采用连续模一致逼近的方法导出 ,对希望了解一般条件

下严格证明的读者可能有益 ,这个证明放在重积分最后一节 .

在欧美、俄罗斯数学分析教材中对向量值函数微分学和外微分形式相当重

视 ,在应用数学中也日见其重要性 .在前二版有关内容的基础上 ,我们使用迭代

法证明反函数定理 ,并由此证明隐函数定理及求导法 ,使得相应内容比较容易接

受 ;外积运用了浅近的解释 ,使其与重积分变量变换公式相联系 .上述两部分内

容以“流形上微积分学初阶”为题构成第二十三章内容 ,供选学用 .

对于加“ *”的章节 ,教学中可灵活选用 ,也可作为读者进一步阅读的内容或

作为选修课的内容 ,以使本书适合多种层次的需求 .



附录Ⅰ  微积分学简史 .由张奠宙教授作了修订 ,读者可从此附录了解微积

分学发展的线索 .

附录Ⅱ  实数理论 .采用戴德金分划由有理数集的分划叙述实数完备性比

较直观、优美 ,仍是附录的重要组成部分 .但用小数讲述实数理论与实用更靠近 ,

在附录最后添加“无限小数四则运算的定义”与正文相呼应 .

附录Ⅲ  积分表 .

在这次修订中 ,我们审查了全部习题 ,适当进行了调整和补充 ,希望能更好

符合教学的需要 .

这次修订由吴良森任主编 .

上册第一、二、三、四、七章由宋国栋编写 ;第五、六章由庞学诚编写 ;第八、

九、十、十一章由毛羽辉编写 ,上册由毛羽辉负责编写组织及修改 .

下册第十二、十三、十四、十五章由胡善文编写 ;第十六、十七、十八、二十三

章由吴良森编写 ;第十九、二十、二十一、二十二章由魏国强编写 ,下册由魏国强

负责编写组织 .

最后由吴良森统一整理 .庞学诚、魏国强分别审阅了上、下册的稿件 .

程其襄教授、陈昌平教授、张奠宙教授阅读了第二十三章主要内容的初稿 ,

并提出了宝贵的意见 ,对他们的鼓励和支持深表感谢 .

郑英元教授对修订提了许多积极的建议 .

高等学校数学和力学指导委员会成员 ,吉林大学孙善利教授对本书修改提

供了宝贵的意见 .

陕西师范大学、华南师范大学、南京师范大学、江西师范大学、广西师范大

学、常熟高等专科学校等院校数学系对教材修改也都提出过仔细的意见 ,在此致

以深切的谢意 .

华东理工大学谢国瑞教授和交通大学孙薇荣教授仔细审阅了本书上册的稿

件 ,高等教育出版社高尚华编审审阅了下册的稿件 ,提出许多宝贵意见 ,在此表

示感谢 .

第三版中还会有许多不足之处 ,恳切希望读者批评指正 .

编者

1999 年 9 月
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再 版 的 话

本书自 1980 年出版发行以来 ,由于它在取材、体系、可读性诸方面较为切合

我国教学实际 ,而被许多兄弟院校所采用 ,并于 1987 年国家教育委员会举办的

全国优秀教材评选中获全国优秀奖 .近几年 ,许多学校在数学教学改革中 ,更新

了一些课程 ,对数学分析提出了许多新的要求 .基于这些情况 ,我们在这次再版

中 ,除订正初版中的某些疏漏外 ,在不影响本书原有体系、格局的前提下 ,对某些

内容作了适当的增删和调整 ,使全书内容更充实 ,结构更合理 ,且有更大的选择

性 ,以期适应各类学校师生的需要 .

修改的主要内容有 :

在第一章精简某些与中学数学相重复的函数概念 ,增加实数集有关的一些

内容 ,如有界集 ,确界和确界原理等 .

在极限理论方面 ,把出发点改为“确界原理”(原来是“单调有界原理”) ,并在

第二章用它证明单调有界定理 ,第四章用它证明实指数幂的性质 ,最后在第八章

完成对实数完备性的几个等价命题的证明 ,相应地 ,在附录Ⅱ实数理论中 ,也改

用戴德金分划说定义实数 ,并证明了确界原理 (原来采用柯西列定义实数 ,虽有

不少优点 ,但不够直观 ,不易理解 ) .此外 ,子列概念提前到第二章 ,第八章“极限

与连续性 (续 )”(原为第七章 )在内容和次序上也稍作调整 .

对于微分学 ,在单元部分 ,把原来的第六章中值定理与导数应用分为两章 .

在新的第六章“微分学基本定理与不定式极限”增加了导数极限定理与达布定理

(小字排印 ) ,用以揭示导函数的性质 ;在新的第七章“运用导数研究函数性态”加

强了日益显得重要的凸函数概念 .在多元部分 ,除对原有内容作不同程度精简

外 ,主要增加了第十九章“向量函数微分学”,以便在更一般形式上讨论多元函数

理论 ,使读者对经典导数概念的认识得以深化 .这一章目前暂作选学材料 ,期望

今后能逐步用向量函数的方式取代传统内容成为多元函数微分学的主体 .

在积分学方面 ,于定积分中补充了第二积分中值定理 (小字排印 ) .压缩了反

常积分与含参量积分的内容 ,并把它分别并入定积分与重积分各章中 .为便于重

积分部分的教学 ,在内容与结构上也稍作调整 ,其中第二十章主要讲述二、三重

积分的概念、计算与应用 ,在第二十一章除对二重积分中某些问题作进一步讨论

外 ,还介绍了 n 重积分 (小字排印 )和含参量非正常积分 .此外 ,我们删去了“反

常重积分”与“外微分与一般斯托克斯公式”两节 .



关于级数部分 ,在新版中删去了对傅里叶级数一致收敛性的进一步讨论 .

张奠宙教授为本书写了“微积分学简史”(附录Ⅰ ) .我们认为 ,知道一点微积

分的来龙去脉 ,对每一位数学教育工作者来说是必要和有益的 .

在这次修订中 ,我们重新审查了本书的全部习题 ,并进行了调整与补充 ,以

便更加符合教学的需要 .各节横线以上的习题仍然是必做题 ,每册书末都附有计

算题答案 .

在新版中 ,用记号�表示命题证明或例题求解的结束 .上册增加了附录Ⅲ

“积分表”,每册末尾增设了名词和人名索引 ,以供读者检索 .

这次修订工作由程其襄、郑英元、毛羽辉和宋国栋等四人完成 ,程其襄教授

任主编 ,郑英元负责全书的统一整理工作 .高等教育出版社郑洪深同志为本书的

初版和再版做了许多深入细致的工作 .我系数学分析教学组成员对本书的修订

工作提出过许多积极的建议 .本书自出版以来深得广大读者的关心与支持 .在

此 ,我们一并致以深切的谢意 ,并希望读者对本书给予批评与指正 .

编  者

上册 :1987 年 12月完成初稿 , 1990 年 2 月完成修改稿 .

下册 :1988 年 6 月完成初稿 , 1990 年 6 月完成修改稿 .
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编者的话 (初版 )

本书是根据 1977 年高等学校理科数学教材大纲讨论会所制定的《数学分

析》大纲编写的 .全书分上、下两册 ,可作为高等师范院校数学系教学用书 ,以及

其他高等院校有关专业的教学参考书 .

关于本书的使用兹作以下一些说明 :在极限问题的处理上 ,虽一开始就采用

ε- δ定义 ,但若干较难的理论证明则放到微分学之后 .实数理论作为附录放在

上册的末尾 .有关集合的基本概念 ,目前尚未在中学里全面普及 ,仍在附录Ⅰ中

作了简要的介绍 .本书有部分内容用小号字排印 ,在实际教学中可视情况选用 .

本书各节都附有适量的习题 ,并把它们分为基本题与选作题两类 ,中间用一道横

线分开 ,横线之后的习题和各章的总练习题 ,读者可在教师指导下挑选一部分进

行练习 .书末并附有计算题的答案 .

本书由程其襄教授主编 ,编写组写出初稿后 ,经程其襄、周彭年、郑英元修改

定稿 (郑英元执笔整理 ) .先后参加本书编写工作的有 :陈昌平、陈美廉、徐钧涛、

曹伟杰、杨庆中、黄丽萍、张奠宙、宋国栋等同志 .此外 ,林克伦、华煜铣、顾鹤荣等

同志也参加过一些工作 .

北京师范大学、武汉大学担任本书主审 ,先后参加审稿的单位有 :上海师范

学院、安徽师范大学、吉林师范大学、曲阜师范学院、西藏师范学院、陕西师范大

学、贵阳师范学院、徐州师范学院、新乡师范学院以及四川师范学院、华中师范学

院、华南师范学院、江西师范学院、昆明师范学院、南京师范学院等 .甘肃师范大

学的同志也对本书上册提出过仔细的修改意见 .在审查过程中 ,大家对原稿提出

了许多宝贵的意见和建议 ,我们曾根据这些意见作过许多重大的修改 ,特此表示

衷心的感谢 .

由于我们水平有限 ,恳切希望读者对本书的缺点错误给予批评指正 .

编者

1979 .11

又及 ,本书最后定稿时 ,曾照一九八�年五月在上海举行的高等学校理科数

学教材编审委员会审订的《数学分析》大纲作了修订 .

编者

1980 .9
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  一  指数函数的连续性 82⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  初等函数的连续性 83⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第五章  导数和微分

§1  导数的概念 87⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  导数的定义 87⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  导函数 90⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  三  导数的几何意义 91⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§2  求导法则 95⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  导数的四则运算 95⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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  二  反函数的导数 97⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  三  复合函数的导数 98⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  四  基本求导法则与公式 101⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§3  参变量函数的导数 103⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§4  高阶导数 106⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§5  微分 110⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  微分的概念 110⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  微分的运算法则 112⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  三  高阶微分 113⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  四  微分在近似计算中的应用 114⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第六章  微分中值定理及其应用

§1  拉格朗日定理和函数的单调性 119⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  罗尔定理与拉格朗日定理 119⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  单调函数 123⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§2  柯西中值定理和不定式极限 125⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  柯西中值定理 125⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  不定式极限 127⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§3  泰勒公式 134⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  带有佩亚诺型余项的泰勒公式 134⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  带有拉格朗日型余项的泰勒公式 138⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  三  在近似计算上的应用 140⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§4  函数的极值与最大 (小 )值 142⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  极值判别 142⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  最大值与最小值 144⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§5  函数的凸性与拐点 148⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§6  函数图象的讨论 154⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  
*
§7  方程的近似解 155⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第七章  实数的完备性

§1  关于实数集完备性的基本定理 161⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  区间套定理与柯西收敛准则 161⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  聚点定理与有限覆盖定理 163⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  
*
三  实数完备性基本定理的等价性 166⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§2  闭区间上连续函数性质的证明 168⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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*
§3  上极限和下极限 172⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第八章  不 定 积 分

§1  不定积分概念与基本积分公式 176⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  原函数与不定积分 176⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  基本积分表 179⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§2  换元积分法与分部积分法 182⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  换元积分法 182⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  分部积分法 187⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§3  有理函数和可化为有理函数的不定积分 190⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  有理函数的不定积分 190⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  三角函数有理式的不定积分 194⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  三  某些无理根式的不定积分 195⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第九章  定  积  分

§1  定积分概念 200⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  问题提出 200⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  定积分的定义 201⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§2  牛顿—莱布尼茨公式 204⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§3  可积条件 207⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  可积的必要条件 207⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  可积的充要条件 208⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  三  可积函数类 209⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§4  定积分的性质 213⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  定积分的基本性质 213⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  积分中值定理 217⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§5  微积分学基本定理·定积分计算 (续 ) 220⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  变限积分与原函数的存在性 220⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  换元积分法与分部积分法 224⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  三  泰勒公式的积分型余项 227⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  
*
§6  可积性理论补叙 231⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  上和与下和的性质 231⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  可积的充要条件 233⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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第十章  定积分的应用

§1  平面图形的面积 239⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§2  由平行截面面积求体积 243⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§3  平面曲线的弧长与曲率 247⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  平面曲线的弧长 247⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  曲率 250⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§4  旋转曲面的面积 253⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  微元法 253⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  旋转曲面的面积 254⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§5  定积分在物理中的某些应用 255⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  液体静压力 255⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  引力 256⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  三  功与平均功率 257⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  
*
§6  定积分的近似计算 259⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  梯形法 260⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  抛物线法 260⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第十一章  反 常 积 分

§1  反常积分概念 264⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  问题提出 264⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  两类反常积分的定义 265⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§2  无穷积分的性质与收敛判别 270⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  无穷积分的性质 270⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  比较判别法 271⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  三  狄利克雷判别法与阿贝尔判别法 273⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

§3  瑕积分的性质与收敛判别 276⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

附录Ⅰ  微积分学简史 281⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

附录Ⅱ  实数理论 289⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  建立实数的原则 289⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  分析 290⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  三  分划全体所成的有序集 292⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  四  R中的加法 294⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  五  R中的乘法 295⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  六  R作为 Q的扩充 297⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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  七  实数的无限小数表示 299⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  八  无限小数四则运算的定义 300⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

附录Ⅲ  积分表 303⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  一  含有 xn 的形式 303⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  二  含有 a + bx的形式 303⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  三  含有 a2± x2 , a > 0的形式 304⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  四  含有 a + bx + cx
2

, b
2
≠4 ac的形式 304⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  五  含有 a + bx的形式 304⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  六  含有 x2± a2 , a > 0 的形式 305⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  七  含有 a
2

- x
2

, a > 0 的形式 306⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  八  含有 sin x 或 cos x 的形式 306⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  九  含有 tan x , cot x ,sec x , csc x 的形式 307⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  十  含有反三角函数的形式 308⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  十一  含有 ex 的形式 308⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  十二  含有 ln x的形式 309⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

习题答案 310⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

索引 330⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

人名索引 334⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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第一章  实数集与函数

§1  实   数

数学分析研究的基本对象是定义在实数集上的函数 .为此 ,我们先简要叙述

实数的有关概念 .

一  实数及其性质

在中学数学课程中 ,我们知道实数由有理数与无理数两部分组成 .有理数可

用分数形式
p
q

( p、q 为整数 , q≠0 )表示 ,也可用有限十进小数或无限十进循环

小数来表示 ;而无限十进不循环小数则称为无理数 .有理数和无理数统称为实

数 .

为了以下讨论的需要 ,我们把有限小数 (包括整数 )也表示为无限小数 .对此

我们作如下规定 :对于正有限小数 (包括正整数 ) x , 当 x = a0 . a1 a2⋯ an 时 , 其

中 0≤ ai≤9 , i = 1 , 2 ,⋯ , n , an≠0 , a0 为非负整数 ,记

x = a0 . a1 a2⋯ ( an - 1) 999 9⋯ ,

而当 x = a0 为正整数时 ,则记

x = ( a0 - 1 ) .999 9⋯ ,

例如 2 .001 记为 2.000 999 9⋯ ;对于负有限小数 (包括负整数 ) y ,则先将 - y 表

示为无限小数 ,再在所得无限小数之前加负号 ,例如 - 8 记为 - 7.999 9⋯ ;又规

定数 0 表示为 0.000 0⋯ .于是 ,任何实数都可用一个确定的无限小数来表示 .

我们已经熟知比较两个有理数大小的方法 .现定义两个实数的大小关系 .

定义 1  给定两个非负实数

x = a0 . a1 a2⋯ an⋯ ,  y = b0 .b1 b2⋯ bn⋯ ,

其中 a0 , b0 为非负整数 , ak , bk ( k = 1 , 2 ,⋯ )为整数 , 0≤ ak≤9 , 0≤ bk≤9 .若有

ak = bk , k = 0 , 1 , 2 ,⋯ ,

则称 x 与 y相等 ,记为 x = y;若 a0 > b0 或存在非负整数 l ,使得

ak = bk ( k = 0 ,1 ,2 ,⋯ , l ) 而 al + 1 > bl + 1 ,

则称 x 大于 y或 y 小于 x ,分别记为 x > y或 y < x .



对于负实数 x , y,若按上述规定分别有 - x = - y 与 - x > - y ,则分别称 x

= y与 x < y(或 y > x) .另外 ,自然规定任何非负实数大于任何负实数 .

以下给出通过有限小数来比较两个实数大小的等价条件 .为此 ,先给出如下

定义 .

定义 2  设 x = a0 . a1 a2⋯ an⋯为非负实数 .称有理数

xn = a0 . a1 a2⋯ an

为实数 x 的n位不足近似 ,而有理数

xn = xn +
1

10
n

称为 x 的n位过剩近似 , n = 0 ,1 ,2 ,⋯ .

对于负实数 x = - a0 .a1 a2⋯ an⋯ ,其 n 位不足近似与过剩近似分别规定

为

xn = - a0 .a1 a2⋯ an -
1

10
n 与 xn = - a0 .a1 a2⋯ an .

  注  不难看出 , 实数 x 的不足近似 xn 当 n 增大时不减 , 即有 x0≤ x1≤

x2≤⋯ ,而过剩近似 xn当 n 增大时不增 ,即有 x0≥ x1≥ x2≥⋯ .

我们有以下的

命题  设 x = a0 .a1 a2⋯ 与 y = b0 . b1 b2⋯为两个实数 ,则 x > y的等价条

件是 :存在非负整数 n ,使得

xn > yn ,

其中 xn 表示 x 的 n 位不足近似 , yn表示 y的 n 位过剩近似 .

关于这个命题的证明 ,以及关于实数的四则运算法则的定义 ,可参阅本书附

录Ⅱ第八节 .

例 1  设 x、y为实数 , x < y .证明 :存在有理数 r 满足

x < r < y .

  证  由于 x < y ,故存在非负整数 n ,使得 xn < yn .令

r =
1
2

( x n + yn ) ,

则 r 为有理数 ,且有

x ≤ xn < r < yn ≤ y,

即得 x < r < y . �

为方便起见 ,通常将全体实数构成的集合记为 R,即

R = { x x 为实数} .

  实数有如下一些主要性质 :

1 .实数集 R对加、减、乘、除 (除数不为 0 )四则运算是封闭的 ,即任意两个
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实数的和、差、积、商 (除数不为 0)仍然是实数 .

2 .实数集是有序的 ,即任意两实数 a、b必满足下述三个关系之一 : a < b,

a = b, a > b .

3 . 实数的大小关系具有传递性 ,即若 a > b, b > c,则有 a > c .

4 . 实数具有阿基米德 (Archimedes )性 ,即对任何 a、b∈R,若 b > a > 0 , 则

存在正整数 n ,使得 na > b .

5 .实数集 R具有稠密性 ,即任何两个不相等的实数之间必有另一个实数 ,

且既有有理数 (见例 1 ) ,也有无理数 .

6 . 如果在一直线 (通常画成水平直线 )上确定一点 O 作为原点 ,指定一个

方向为正向 (通常把指向右方的方向规定为正向 ) ,并规定一个单位长度 ,则称此

直线为数轴 .任一实数都对应数轴上唯一的一点 ;反之 ,数轴上的每一点也都唯

一地代表一个实数 .于是 ,实数集 R与数轴上的点有着一一对应关系 .在本书以

后的叙述中 ,常把“实数 a”与“数轴上的点 a”这两种说法看作具有相同的含义 .

例 2  设 a、b∈R .证明 :若对任何正数ε有 a < b +ε,则 a≤ b .

证  用反证法 .倘若结论不成立 ,则根据实数集的有序性 ,有 a > b .令ε= a

- b,则ε为正数且 a = b +ε,但这与假设 a < b +ε相矛盾 .从而必有 a≤ b .

�

关于实数的定义与性质的详细论述 ,有兴趣的读者可参阅本书附录Ⅱ .

二  绝对值与不等式

实数 a的绝对值定义为

a =
a , a≥ 0 ,

- a , a < 0 .

从数轴上看 ,数 a 的绝对值 | a |就是点 a到原点的距离 .

实数的绝对值有如下一些性质 :

1 . | a | = | - a |≥0;当且仅当 a = 0 时有 | a | = 0 .

2 . - | a |≤ a≤ | a | .

3 . | a | < h� - h < a < h; | a |≤ h� - h≤ a≤ h ( h > 0) .

4 . 对于任何 a、b∈R有如下的三角形不等式 :

a - b ≤ a± b ≤ a + b .

  5 . | ab | = | a | | b | .

6 .
a
b

=
| a |
| b |

( b≠0) .

下面只证明性质 4 ,其余性质由读者自行证明 .

由性质 2 有
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