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前 　 　 言

数学分析是数学系最重要的基础课 ．它对后继课程（实变函数 、泛函分析 、拓扑 、微分

几何）与近代数学的学习与研究具有非常深远的影响和至关重要的作用 ．一本优秀的数学

分析教材必须包含传统微积分内容的精髓和分析能力与方法的传授 ，也必须包含近代的

内容 ，其检验标准是若干年后能否涌现出一批高水准的应用数学人才和数学研究人才 ，特

别是一些数学顶尖人物 ．作者从事数学分析教学几十年 ，继承导师 、著名数学家吴文俊教

授的一整套教学（特别是教授数学分析）的方法（科大称之为“吴 ”） ，并将其发扬光大） ．

因材施教 ，在中国科技大学培养了一批国内外有名的数学家与数学工作者 ．目前 ，作者徐

森林被特聘到华中师范大学数学与统计学学院 ，并在数学试点班用此教材讲授数学分析 ，

效果显著 ．

本书的主要特色可归纳为以下几点 ：

1.传统精髓内容的完善化
书中包含了实数的各种引入 ，七个实数连续性等价命题的论述 ；给出了单变量与多变

量的 Riemann可积的各等价命题的证明 ；讨论了微分中值定理 ，Taylor 公式余项的各种
表达 ；介绍了积分第一 、第二中值定理的描述 ，隐函数存在性定理与反函数定理的两种不

同的证法等内容 ．

2.与后继课程的紧密结合 ，使内容近代化

本书在介绍经典微积分理论的同时 ，将近代数学中许多重要概念 、理论恰到好处地引

进分析教材中 ．例如 ：在积分理论中 ，给出了 Lebesgue定理 ：函数 f Riemann可积的充
要条件是 f 几乎处处连续且有界 ；详细讨论了Rn中的拓扑及相应的开集 、闭集 、聚点等概

念 ，描述了Rn中集合的紧致性 、连通性 、可数性 、Hausdorff 性等拓扑不变性 ，使读者站到

拓扑的高度来理解零值定理 、介值定理 、最值定理与一致连续性定理 ．引进外微分形式及

外微分运算 ，将经典 New ton唱Leibniz 公式 、平面 Green 公式 、空间 Stokes 公式与 Gauss
公式统一为 Stokes公式 ，并对闭形式 、恰当形式与场论的对偶关系给出了全新的表述 ．这

不仅使教材内容本身近代化 ，而且为学生在高年级学习拓扑 、实变函数 、泛函分析 、微分几

何等课程提供了一个实际模型并打下良好的基础 ．这为经典数学与近代数学架设了一座

桥梁 。

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



3.因材施教 、着重培养学生的研究与创新能力

同一定理（如零值定理 、一致连续性定理 、Lagrange中值定理 、Cauchy 中值定理 、隐

函数存在性定理与反函数定理等）经常采用多种证法 ；同一例题应用不同定理或不同方法

解答 ，这是本书又一特色 ．它使学生广开思路 、积极锻炼思维能力 ，越来越敏捷与成熟 ．书

中举出大量例题是为了让读者得到一定的基本训练 ，同时从定理的证明和典型实例的分

析中掌握数学分析的技巧与方法 ．习题共分 ３个层次 ：练习题 、思考题与复习题 ．练习题

是基本题 ，是为读者熟练掌握内容与方法所设置的 ．为提高学生对数学的浓厚兴趣及解题

的能力 ，设置了思考题 ．为了让读者减少做题的障碍 ，增强对数学的自信心 ，其中有些题给

出了提示 ．实际上 ，该节的标题就是最好的提示 ；进而 ，在每一章设置了大量复习题 ，这些

题不给提示 ，因此大部分学生对它们会感到无从下手 ，这些题是为少数想当数学家的学生

特别设置的 ，希望他们能深入思考 ，自由发挥 ，将它们一个一个地解答出来 ，为将来的研究

培养自己的创新能力 ．如有困难 ，我们还可撰写一本精练的学习指导书 ．

本书共分 ３册 ．第 １册内容包括数列极限 ，函数极限与连续 ，一元函数的导数与微分

中值定理 ，Taylor公式 ，不定积分以及 Riemann积分 ；第 ２ 册内容包括Rn中的拓扑 ，n元
函数的极限与连续 ，n元函数的微分学 ，隐函数定理与反函数定理 ，n重积分 ，第一型曲

线 、曲面积分 ，第二型曲线 、曲面积分 ，Stokes 定理 ，外微分形式与场论 ；第 ３册内容包括

数项级数和各种收敛判别法 ，函数项级数的一致收敛性及其性质 ，含参变量反常积分的一

致收敛性及其性质 ，Euler积分（Γ 函数与 B函数） ，幂级数与 Taylor级数 ，Fourier分析 ．

在写作本书的时候 ，得到了华中师范大学数学与统计学学院领导和教师们的热情鼓

励与大力支持 ，作者们谨在此对他们表示诚挚的感谢 ．博士生邓勤涛 、胡自胜 、薛琼 ，硕士

生金亚东 、鲍焱红等对本书的写作提出了许多宝贵意见 ，使本书增色不少 ．

特别还要感谢的是清华大学出版社的曾刚 、刘颖 、王海燕 ，他们为我们提供了出版这

本数学分析书的机会 ，了却了我多年的心愿 ．

徐森林

２００５年 ６月于武汉

Ⅱ 前言
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第 1 章 　 数 列 极 限

数学分析主要的研究对象是实变量的一元或多元函数 ．众所周知 ，正负十进位有限小

数与无限循环小数（即正负分数）称为有理数 ；无限不循环小数称为无理数 ．由反证法可知

２ ，０畅１０１００１０００１ ⋯均为无理数 ．有理数与无理数统称为实数 ．有理数的全体称为有理数

集 ．由代数学的知识知 ，它关于通常的加法 、乘法具有结合律 、交换律与分配律 ，并成为一

个域 ，称为有理数域 ，记为Q ．实数的全体称为实数集 ，它关于通常的加法 、乘法具有结合

律 、交换律与分配律 ，并成为一个域 ，称为实数域 ，记为R ．

１９世纪建立的极限理论包括数列极限与函数极限 ．极限理论是微分学 、积分学的根

本 ，是数学分析的基础 ，也是入数学分析之门的关键 ．本章先引进数列极限的概念 ，用大量

具体的 、典型的数列实例 ，使读者熟悉 ε唱N 法及证明数列极限的各种方法 ．然后 ，在第 ２

章中研究函数极限的 ε唱δ法及其重要的性质 ．本章还证明了实数连续性的七个等价命题 ．

实数连续性与数学分析的每一概念都有十分密切的关系 ，而且还是不可缺少的理论基础 ．

它的证明方法也将贯穿整个数学分析的学习过程并延续到分析数学的其他分支中 ．

1 .1　数列极限的概念
依次排列着的一列实数 a１ ，a２ ，⋯ ，an ，⋯称为一个实数列或数列 ，an 称为该数列的第

n项或通项 ．记此数列为｛an｝ ，简记为 an ．
数列实际上可视作一个实值函数或特殊映射 f ：N ＝ ｛１ ，２ ，⋯ ，n ，⋯ ｝ → R ，n f （n）

＝ an ．

考察下列数列｛an｝可以看出 ，当项数 n无限增大时 ，有些数列会有一个趋向（定数 a ，
或 ＋ ∞ ，或 － ∞ ，或 ∞ ） ，有些则无这种趋向 ．为区别这种现象 ，定义极限概念如下 ：如果当

n趋于 ＋ ∞时 ，｛an｝趋于实数 a（＋ ∞ ，－ ∞ ，∞ ） ，则称 a（＋ ∞ ，－ ∞ ，∞ ）为｛an｝的极限 ，记

作 lim
n → ＋ ∞

an ＝ a（＋ ∞ ，－ ∞ ，∞ ） ．否则 ，称｛an｝无极限 ．

１
n ：１ ，

１
２

，⋯ ，
１
n ，⋯ ，lim

n → ＋ ∞

１
n ＝ ０ ；

（－ １）
n －１

n ：１ ，－
１
２

，⋯ ，
（－ １）

n －１

n ，⋯ ，lim
n → ＋ ∞

（－ １）
n －１

n ＝ ０ ；

n
n ＋ １

：
１
２

，
２
３

，⋯ ，
n

n ＋ １
，⋯ ，lim

n → ＋ ∞

n
n ＋ １

＝ １ ；
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１

２
n ：

１
２

，
１

２
２ ，⋯ ，

１

２
n ，⋯ ，lim

n → ＋ ∞

１

２
n ＝ ０ ；

｛n｝ ：１ ，２ ，⋯ ，n ，⋯ ，lim
n → ＋ ∞

n ＝ ＋ ∞ ；

｛ － n｝ ：－ １ ，－ ２ ，⋯ ，－ n ，⋯ ，lim
n → ＋ ∞

（－ n） ＝ － ∞ ；

｛（－ １）
n －１ n｝ ：１ ，－ ２ ，３ ，－ ４ ，⋯ ，（－ １）

n －１ n ，⋯ ，lim
n → ＋ ∞

（ － １）
n －１ n ＝ ∞ ；

｛（－ １）
n
｝ ：１ ，－ １ ，１ ，－ １ ，⋯ ，（－ １）

n －１
，⋯ ，无极限 ．

　 　以上所举数列有无极限 ，极限是什么 ，一眼就能看出 ，但是大多数是无法看出的 ．例

如 ，数列｛（１ ＋
１
n ）

n
｝有无极限 ，极限是什么 ，不易确定 。因此 ，必须对数列的极限给出确切

的定义 ．

定义 1 ．1 ．1（ε唱N 法） 　 设｛ an｝为实数列 ，a为实数 ，如果对任意给定的正数 ε（ 橙 ε＞

０） ，总有自然数 N ＝ N（ε）（ 愁 N ＝ N（ε） ∈ N （自然数集）） ，当 n ＞ N 时（ 橙 表示“对任何” ，

愁表示“存在”） ，有

an － a ＜ ε ，　即 a － ε＜ an ＜ a＋ ε ，

则称 a为数列｛an｝的极限 ，或称数列｛an｝以 a为极限 ，或称数列｛an｝收敛于 a ，此时 ，｛an｝
称为收敛数列 ．并记为 lim

n → ＋ ∞
an ＝ a ，或 an → a（n→ ＋ ∞ ） ．否则称数列｛an｝发散 ．

根据实数理论（１ ．３节） ，实数集与实数轴上的点能建立一一对应关系 ．于是 ，上述定

义可几何表述如下 ：an （n＞ N）都在区间（a － ε ，a＋ ε）内 ，而在（a － ε ，a＋ ε）外至多有 a１ ，

a２ ，⋯ ，aN 中的 N 项（如图 １ ．１ ．１所示） ．

类似地 ，用 A唱N 法得到下列定义 ．

如果 橙 A ＞ ０ ，愁 N ＝ N（A） ∈ N ，当 n＞ N时 ，有 an ＞ A ，则称 ＋ ∞为数列｛an｝的极限 ，

或称｛an｝以 ＋ ∞为极限 ，或｛an｝发散于 ＋ ∞ ，并记为 lim
n → ＋ ∞

an ＝ ＋ ∞或 an → ＋ ∞ （n → ＋ ∞ ） ．

此时 ，在（A ，＋ ∞ ）外至多有 a１ ，⋯ ，aN 中的 N 项（如图 １ ．１ ．２所示） ．

图 　 １ ．１ ．１ 图 　 １ ．１ ．２

如果 橙 A ＞ ０ ，愁 N ＝ N（A） ∈ N ，当 n＞ N 时 ，有 an ＜ － A ，则称 － ∞为数列｛an｝的极
限 ，或称｛an｝以 － ∞为极限 ，或｛an｝发散于 － ∞ ，并记为 lim

n→ ＋ ∞
an ＝ － ∞或 an → － ∞ （n→ ＋ ∞ ） ．

此时 ，在（ － ∞ ，－ A）外至多有 a１ ，⋯ ，aN 中的 N 项（如图 １ ．１ ．３所示） ．

如果 橙 A ＞ ０ ，愁 N ＝ N（A） ∈ N ，当 n＞ N时 ，有

an ＞ A ，

则称 ∞为数列｛an｝的极限 ，或称｛an｝以 ∞ 为极限 ，或｛ an｝发散于 ∞ ，并记为 lim
n → ＋ ∞

an ＝ ∞或
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an → ∞ （n→ ＋ ∞ ） ．此时 ，在（ － ∞ ，－ A） ∪ （A ，＋ ∞ ）外 ，即［ － A ，A］中至多有 a１ ，⋯ ，aN 中
的 N 项（如图 １ ．１ ．４所示） ．

图 　 １ ．１ ．３ 图 　 １ ．１ ．４

综合上述各种情况可知 ，一个数列｛ an｝或者收敛（即 lim
n → ＋ ∞

an ＝ a ∈ R ） ，或者发散（即

lim
n → ＋ ∞

an ＝ ＋ ∞ ，－ ∞ ，∞ ，无极限） ．

显然 ，改变数列｛an｝的有限多项 ，或去掉有限多项 ，或添加有限多项 ，不会改变数列
｛an｝的收敛和发散性 ．

例 1 ．1 ．1 　对常数列｛an｝ ，an ＝ a ，有 lim
n → ＋ ∞

an ＝ lim
n → ＋ ∞

a＝ a ．
证明 　 橙 ε＞ ０ ，取任意的自然数 n ，有

an － a ＝ a － a ＝ ０ ＜ ε ，

所以 ，

lim
n → ＋ ∞

an ＝ lim
n → ＋ ∞

a＝ a ． 磳

例 1 ．1 ．2 　 lim
n → ＋ ∞

１

nα ＝ ０ （α＞ ０） ．

证明 　 橙 ε＞ ０ ，取 N ∈ N ，s ．t ．（such that ，使得）N ＞
１
ε

１
α

或者 N ＝
１
ε

１
α

＋ １（其

中［x］表示不超过 x的最大整数） ，当 n＞ N时 ，有

１

nα － ０ ＝
１
nα ＜

１
Nα ＜ ε ，

所以 ，

lim
n → ＋ ∞

１

nα ＝ ０ ． 磳

当 α＝ １时 ，lim
n → ＋ ∞

１
n ＝ ０ ，取 N ＝

１
ε

＋ １（或 N ＞
１
ε

，N ∈ N ） ．

例 1 ．1 ．3 　 lim
n → ＋ ∞

qn ＝ ０ ，｜q｜＜ １ ．

证法 1 　当 ０ ＜ ｜q｜＜ １时 ，
１
｜q｜＞ １ ，可设 １

｜q｜ ＝ １ ＋ α（α＞ ０） ．橙 ε＞ ０ ，取 N ∈ N ，s ．t ．
N ＞

１
αε

，当 n＞ N时 ，有

| qn － ０ | ＝ | qn | ＝ １
１ ＋ α

n

＝
１

（１ ＋ α）
n

＝
１

１ ＋ n α ＋ ⋯ ＋ α
n ＜

１
n α ＜

１
Nα ＜ ε ，
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所以 ，lim
n → ＋ ∞

qn ＝ ０ ．

当 q＝ ０时 ，由例 １ ．１ ．１知 ，lim
n → ＋ ∞

qn ＝ lim
n → ＋ ∞

０ ＝ ０ ．

证法 2 　当 ０ ＜ ｜q｜＜ １时 ，橙 ε＞ ０ ，取 N ∈ N ，s ．t ．N ＞ log ｜q｜ ε ，当 n＞ N时 ，有

｜qn － ０｜＝ ｜qn ｜＜ ｜q｜N ＜ ε ，

所以 ，lim
n → ＋ ∞

qn ＝ ０ ． 磳

注 1 ．1 ．1 　在例 １ ．１ ．３的证法 １中 ，通过初等数学不等式的放大得到简单的不等式

１
Nα＜ ε ，并解得 N ＞

１
αε

，这一系列不等式称之为主线 ．在 ε唱N 方法中是很关键的 ，读者应学

会这种方法 ．

在证法 ２的主线中 ，解不等式｜q｜N ＜ ε得到 N ＞ log ｜q｜ ε ，用到了函数 log ｜q｜ x的单调减
性质 ．

例 1 ．1 ．4 　证明 ：

lim
n → ＋ ∞

qn ＝

０ ， ｜q｜＜ １ ，

＋ ∞ ， q ＞ １ ，

∞ ， q ＜ － １ ，

１ ， q ＝ １ ，

无极限 ， q ＝ － １ ．

证法 1 　当 q＞ １时 ，令 q＝ １ ＋ α（α＞ ０） ．橙 A ＞ ０ ，可取 N ＝ N（A） ∈ N ，s ．t ．N ＞
A
α

，当

n＞ N时 ，有

qn ＝ （１ ＋ α）
n
＝ １ ＋ nα＋ ⋯ ＋ α

n
＞ nα＞ Nα＞ A ，

所以 ，lim
n → ＋ ∞

qn ＝ ＋ ∞ ．

当 q＜ － １时 ，｜q｜＝ １ ＋ α（α＞ ０） ．橙 A ＞ ０ ，取 N ＝ N（A ） ∈ N ，s ．t ．N ＞
A
α

，当 n ＞ N

时 ，有

｜qn ｜＝ （１ ＋ α）
n
＝ １ ＋ nα＋ ⋯ ＋ α

n
＞ nα＞ Nα＞ A ，

所以 ，lim
n → ＋ ∞

qn ＝ ∞ ．

证法 2 　当 q ＞ １时 ，橙 A ＞ ０取 N ＝ N（A） ∈ N ，s ．t ．N ＞ log q A ，当 n＞ N时 ，有

qn ＞ qN ＞ A ，

所以 ，lim
n → ＋ ∞

qn ＝ ＋ ∞ ．

当 q＜ － １时 ，橙 A ＞ ０ ，取 N ＝ N（A） ∈ N ，s ．t ．N ＞ log ｜q｜ A ，当 n＞ N时 ，有

｜qn ｜＝ ｜q｜n ＞ ｜q｜N ＞ A ，

因此 ，lim
n → ＋ ∞

qn ＝ ∞ ．
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此外 ，当｜q｜＜ １时 ，由例 １ ．１ ．３ 知 ，lim
n → ＋ ∞

qn ＝ ０ ；当 q ＝ １时 ，由例 １ ．１ ．１ 知 ，lim
n → ＋ ∞

qn ＝
lim
n → ＋ ∞

１ ＝ １ ；最后 ，当 q ＝ － １时 ，由下面的例 １ ．１ ．１２推得 lim
n → ＋ ∞

qn 不存在 ． 磳

例 1 ．1 ．5 　设 a为实常数 ，则 lim
n → ＋ ∞

an
n ！

＝ ０ ．

证明 　 显然 ， 愁 N０ ∈ N ，s ．t ．N０ ＞ ｜ a ｜ ， 橙 ε ＞ ０ ，取 N ∈ N ，s ．t ．N ＞

max N０ ，
｜a｜N０

＋ １

N０ ！ ε
．当 n＞ N时 ，有

an
n ！

－ ０ ＝
｜a｜n
n ！

＝
｜a｜N０

N０ ！
｜a｜
N０ ＋ １

⋯
｜a｜
n ≤

｜a｜N０

N０ ！
｜a｜
n ≤

｜a｜N０

N０ ！
｜a｜
N ＜ ε ，

所以 ，lim
n → ＋ ∞

an
n ！

＝ ０ ． 磳

例 1 ．1 ．6 　 lim
n → ＋ ∞

n a ＝ lim
n → ＋ ∞

a
１
n ＝ １（a＞ ０） ．

证法 1 　当 a＝ １时 ，由例 １ ．１ ．１可知 ，lim
n → ＋ ∞

n a ＝ lim
n → ＋ ∞

１ ＝ １ ．

当 a＞ １时 ，橙 ε＞ ０ ，取 N ＝ N（ε） ∈ N ，s ．t ．N ＞
１log a（１ ＋ ε）

．当 n＞ N时 ，有

１ － ε＜ １ ＜
n a ＜ N a ＝ a

１
N ＜ １ ＋ ε ，

所以 ，lim
n → ＋ ∞

n a ＝ １ ．

当 ０ ＜ a＜ １时 ，橙 ０ ＜ ε＜ １ ，取 N ＝ N（ε） ∈ N ，s ．t ．N ＞
１log a（１ － ε）

．当 n＞ N时 ，有

１ － ε＜ a
１
N ＝

N a ＜ n a ＜ １ ＜ １ ＋ ε ，

所以 ，lim
n → ＋ ∞

n a ＝ １ ．

证法 2 　当 a≥ １时 ，令
n a ＝ １ ＋ αn ，αn ≥ ０ ，则

a＝ （１ ＋ αn ）
n
＝ １ ＋ nαn ＋ ⋯ ＋ α

n
n ＞ nαn ，

αn ＜
a
n ．

于是 ，橙 ε＞ ０ ，取 N ＝ N（ε） ∈ N ，s ．t ．N ＞
a
ε

，当 n＞ N时 ，有

｜
n a － １｜＝ αn ＜

a
n ＜

a
N ＜ ε ，

所以 ，lim
n → ＋ ∞

n a ＝ １ ．

当 ０ ＜ a＜ １时 ，由下节的定理 １ ．２ ．３得到

lim
n → ＋ ∞

n a ＝ lim
n → ＋ ∞

１
n
１
a

＝
lim
n → ＋ ∞

１

lim
n → ＋ ∞

n
１
a

＝
１
１
＝ １ ． 磳
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例 1 ．1 ．7 　 lim
n → ＋ ∞

n n ＝ １ ．

证法 1 　令 n n ＝ １ ＋ αn ，αn ≥ ０ ，则当 n＞ １时 ，

n＝ （１ ＋ αn ）
n
＝ １ ＋ nαn ＋ n（n － １）

２
αn

２
＋ ⋯ ＋ α

n
n ＞

n（n － １）
２

αn
２
，

αn
２
＜

２
n － １ ．

于是 ，橙 ε＞ ０ ，取 N ＝ N（ε） ∈ N ，s ．t ．N ＞ １ ＋
２
ε
２ ，当 n＞ N时 ，有

｜
n n － １｜＝

n n － １ ＝ αn ＜
２

n － １ ＜
２

N － １
＜ ε ，

所以 ，lim
n → ＋ ∞

n n ＝ １ ．

证法 2 　应用几何唱算术平均不等式得到

１ ≤
n n ＝ n

１
n ＝ （１ ⋯ １ n n）

１
n ≤

（n － ２） ＋ ２ n
n

＝ １ ＋
２（ n － １）

n ＜ １ ＋
２

n
．

于是 ，橙 ε＞ ０ ，取 N ∈ N ，s ．t ．N ＞
４

ε
２ ，当 n＞ N时 ，有

｜
n n － １｜＜

２

n
＜

２

N
＜ ε ，

所以 ，

lim
n → ＋ ∞

n n ＝ １ ． 磳

例 1 ．1 ．8 　设 an ＝ ０ ．３３ ⋯ ３

n个

，则 lim
n → ＋ ∞

an ＝ ０ ．３
·

＝
１
３

．

证明 　 橙 ε＞ ０ ，取 N ∈ N ，s ．t ．N ＞ lg １
ε

，当 n＞ N时 ，有

an － ０ ．３
·

＝ ０ ．３３ ⋯ ３

n个

－ ０ ．３３ ⋯ ３３

n个

⋯ ＜
１
１０

n ＜
１

１０
N ＜ ε ，

所以 ，

lim
n → ＋ ∞

０ ．３３ ⋯ ３

n个

＝ ０ ．３
·

＝
１
３

． 磳

例 1 ．1 ．9 　 lim
n → ＋ ∞

１
n n ！

＝ ０ ．
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证法 1 　 橙 ε＞ ０ ，由例 １ ．１ ．５知 ，lim
n → ＋ ∞

１
ε

n

n ！
＝ ０ ．故 愁 N ∈ N ，当 n＞ N时 ，有

１
ε

n

n ！
＜ ０ ＋ １ ＝ １ ，

所以 ，

－ ε＜ ０ ＜
１

n n ！
＜ ε ，

lim
n → ＋ ∞

１
n n ！

＝ ０ ．

证法 2 　应用几何唱算术不等式有

０ ＜
１

n n ！
＝

n
１
１
·
１
２
· ⋯ ·

１
n ≤

１
１
＋

１
２
＋ ⋯ ＋

１
n

n ，

再由下面的例 １ ．１ ．１５知 ，

lim
n → ＋ ∞

１
１
＋

１
２
＋ ⋯ ＋

１
n

n ＝ lim
n → ＋ ∞

１
n ＝ ０ ＝ lim

n → ＋ ∞
０ ．

根据下节的夹逼定理 １ ．２ ．６就得到

lim
n → ＋ ∞

１
n n ！

＝ ０ ．

证法 3 　应用后面的例１ ．４ ．１１中的不等式

n＋ １e
n

＜ n ！ ＜ e n＋ １e
n ＋ １

，

橙 ε＞ ０ ，取 N ∈ N ，s ．t ．N ＞
e
ε

，当 n＞ N时 ，有

１
n n ！

－ ０ ＝
１

n n ！
＜

e
n＋ １

＜
e
n ＜

e
N ＜ ε ，

所以 ，lim
n → ＋ ∞

１
n n ！

＝ ０ ． 磳

例 1 ．1 ．10 　 lim
n → ＋ ∞

３n２
n２ － ３

＝ ３ ．

证明 　 橙 ε＞ ０ ，取 N ∈ N ，s ．t ．N ＞ max ３ ，
９
ε

，当 n＞ N时 ，有

３n２
n２ － ３

－ ３ ＝
９

n２ － ３

n ≥ ３ ９

n２ － ３
≤
９
n ＜

９
N ＜ ε ，
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所以 ，lim
n → ＋ ∞

３n２
n２ － ３

＝ ３ ． 磳

例 1 ．1 ．11 　 lim
n → ＋ ∞

３ n＋ １

２ n － １
＝

３
２

．

证明 　 橙 ε＞ ０ ，取 N ∈ N ，s ．t ．N ＞
２５

ε
２ ，当 n＞ N时 ，有

３ n ＋ １

２ n － １
－
３
２

＝
５

４ n － ２
≤

５

４ n － ２ n
＜

５

n
＜

５

N
＜ ε ，

所以 ，lim
n → ＋ ∞

３ n ＋ １

２ n － １
＝

３
２

． 磳

为了论述的统一和简单 ，我们引进开邻域 ，ε开邻域的概念 ．

a（a∈ R ）的开邻域为（a － ε ，a＋ ε）＝ ｛x｜ρ（x ，a）＝ ｜x － a｜＜ ε｝ ＝ U（a ；ε） ，也记为 B（a ；ε） ．
它表示直线上以 a为中心 ，ε为半径的开球或开区间 ，其中 ρ（x ，a）为直线上 x与 a两点间
的通常距离 ；＋ ∞的开邻域为 U （ ＋ ∞ ，A ） ＝ （A ，＋ ∞ ） ；－ ∞ 的开邻域为 U （ － ∞ ，A ） ＝
（ － ∞ ，－ A） ；∞的开邻域为 U（ ∞ ，A）＝ （ － ∞ ，－ A） ∪ （A ，＋ ∞ ） ．

对 a∈ R的去心 ε开邻域为 U°（a ；ε）＝ U（a ；ε）＼｛a｝或 B（a ；ε）＼｛a｝ ；a的 ε右开邻域为

U ＋ （a ；ε） ＝ ［a ，a ＋ ε）或 B＋ （a ；ε） ；a的去心 ε 右开邻域为 U°＋ （a ；ε） ＝ （a ，a ＋ ε）或

B°＋ （a ；ε） ；a的 ε左开邻域为 U － （a ；ε） ＝ （a － ε ，a］或 B － （a ；ε） ；a的去心 ε左开邻域为

U°－ （a ；ε） ＝ （a － ε ，a）或 B°－ （a ；ε） ．

定理 1 ．1 ．1 　数列｛an｝有极限 a的充分必要条件是它的偶数项数列（偶子列）｛a２ k｝和
奇数项数列（奇子列）｛a２ k － １ ｝有相同的极限 a ，即 lim

n → ＋ ∞
an ＝ a骋 lim

k → ＋ ∞
a２ k ＝ lim

k → ＋ ∞
a２ k － １ ＝ a ．

证明 　 （ 痴 ）对 a的任何开邻域 U ，因 lim
n → ＋ ∞

an ＝ a ，故 愁 N ∈ N ，当 n＞ N时 ，有 an ∈ U ．

取 K ＝ N ，当 k ＞ K 时 ，有 ２k ＞ ２K ＝ ２N ＞ N ，２k － １ ＞ ２K － １ ＝ ２N － １ ≥ N ，故

a２ k ∈ U ，　 a２ k － １ ∈ U ．

从而 ，

lim
k → ＋ ∞

a２ k ＝ a ，　 lim
k → ＋ ∞

a２ k － １ ＝ a ．
（ 迟 ）对 a的任何开邻域 U ，因 lim

k → ＋ ∞
a２ k ＝ a ，故 愁 K１ ∈ N ，当 k ＞ K１ 时 ，有 a２ k ∈ U ．又因

lim
k → ＋ ∞

a２ k － １ ＝ a ，故 愁 K２ ∈ N ，当 k ＞ K２ 时 ，有 a２ k － １ ∈ U ．于是 ，当 n＞ N ＝ max｛２K１ ，２K２ － １｝

时 ，必有

an ∈ U ，

所以 ，

lim
n → ＋ ∞

an ＝ a ． 磳

注 1 ．1 ．2 　定理１ ．１ ．１的证明采用了统一表达 ，用 U 表示 a的开邻域 ．这种论证方式
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读者应熟练掌握 ，如果对 a为实数 ，＋ ∞ ，－ ∞ ，∞四种情形分别论述 ，则当 a∈ R时 ，U ＝

U（a ；ε） ；当 a＝ ＋ ∞时 ，U ＝ U（＋ ∞ ，A） ；当 a＝ － ∞时 ，U ＝ U（ － ∞ ，A ） ；当 a＝ ∞时 ，U ＝

U（ ∞ ，A） ．余下的与定理 １ ．１ ．１证明中所述相同 ．因此 ，也可对一种情形证明后 ，其他三种

情形类似 ．

定理 1 ．1 ．2 　 lim
n → ＋ ∞

an ＝ a 骋 对｛ an｝的任何子列｛ ank ｝（当 n１ ＜ n２ ＜ ⋯ ＜ nk － １ ＜ nk ＜ ⋯

时 ，称｛ank ｝为｛an｝的一个子列） ，有 lim
k → ＋ ∞

ank ＝ a ．
证明 　 （ 迟 ）令 nk ＝ k ，则｛an｝ ＝ ｛ak｝ ＝ ｛ank ｝为｛an｝的一个子列 ，所以 ，

lim
n → ＋ ∞

an ＝ lim
k → ＋ ∞

ak ＝ lim
k → ＋ ∞

ank ＝ a ．
（ 痴 ）对 a的任何开邻域 U ，因 lim

n → ＋ ∞
an ＝ a ，故 愁 N ∈ N ，当 n＞ N时 ，an ∈ U ．当 nk ≥ k ＞

K ＝ N时 ，有 ank ∈ U ，所以 ，lim
k → ＋ ∞

ank ＝ a ． 磳

定理 1 ．1 ．3 　数列｛an｝有极限（实数 a或 ＋ ∞或 － ∞ ）的充要条件为｛an｝的非平凡子
列（｛an｝本身以及｛an｝去掉有限项后得到的子列称为｛an｝的平凡子列 ；不是平凡子列的子

列称为｛an｝的非平凡子列）都有极限（实数 a或 ＋ ∞或 － ∞ ） ．

证明 　 （ 痴 ）即定理 １ ．１ ．２中的必要性 ．

（ 迟 ）由右边条件 ，｛ an｝的非平凡子列｛ a２ k｝ ，｛ a２ k － １ ｝ ，｛ a３ k｝均有极限 ．由于｛ a６ k｝既是
｛a２ k｝ ，又是｛a３ k｝的子列 ，故由上述必要性 ，可知

lim
k → ＋ ∞

a２ k ＝ lim
k → ＋ ∞

a６ k ＝ lim
k → ＋ ∞

a３ k ．
此外 ，｛a６ k － ３ ｝既是｛a２ k － １ ｝又是｛a３ k｝的子列 ，同样可得

lim
k → ＋ ∞

a２ k － １ ＝ lim
k → ＋ ∞

a６ k － ３ ＝ lim
k → ＋ ∞

a３ k ．

于是 ，lim
k → ∞

a２ k － １ ＝ lim
k → ∞

a２ k ，即｛ an｝的奇子列｛ a２ k － １ ｝和偶子列｛ a２ k｝有相同的极限 a ．由定
理 １ ．１ ．１即得｛an｝有极限 ． 磳

定理 １ ．１ ．３的特例是如下定理 ．

定理 1 ．1 ．4 　数列｛an｝收敛 骋 ｛an｝的任何非平凡子列都收敛 ． 磳

定理 1 ．1 ．5 　 lim
n → ＋ ∞

an ＝ a骋 a的任何开邻域 U 的外边R ＼U 至多含数列的有限多项 ．

它等价于 lim
n → ＋ ∞

an ≠ a骋存在 a的某个开邻域 U ，在 U的外边含｛an｝的无限多项 ．

证明 　 （ 痴 ）由极限的定义 １ ．１ ．１ ，在 U 的外边R ＼U 中至多含 a１ ，a２ ，⋯ ，aN 的若干
项 ，当然是有限项 ．

（ 迟 ）对于 a的任何一个开邻域 U ，根据右边条件 ，｛an｝中至多只有有限多项位于 U的
外边 ，设它们依次为 an

１
，an

２
，⋯ ，ank （n１ ＜ n２ ＜ ⋯ ＜ nk ） ．令 N ＝ nk ，则当 n＞ N时 ，必有 an ∈

U ，所以 lim
n → ＋ ∞

an ＝ a ． 磳

例 1 ．1 ．12 　数列｛an｝ ，an ＝ （ － １）
n － １无极限 ，当然不收敛 ．

证法 1 　因为 lim
k → ＋ ∞

a２ k － １ ＝ lim
k → ＋ ∞

（ － １）
２ k － １

＝ － １ ≠ １ ＝ lim
k → ＋ ∞

（ － １）
２ k
＝ lim

k → ＋ ∞
a２ k ，所以由定
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理 １ ．１ ．１或定理 １ ．１ ．２知 ，（ － １）
n － １无极限 ．

证法 2 　 橙 a≠ ± １ ，则 ε０ ＝ min｛｜a － １｜ ，｜a＋ １ ｜｝ ＞ ０ ，且（ － １）
n － １全在 a的开邻域 U

＝ （a － ε０ ，a＋ ε０ ）外边 ．

当 a＝ １时 ，－ １ ＝ （ － １）
２ k － １都在 １的开邻域 U ＝ （１ － ２ ，１ ＋ ２）＝ （ － １ ，３）的外边 ．

当 a＝ － １时 ，１ ＝ （ － １）
２ k都在 － １的开邻域 U ＝ （ － １ － ２ ，－ １ ＋ ２）＝ （ － ３ ，１）的外边 ．

当 a＝ ＋ ∞时 ，（ － １）
n － １全在 ＋ ∞的开邻域 U ＝ （１ ，＋ ∞ ）的外边 ．

当 a＝ － ∞时 ，（ － １）
n － １全在 － ∞的开邻域 U ＝ （＋ ∞ ，－ １）的外边 ．

当 a＝ ∞时 ，（ － １）
n － １全在 ∞的开邻域 U ＝ （ － ∞ ，－ １） ∪ （１ ，＋ ∞ ）的外边 ．

根据定理 １ ．１ ．５ ，任何实数 a ，＋ ∞ ，－ ∞ ，∞均不为 an ＝ （ － １）
n － １的极限 ． 磳

例 1 ．1 ．13 　数列｛sinn｝无极限 ．

　图 　 １ ．１ ．５

证明 　 橙 k ∈ N ，因为区间 ２kπ ＋
π
４

，２kπ ＋
３π
４

的长度为 π
２
＞ １ ，所以必存在 nk ∈ ２k ＋ π

４
，２k ＋ ３π

４

∩ N ．同理 ，必存在 n′k ∈ （（２k － １）π ，２kπ） ∩ N ．显然 ，

n１ ＜ n２ ＜ n３ ＜ ⋯ ，n′１ ＜ n′２ ＜ n′３ ＜ ⋯ ，且

１ ≥ sinnk ＞ ２
２

，　 － １ ＜ sinn′k ＜ ０ ，　 k ∈ N ．

所以 ，这两个子列｛sinnk｝与｛sinn′k｝不可能有同一个
极限（如图 １ ．１ ．５所示） ．根据定理 １ ．１ ．２知 ，数列｛sinn｝无极限 ． 磳

定理 1 ．1 ．6 　设 lim
n → ＋ ∞

an ＝ a＞ b（或 ＜ b） ，则 愁 N０ ∈ N ，当 n＞ N０ 时 ，有 an ＞ b（或 ＜ b） ．

特别地 ，有保号性定理 ：设 lim
n → ＋ ∞

an ＝ a＞ ０（或 ＜ ０） ，则 愁 N０ ∈ N ，当 n＞ N０ 时 ，有 an ＞

０（或 ＜ ０） ．进一步 ，如果 a∈ R ，则 an ＞ a
２
＞ ０（或 an ＜ a

２
＜ ０） ，n＞ N０ ．

证法 1 　对 a ，b ∈ R证明 ．

因为 lim
n → ＋ ∞

an ＝ a＞ b ，对 ε０ ＝
a － b
２

＞ ０ ，愁 N０ ∈ N ，当 n＞ N０ 时 ，有

an ＞ a － ε０ ＝ a － a － b
２

＝
a＋ b
２

＞ b ．

其他情形类似证明 ．

证法 2 　 （统一论证）因为 a＞ b ，所以存在 a的开（区间）邻域 U ，而 b 臭 U（b在 U 的左
边） ．又因 lim

n → ＋ ∞
an ＝ a ，故 愁 N０ ∈ N ，当 n＞ N０ 时 ，有 an ∈ U ，此时 ，an ＞ b ． 磳

例 1 ．1 ．14 　设 lim
n → ＋ ∞

an ＝ ０（极限为 ０的变量称为无穷小量） ，｜bn ｜≤ M（此时 ，称 bn 为
有界量） ，则 lim

n → ＋ ∞
anbn ＝ ０ ，即无穷小量与有界量之积仍为无穷小量 ．
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证明 　 橙 ε＞ ０ ，因 lim
n → ＋ ∞

an ＝ ０ ，故 愁 N ∈ N ，当 n＞ N时 ，有｜an － ０｜＜ ε
M ＋ １

．于是 ，

｜anbn － ０｜＝ ｜anbn ｜≤ M｜an － ０ ｜≤ M ·
ε

M ＋ １
＜ ε ，

即 lim
n → ＋ ∞

anbn ＝ ０ ． 磳

为了进一步提高读者使用 ε唱N 法与 A唱N 法的证明能力 ，下面再举一些例子 ．

例 1 ．1 ．15 　设 lim
n → ＋ ∞

an ＝ a（实数 ，＋ ∞ ，－ ∞ ） ，则

lim
n → ＋ ∞

a１ ＋ ⋯ ＋ an
n ＝ a ．

问 ：当 a＝ ∞时 ，结论如何 ？

证明 　当 a∈ R时 ，橙 ε＞ ０ ，因 lim
n → ＋ ∞

an ＝ a ，故 愁 N１ ∈ N ，当 n＞ N１ 时 ，｜an － a｜＜ ε
２

．固

定 N１ ，当 n＞ N ≥ max N１ ，
２｜a１ ＋ ⋯ ＋ aN

１
－ N１ a｜

ε
时（N ∈ N ） ，有

　
a１ ＋ ⋯ ＋ an

n － a ＝
| a１ － a ＋ a２ － a ＋ ⋯ ＋ an － a |

n

≤
| a１ － a ＋ ⋯ ＋ aN

１ － a |
n ＋

| aN１ ＋ １ － a | ＋ ⋯ ＋ | an － a |
n

≤
| a１ ＋ ⋯ ＋ aN

１ － N１ a |
N ＋

n － N１

n ·
ε
２

＜
ε
２

＋
ε
２

＝ ε ，

所以 ，

lim
n → ＋ ∞

a１ ＋ ⋯ ＋ an
n ＝ a ．

当 a＝ ＋ ∞时 ，橙 A ＞ ０ ，由于 lim
n → ＋ ∞

an ＝ ＋ ∞ ，故 愁 N１ ∈ N ，当 n＞ N１ 时 ，an ＞ ２A ＋ ２ ．固

定 N１ ，因 lim
n → ＋ ∞

n － N１

n ＝ １ ＞
１
２

，lim
n → ＋ ∞

a１ ＋ ⋯ ＋ aN
１

n ＝ ０ ＞ － １ ，由定理 １ ．１ ．６ 知 ，愁 N ∈ N ，

N ＞ N１ ，当 n＞ N时 ，
n － N１

n ＞
１
２

，
a１ ＋ ⋯ ＋ aN

１

n ＞ － １ ．于是 ，

a１ ＋ ⋯ ＋ an
n ＝

a１ ＋ ⋯ ＋ aN
１

n ＋
aN

１ ＋
１ ＋ ⋯ ＋ an

n

＞ － １ ＋
n － N１

n （２A ＋ ２） ＞ － １ ＋
２A ＋ ２

２
＝ A ．

这就证明了 lim
n → ＋ ∞

a１ ＋ ⋯ ＋ an
n ＝ ＋ ∞ ．
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