
第一章　　数的发展

数学如何描述世界，如何描述外部世界，又如何处理它自身

的矛盾运动，这是我们关心的主题

先要看如何用数描述世界

讨论数学如何描述世界，首

数的发展自身也包含着矛盾，它处在

一个变化、扩展、充实的过程中。我们将叙述一个历史概貌，并

且首先从这里开始去观察和了解各种方法及相关的各种数学观点

和数学思想。

从有理数到无理数

毕达哥拉斯学派认为：“一切起源于一”，接下

古代希腊，毕达哥拉斯学派是主张所谓数的宇宙观的，认为

“万物的根本是数”，数是宇宙的本源，“凡物皆为数”，整个世界是

数的“和谐系统”

去，二是女人，三是男人，四是正义，等等

这样，他们就实

一切起源于一，于是毕派只承认整数（实际仅指自然数）。

有理数不过是两整数之比。所以一切都是整数

后来有人把有理数叫做“有比数”际上只承认到有理数为止

这个比值就是现今众所周知

但是，不可通约量出现了，正方形对角线的长与其一边的长

之比再也不是任何两个整数之比了

发现这一事实的又恰好是毕达哥拉斯学派的一个的无理数

他在此之前还发现了正五边形对角线长与其一边长成员希伯斯

于是，神圣的整数不再神圣了，“和谐系统”不再和谐了。毕

之比也是不能用两整数表示的，此比值正是



，并且用计算机算出到其近似值为

是超越无年证明了

因派首领想掩盖这一事实，因为这对于他们的宇宙观是致命的

此限令希伯斯不得向外泄漏天机

这些都是公元以前的

但是，希伯斯仍然泄漏出去了

据传，希伯斯后来因此被推到海里淹死了

事了。

另一方面，历史的发展表明，对无宇宙观的影响是一方面

理数的本质及其理论的完整认识确实是十分艰难的

世纪，直到

世纪，剑桥大学的数学教授、牛顿的老师巴罗还根本不承

世纪初，人们对无理数的认识仍认无理数。整个

然还是贫乏且零散的，不仅系统的理论尚未建立起来，而且人们

实际认识的无理数并不多，有的数，人类接触它长达数千年之后，

尚不知道它究竟是有理数还是无理数

直到

世纪后半叶，

世纪中叶之后，关于实数的理论才得以完整地建立起

来，从而，对无理数的认识从理论上得以解决

实数理论的研究成果竟如此丰富，以致好几种彼此等价的实数理

论纷纷出现，作为整个数学的重要奠基石之一的这一理论，澄清

但这并不等于有关无理数的一切实际问

在 至今世纪尚不清楚它是什么数，

还不清楚它是不是超越无理数。又如，著名的欧拉常数

一千位以上，但它是不是无理数也还不知道

事实上，今天一般人

无理数一词的表面含义就是说这种数是不合理的，无理性的。

当然，这是囿于人们的认识水平而取名的，

它是“无比的”（不能表为两也不会认为无理数是不合理的数了

整数之比），却不是“无理的”。

世纪下半叶，德国著名的数

但是，事情的发展并不是笔直的。毕达哥拉斯之后两千多年，

一种传统的宇宙观仍在发生影响

他十分挖苦地对在

学家克朗列克（他给出了群的公理结构）仍然激烈地反对实无限，

否认无理数的存在

了不少昔日的混乱状况

题都已解决了。例如，



关于

理数的另一德国数学家林德曼说：“你那个关于 的漂亮研究有什

前一节，我们曾说到：直到 世纪，人们实际认识到的无理

数还是很稀罕的，且基本上局限于代数无理数

事实上，被找到的第一个超越无理数（即这种无理数不是任

何整系数多项式的根，简称为超越数）是 年由法国数学家柳

维尔构造的，它就是（读者不难验证它的超越性）：

么用呢？无理数根本就不存在，你为什么要研究这种问题？”克朗

列克的名言是：“自然数是上帝创造的，其它的都是人的事

种观点与两千多年前的毕达哥拉斯观点何其相似乃尔

”这

克朗列克

的观点既是对数学科学的一种见解，也包含了他的哲学观点，这

使他成为现代直觉主义流派的代表之一。

年之后，法国数学家艾尔米特又证明了自然对数的底

是超越数

所以，人们具体涉及的超越数更为罕见 后来，康托利用集

合论的方法不仅从理论上证明了超越数的存在，而且其数量相当

大，以致跟全体实数“一样多”，相对来说，代数数（包括代数无

理数）就非常少了。

究竟是什么样的数呢？

则在很长的时期内被人们所研究着，数千年

人类关于圆的概念可以追溯到最古老的文明史，而圆周长与

直径之比（圆周率）

才产生于 世之前即以开始。我们现在用以表示圆周率的符号

纪初哩。

这当然是很粗糙、很原始的结在古巴比伦数学中，

果。
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约三千多年前，古埃及人得到

）

）

世纪时，亚历山大前期希腊的普托拉米有一个关于 的公元

，亦即

这个结果前进了一大步。

在约两千四百年前的一种圣经中记载着

二千二百多年前，大科学家阿基米德得到

世纪时亦得到此结果（我国历史上的数学家何承天于公元

的一个奇怪的近似年，在印度数学中有关于大约公元前

值：

六十进制表示式：

公元 世纪，我国数学家刘徽对圆周率的计算有过重要贡献

他在《九章算术》的注释中指出“周三径一”是不正确的，并且说明

所谓周三径一实际上指的是圆的内接正六边形周长与直径长的关

他创立了割圆术：用圆的内接正多边形的面积去逼近圆的面

这里已包含了极限的思想，是非常高明的，非常深刻的

刘徽利用勾股定理得到了以下重要的公式：

系

积

，由此出发，反复利用上述公式可得（取他已知边长

边形是内接正边形边长，是内接正是圆的半径，其中，

，



此后，有了关于 的第一个无穷乘积表示

的 位小数值。在奥托之后不久，维耶特（又译韦达）算出了

较落后的

欧洲在中世纪末期还在使用 这是比

之后（即 值。年），欧洲人奥托才得到与祖冲之相同精度的

祖冲之的发现当时在世界上处于绝对领先的地位，一千一百多年

前者叫“约率”，后者叫“密率”，“密率”的精确度极高，事实上，

了两个近似分数来表示

这是一项了不起的工作，它精确到了小数点后七位 祖冲之还使用

公元 世纪时，我国历史上杰出的数学家祖冲之推算出

而圆周率就近似地等于

，

就是边形的周长于是圆的内接正



的展开式在 的取值 为

了以下表示：

这个表示式很著名，但若按此式计算，如果要精确到阿基米德的

结果就需要算上万项，更不要说精确到祖冲之的结果了。计算量很

大。

莱布尼兹的上述结果显然是

的计算。

了减少计算量，得到收敛得更快的级数表示，许多数学家利用反

正切的变换得到了更好的计算公式，从而推动了

年，马青得到（ 即

年，费尔哥生得到

年，勒让德得到

的无穷级数的出现是一个巨大进步 格利葛利和莱布尼兹都得到

的无穷乘积表示：

世纪时，又有了若干关于 的无限表示形式 下面是瓦理斯

紧接着， 的 位小数值：年，寇伦算到了

或



值的精度大为提高，这些公式的出现，使得人们用手工计算

最好的结果是精确到数百位小数之后。

年，

向克斯和值算到了一万位，过了“万位”大关

值的计算出现新的飞跃是在电子计算机闻世之后。

嗣后两年，丹尼尔

伦奇把

年

值算到十万位以上。突破“百万位”大关的是盖尤，这是在

年，日本人三好和宪与金田康正算到了两百万位以

上。

盖尤在算出一百万位之后，作了一个统计，他发现，

这十个号码出现的次数很均匀，都接近

次

值的计算还可得到更

，但是永远也不会算完的

是无理数年，兰伯特证明了

的工作，证明了：当

最少，是”出现最多，是十万，其中， 次；

有了好的计算公式，有了大型计算机

什么原因多位数值，千万，万万，

呢？

为非零的有理数时，

他利用欧拉在连分式方面

不可能是有理数。然

的认识算是比较完整了对

明了

提到，

我们专门叙述了人类对

明了对无理数认识的艰难性

近的过程。

的超越性的证明，证年对

这样就证明了 是无理数不可能是有理数因此

至此，我们乃是超越数 下了最重要的结论

年，林德曼推广艾尔米特

这从理论上对

例如，前面我们但也还不能说很完全

是个什么数，我们就还不知道。

的认识的漫长历史过程，它生动地说

同时，也说明人类认识有一个渐次逼

约 年前，我国最古老的数学经典著作《九章算术》中已经

从正数到负数

的结论。

而，
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异号则和数的绝对值等于两绝对值之差 两数异号时，其中正数的

绝对值较大则和数取正号，负数的绝对值较大则和数取负号”

对负数的认识似乎没有对无理数的认识那么艰难，但也并非

十分容易

世纪时亚历山大的代数学家

我国的《九章算术》关于正负数的概念及其运算法则在世界数

学史上属于最早的记载。但公元大约

丢番图还未承认负数。

公元 世纪时，我国数学家王孝通在所研究的方程中只限于正

系数方程，并且也只求正根

世纪时，印度数学家布哈斯卡拉在解以下方程到了公元

下”，因为它是从零减去“零上的数”。

）竟称负数是“无稽之零著名的德国数学家斯蒂弗尔（

数”，而把负数叫做“假数”

年区分了正负数，但他把正数叫做“真卡丹（

负根，但他认为负数是荒谬的数。

）给出了二次方程的一个年，法国数学家舒开（

至于在欧洲，负数被正确认识的时间更晚。

弃了

但他对负数的有效性持怀疑态度，也给丢时曾得到过负根“

两数同号则和数的绝对值等于两绝对值之和，两数余数的绝对值

果是负数且小于被减数时，余数为正号 两数异号则绝对值的和是

减数如果是正数且大于被减数时余数为负号；如余数的绝对值

绝对值的差是无入负之。”用现今的语言来叙述就是：“两数同号则

无入负之，负无入正之 其异名相除，同名相益 正无入正之，负

正已有了正负数运算的法则：“正负术曰，同名相除，异名相益

数，用斜列的算筹表示负数 特别值得注意的是，在《九章算术》中

筹表示正数，用黑色的算筹表示负数；或者用正列的算筹表示正

是给正负数下的明确定义 并且据刘徽注释说，当时是用红色的算

有了正负数概念 ”这其中说：“两算得失相反，两令正负以名之



从实数到虚数

纯粹是胡说减去

韦耶特对代韦耶特碰到了负数，但也完全避开它，不承认它

数的贡献受到局限

后来，笛卡儿只是部分地接受了负数，他把方程的负根称作

假根。

认为从巴斯嘉

世纪还有人激烈地反对负数近代数学已在蓬勃发展着的

”

英国数学家梅琴莱斯声称：“代数里决不容许有负根，或者说再一

次把它们从代数里驱逐出去，”因为“负数只会把方程的整个理论

搞糊涂，而且把一些就其本质来说是出奇的简单明白的东西搞得

晦涩难懂、玄妙莫测

”

连达朗贝尔这样著名的数学家也对负数的现实意义表示不能

理解，他说：“有负数量的代数运算的法则，在常识上还被当做是

正确的，但与这些量的本身含义无关

负数，在我们今天看来是很简单易懂的，并不“晦涩”，并不

“玄妙”，但它的产生过程，尤其是正式被人们接受之前的这段过

程，也不平常，这表明：一个新的概念，一种新的方法，被普遍

接受有时并不容易，甚至颇费周折

虚数较之负数、无理数出现的时间更晚，笼罩在它身上的神

秘色彩也更浓。

在我国古代，由于是用数值解法（如贾宪法、秦九韶法等）

来解方程的实根，故未曾引入虚数，虽然实际上碰到了开方运算

世纪，丢番图（在公元 系统地研究过二次方

程，他把一元二次方程分为以下五类：

的方程。可见，丢显然是一类方程，即统归为形如

都是正数但其中 只要承认负数，上述五类方程的后三类



番图时期还不承认负数，因而更不可能接受虚数

碰到

为负数而被认

丢番图虽然对二次方程进行过系统的讨论，但尚未正式引进

至此，有了解代数的世纪的欧洲文字系数。这一巨大进展始于

公式法（即通过用方程系数的有限次代数运算 加、减、乘、除、

来求解方程的根）开方 维耶特即得到了求一般二次方程

的根的公式： 这样，就可判断：

就会出现负数开平方 在实数领域，任何数的平只要

方不会是负数，然而，当时人们的眼光又囿于实数范围，所以负

数开平方就十分令人困惑 虚数在这种令人困惑不解的情况下还

无法被正式引入

如果只有解二次方程的任务，而且只需要实根，那就可以不

来表示

但是，长期以来，或

世纪的印度正式接受负数，而且承认方程可以有负根

这样的方程也就可能了

，因此，人们认为，任何数的平方不会小于

的。

年讨论过方程法国数学家舒开于

但因他得到两个根

为此方程无解

要负数开平方，碰到了就避开，或宣布无解。 世纪以前人们大

勇敢的人，虽然尚未彻底认识这类数，但也去探索体是这样做的

是可以分成两个数使其积等

的，这两个数就是

这类数的运算规则。维耶特就认为

于 和 （维耶特还未正式使用符

意大利数学家邦别利开始用缩写字母表示虚数，并给出了号

例如，他用虚数的运算法则

亦即

，

， 他 得 到

是没有解

当然



，这正是所求，其和为

根据这一公式，那怕是求三次方程的实根，有时也不得的两个根

不经过负数开平方，即不能回避虚数 例如三次方程

具有实根 但是相应的二次方程（ ）

世纪，虚数才正式被引进，而且，关键在于解可以说，至

三次方程。

年于《大法》一书中发表了解三次意大利数学家卡丹诺在

方程

为二次方程其中

的一般求根公式

与

却有两个虚根

的立方根之一分别是与 与

世纪正式诞生之后，从

三次方程的实根

虚数在 世纪到 世纪的漫长岁月

里，对虚数的认识并未取得重大进展。

卡丹诺本人即认为它是“假想的”

尽管虚数已经出现在人们面前，而且无法避开它，但许多数

学家仍感到茫然 年，笛卡

儿正式称呼它为“虚数”，即“虚假的数”，或“实际并不存在的数”

“虚数”这一名称流传至今

莱布尼兹也研究过虚数，并且运用微积分的创立者之一

另一些数学家，例

虚数解决过有理函数的积分问题，但是他认为“这是神奇的干预”，

他认为“虚数是神灵美妙与惊奇的避难所，它几乎是又存在又不存

在的两栖物。”这是惊叹与赞美兼而有之的声音
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是没有意义的，或者甚至

如达朗贝尔则“用明智的沉默绕过它们”（即指虚数） 这是

世纪的事

我国数学家汪世纪，对复数的认识也有某些进展诚然，在

莱和李锐得到过一个著名的结论：实系数多项式的虚根是成对出

李锐的这一结果，欧洲必为其根）为其根时现的（即当

年得到世纪最杰出的数学家欧拉于

，并且建立了复数的指数表来表示虚单位欧拉首次用

示及其与三角表示的联系：

，，

，所以很

）

世纪问世以来一直笼罩在它身上的神秘色彩，

），

其中 ，

和

这是十分富于想象力的创造。经由这一表

这五个最为典型而又似乎毫不相关的数统示，他把

一在一个美妙的式子之中

大，或者比

欧拉的指数表示法对推动复数理论的建立和完善起了巨大的作

用。但是欧拉的基本看法比笛卡儿并没有前进多少，他说：“所有

可以想象的数都或者比 小，或者等于

”可见，虽然欧拉对

清楚，负数的平方根不能包括在可能的数中”，“因而通常叫虚数或

者幻想中的数，因为它们只存在于想象之中

英国数学家德到了

于虚数已经做出了杰出的工作，但他的观念并未跳出实数的领域

世纪，对虚数，还有异常激烈的反对者

摩根，甚至说他“已经证明了记号

是表示一个正数的是自相矛盾或荒唐可笑的。”（这里的

年，

对复数的

世纪最伟大的数学家高斯将复数集与平面点集的

元素一一对应起来，这样的平面现今称之为高斯平面（事实上，

在高斯之前已有挪威的测量学家威塞尔也这样做过）

这一几何解释（或建立其几何模型）是跨出的极为重要的一步，

它顺利地导致复数在电工学、弹性力学、流体力学等方面的应用

世纪的哥西、黎曼、维尔斯特拉斯等人的努力，以复数为经过

虚数从

变数的函数理论建立起来，复数理论在实际生活中的作用有力地

显示出来



从复数到超复数

世纪初），对虚数

至此基本上消逝了

从虚数发展的历史过程来看，有几方面的特点是能引起人们

注意的。

世纪到应该承认，在一个阶段上（从

的认识确实表现出明显的理性思维特征。

求平然而，作为引起虚数的初始原因（虽非根本原因）

方根问题却又明显地源于实际生活

并且，披在虚数身上的神秘色彩是在人们无法理解它的现实

意义的情况下出现的，而后，又是在理论与现实结合在一起的时

候最终消失的

这都说明虚数是人类认识史上的一个创举，但又决非纯理性

思维的产物

作为以虚数的产生为前提的复变数最后，我们还会注意到，

那就是 世纪的生产水平和科学

相伴于流体力学、电工学等学科，复变函数理论也不可

函数理论的诞生还有一个前提，

技术水平

能在更早的世纪问世。所以，涉及到虚数的认识论问题无疑也属于

历史的范畴

人类最先认识的当然是自然数

后来由于引进分数、零和负数而扩展为有理数系。

又由于引进无理数而扩展为实数系，并且经过漫长的世纪建

立了实数的完整理论

复变数函数的理论也建再由于虚数的引进而扩展为复数系，

立起来

数系不断扩张，还有个尽头没有

这十条是：

我们能够证明，在不改变以下十个条件的前提下，希望得到

超过复数范围的新数系是不可能的

。对于任何二数，其和唯一确定；



，使得，存在着唯一的数
。
对每一数 及每一数

如果将上述十条中的

可见复数已经是相当宽广的数系了。

但它的宽广也还是相对的、有条件的

第 条废除，那么我们可以进一步扩展而得到四元数系。这就是

英国数学力学家哈密顿于上世纪中叶创立的第一个超复数系

和 四元数系（作

四元数系有四个单

复数系是二元数系，它只有两个单位元

为超复数系）是复数系（二元数系）的扩张

， 它的一般形式是位元

其中

相加、相乘的规则如下：与

都是实数

乘法对加法满足分配律

；

乘法满足结合律

。
乘法满足交换律

；

加法满足结合律

。
加法满足交换律

，存在对于任何数 ，使得

（不妨记为存在数 有，使得对任何

。
对于任何二数，其积唯一确定；



哈密顿的学生，英国著

数学引论》第一卷第一分册第一章） 例如，

，那么，

如爱尔兰物理学家汤姆生四元数产生之初也不被人理解

说：“哈密顿做了确实非常出色的工作，从而诞生了四元数；虽然

美妙而富有创造性，但对于以任何方式接触过它的人说来，这实

在是个纯粹的邪念。”

四元数的研究有力地推动了向量代数的发展，四元数的发展

引导初等代数向着抽象的高等代数发展

名物理学家麦克斯韦尔在掌握了四元数理论之后，利用向量分析

等数学理论建立起了影响深远的电磁理论。

能马上也回答：有无穷多个。有多少个呢？我们可

，， ，

全体自然数有无穷多个，那么全体平方数

有 穷 数

然而，每一个自然数都是无穷多个，但这种看法是站不住脚的）

有数完过，但都能知道它有无穷多个（历史上也曾有人不认为是

，， 究竟有多少个？虽然谁也没自然数

数的发展还有另一条线索

数，实数，复数，乃至超复数。这是数的发展的线索之一。

人们从计数开始即接触到自然数，由自然数逐渐扩展到有理

从有穷数到超穷数

四元数系是不满足乘法交换律的（详细的讨论可见华罗庚《高等



集合论为德国数学家康托所最先建

，

奇数的全体是多少个？偶数的全体是多少个？都是无穷多个！

虽然都是无穷多个，它们彼此之间有没有差异？能不能也比

较一下多寡？比较一下大小？

奇数全体、偶数全体、平方数全体可能被认为比自然数全体

少，因为它们都只是自然数全体的一部分。但是，三百多年前，

伽利略提出了一个奇怪的问题，他说平方数既不比自然数多，但

平方数也不比自然数少。他的理由是平方数全体和自然数全体可

以一个对一个的对应起来：

， 。你有一个

我有一个，反过来，我有一个你也有一个，所以彼此一样多。

当时，这个结论十分令人惊奇，因为平方数只是自然数的一

部分，而“整体大于部分”是一条写在欧几里德公理系统中的一

条公理。伽利略竟然提出了一条与公理相矛盾的结论 人们对此

无法理解，于是就称之为伽利略悖论

伽利略显然是利用一一对应的观点来进行比较的。按照这个

观点，奇数全体、偶数全体与自然数全体的个数也是一样多，因

为在奇数全体、偶数全体与自然数全体之间很容易建立一个一一

对应关系

以上问题涉及到集合论

好比所有的数都从

立起来，这已是在伽利略之后的两百多年了

自然数集合可算是最简单的无穷集合了

出发那样，集合论就从自然数集合出发了

如果画一条实数轴，那么自然数在这条数直线上对应的点只

是一些孤立、稀疏的点。然而有理数集在这条直线上对应的点就

密密麻麻了，以致任何两个有理点之间都还有无穷多个有理点

他建立了两者

康托第一个了不起的发现就是：如此密密麻麻的有理数集和如此

稀稀疏疏的自然数集竟然在元素个数上也一样多

）之间的一一对应关系

但是，几个星期之后他就发觉自己的这一猜想错了。然

进一步，康托又猜想，实数全体与自然数全体的元素也可能

一样多



这样，一切与自然数集合能建立一一对应

而，失败乃成功之母，这导致了一个更重要的发现：实数集的元

素比自然数集的元素要多！准确地说，就是他证明了自然数集只

能与实数集的真子集一一对应，而不能与实数集自身建立一一对

应。

实数集的元素个数是无穷的，自然数集元素的个数也无穷，

但这两个无穷之间是有差异的

，那么康托记自然数集这个无穷为 ，记实数集这个无穷为

证明了：

从此，“个数”的观念由有穷扩展到了无穷

域里的奥妙被揭示出来

“无穷”这个领

康托就是这样以一一对应的概念为基础

这是人类对无穷的认识的又一个突

建立起了超穷数理论，这是有穷数（自然数）向无穷数的扩张。

他引进了基数，引进了序数

破性进展。

又叫做可数基数

，特别，平方数集，奇数集，偶数关系的集合都具有可数基数

集，都具有可数基数

更大的基数吗？实数集上的全体实函数的集合的基数

大，此基数记为

有比

就比

有比

由

更大的基数吗？作为一个普遍的结论有：任何集合的基

数小于由该集合的一切子集（作为元素）组成的集合的基数

此，我们立即可知，最大的基数是不存在的

大于、小于的概念

以一一对应的观念做基础建立起来的基数的合理性还可以从

这样一个方面来看：即对两个有限集合来说，我们比较它俩元素

的多寡时用不着分别计数，也只要作对应，如果能一对一地建立

对应关系，它俩的个数就相等，否则就不等

也能确定

有限集不可能与自己的真子集一一对应，无限集却能与自己

的某些真子集一一对应，例如自然数集能与平方数集一一对应

这正说明，“整体大于部分”的公理只在有限集时成立，进入无限

集之后就不再成立了。伽利略悖论之谜从此解开。
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