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内 容 简 介

本套教材是针对五年制高等职业技术教育数学课的要求编写的，遵循

“加强基础，注重能力，突出应用，增加弹性，适度更新，兼顾体系”的原则定

位数学内容，并在每章后附有本章小结和复习题．
本套教材共分三册，第一册是初等数学的代数部分，第二册是初等数学

的部分代数和所有几何部分，第三册是高等数学的微积分和空间解析几何

部分。本书为第三册，主要内容包括空间解析几何、极限与连续、导数、不定

积分和积分、多元函数微积分介绍。

本套教材适合作为高等职业技术教育教材，其中第一、二册也可作为中

等职业技术教育教材。
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前 言

随着教育体制改革和社会对人才培养的需求，五年制的高等职业教育

欣然兴起。数学作为现代科技发展的基础，随着科技的高速发展，知识结构

的日益更新，其作用越来越突出，它的内容、思想、方法和语言已成为现代文

化的重要组成部分，数学已成为一门必修公共课程。从全面提高素质的角

度来说，数学是五年制高等职业教育的一门重要的基础课；从综合职业能力

的要求来说，它又是进一步学习及参加社会生活、生产实践所必不可少的工

具课。为此，我们根据五年制高等职业教育数学课的要求，遵循“加强基础，

注重能力，突出应用，增加弹性，适度更新，兼顾体系”的原则编写了这套数

学教材，以供使用和交流。

拓宽基础，以能力为本位是本教材的特点之一。新世纪是“知识经济”

的时代，新知识、新技术、新思维层出不穷，每个人都需要树立终生教育和终

生学习的远大目标。学生在校学习的内容毕竟是有限的，要想适应社会的

进步、知识的更新，就必须具备良好的继续学习的知识基础和基本能力。因

此，我们在编写中力求体现“拓宽基础，以能力为本位”的思想。

从教学内容的安排来看，教材尽量采取“具体→抽象→应用”的思路，强
化学生能力的培养和科学的思维方法及辩证唯物主义思想的形成，培养基

本的运算能力、空间想象能力、数形结合能力、创新思维能力和实际应用能

力。因此，我们在教材中增大了生活及各专业实践中的应用例题和习题，积

极引导学生用数学知识去解决实际问题，使数学真正体现出它的基础性和

工具性，为生活、为其他专业课程服务的特点。

适应教育教学改革和学生不同选择的要求是本教材的又一特点。近

期，教育部颁发的高考制度允许职业学校的学生参加普通高考，为高职的学

生提供了一个极好的机会。这就要求高职的教材立即跟上，有所改变，有所

提高，既要满足学生毕业后马上就业的教学要求，又要对准备参加升学考试

的学生起指导作用。为此，本教材的第一、二册包括了所有的初等数学内



容，并且要求较高，题量较大，以满足学生参加再教育考试的需要。另外，教

材中内容的多少，知识面的宽窄和练习、习题的难易还兼顾了不同层次学生

的需要。

本套教材共分三册。第一册是初等数学的代数部分，第二册是初等数

学的部分代数内容及所有的几何部分，第三册是高等数学的微积分和空间

解析几何部分。建议学时约为２９０。主要供初中起点的高等职业技术教育
的学生使用，第一、二册也可供工科专业的中等职业技术教育的学生使用。

本套教材由太原铁路机械学校的张义平担任编委会主任委员，太原铁

路机械学校王新芳担任主编；山西省冶金工业学校富伯亭担任副主编。参

加编写的人员有昆明铁路机械学校尤磊、太原铁路机械学校李明、太原铁路

机械学校周凯和华北机电学校的岳鸿。其中，王新芳负责编写第一、二、五、

六、七、十四章；尤磊负责编写第三、四章；李明负责编写第八、九章；周凯负

责编写第十、十一、十二、十三章；岳鸿编写第十五、十六、十七章；富伯亭负

责编写第十八、十九和第二十章。

在编写中我们努力博采众长，参考了苏州大学出版社出版的江苏省五

年制高等职业教育试用教材《数学》，高等教育出版社出版的《高等数学》、全

国高等教育自学考试教材《高等数学》、国家教委中等专业学校规划教材《数

学》和普通高级中学课本《数学》，以及山西教育出版社出版的职业高级中学

课本《数学》等内容。在此向这些教材的编者们表示感谢。

尽管如此，由于时间仓促，我们能力有限，书中难免还存在缺点和错误，

望能得到有关专家的指导和批评，不甚感激。

编 者

２００２年４月

２ 前 言
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第十四章 空间解析几何

在平面解析几何里，我们通过平面直角坐标系，建立了平面上的点与有

序实数对之间的一一对应关系，把平面中的几何图象用图象上点的坐标所

满足的代数方程表示，使几何问题可以用代数的方法来解决．空间解析几何
与平面解析几何相仿，同样可以通过建立空间直角坐标系，建立空间点与三

元实数组之间的一一对应关系，把空间的几何图形用图形中的点的坐标所

满足的代数方程来表示，用代数方程的性质来研究空间几何问题．
本章首先介绍空间直角坐标系，然后在空间直角坐标系中研究空间的

点、线、面等几何问题．

第一节 空间直角坐标系

一、空间直角坐标系

过空间一定点Ｏ作三条相互垂直且有相同单位长度的数轴，这三条数
轴分别称ｘ轴（横轴）、ｙ轴（纵轴）、ｚ轴（竖轴），统称为坐标轴，定点Ｏ 叫
坐标原点．每两个坐标轴决定的平面称为坐标平面，分别记作ｘＯｙ平面、

图 １４?１ 图 １４?２



ｙＯｚ平面、ｚＯｘ平面．对空间直角坐标系坐标轴的正向作如下规定：要符合
右手法则，如图１４?１，以右手握住ｚ轴，让右手的四指从ｘ轴正向以９０°的
角度转向ｙ轴正向时，自然伸出的大拇指方向就是ｚ轴正向．这种坐标系
叫做右手坐标系．在右手坐标系中，从后到前的方向为ｘ轴的正向，从左到
右的方向为ｙ轴的正向，从下到上的方向为ｚ轴的正向．
在空间直角坐标系中，三个坐标平面将空间分为八个部分，每一部分称

为一个卦限．八个卦限的编号如图１４?２所示．

二、空间直角坐标系中点的坐标

设Ｍ 为空间中的已知点，过Ｍ 作三个平面分别垂直ｘ轴、ｙ轴、ｚ轴

图 １４?３

于Ｐ、Ｑ、Ｒ（如图１４?３），点Ｐ、Ｑ、Ｒ在ｘ
轴、ｙ轴、ｚ轴上的坐标分别为（ｘ，０，０），
（０，ｙ，０），（０，０，ｚ）．于是，空间点Ｍ 确定
了唯一一个有序三元实数组（ｘ，ｙ，ｚ）；
反之，已知一个有序三元实数组（ｘ，ｙ，

ｚ），我们可以在ｘ轴取坐标为ｘ的点Ｐ，
在ｙ轴取坐标为ｙ的点Ｑ，在ｚ轴取坐
标为ｚ的点Ｒ．然后通过点Ｐ、Ｑ、Ｒ分别
作ｘ轴、ｙ轴、ｚ轴的垂直平面，这三个
平面的交点 Ｍ，便是由有序数组（ｘ，ｙ，

ｚ）所确定的唯一的点．因此，空间中所有点与全体有序三元实数组之间建
立了一一对应关系．所以，把组数（ｘ，ｙ，ｚ）叫点Ｍ 的坐标，并记为Ｍ（ｘ，ｙ，

ｚ），依次称ｘ，ｙ，ｚ为点Ｍ 的横坐标、纵坐标、竖坐标．八个卦限内的点的坐
标（ｘ，ｙ，ｚ）的符号分别如下表所示：

卦 限 ｘ（横坐标） ｙ（纵坐标） ｚ（竖坐标）

Ⅰ ＋ ＋ ＋

Ⅱ － ＋ ＋

Ⅲ － － ＋

Ⅳ ＋ － ＋

Ⅴ ＋ ＋ －

２ 数学·第三册



续上表

卦 限 ｘ（横坐标） ｙ（纵坐标） ｚ（竖坐标）

Ⅵ － ＋ －

Ⅶ － － －

Ⅷ ＋ － －

显然，原点的坐标为（０，０，０），ｘ轴、ｙ轴、ｚ轴上的点的坐标分别为（ｘ，

０，０）、（０，ｙ，０）、（０，０，ｚ），坐标平面ｘＯｙ、ｙＯｚ、ｘＯｚ上点的坐标分别为（ｘ，

ｙ，０）、（０，ｙ，ｚ）、（ｘ，０，ｚ）．
例１ 分别写出点（１，２，３）关于ｘ轴、ｙ轴、ｚ轴和坐标平面ｘＯｙ、ｙＯｚ、

ｘＯｚ及原点的对称点的坐标．
解：点（１，２，３）分别关于ｘ轴、ｙ轴、ｚ轴对称的点的坐标为（１，－２，

－３）、（－１，２，－３）（－１，－２，３）；
点（１，２，３）分别关于坐标平面ｘＯｙ、ｙＯｚ、ｘＯｚ对称的点的坐标为（１，

２，－３）、（－１，２，３）（１，－２，３）；
点（１，２，３）关于原点对称的点的坐标为（－１，－２，－３）．

图 １４?４

三、空间两点之间的距离

已知空间两点 Ｍ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１）和

Ｍ２（ｘ２，ｙ２，ｚ２），求Ｍ１和Ｍ２之间的距
离ｄ．
过Ｍ１和Ｍ２各作三个分别垂直于

坐标轴的平面，这六个平面围成一个以

Ｍ１Ｍ２为对角线的长方体，如图１４?４，
则

ｄ２＝Ｍ１Ｍ２２＝Ｍ１Ｎ２＋ＮＭ
２
２

＝Ｐ１Ｐ２２＋Ｑ１Ｑ
２
２＋Ｒ１Ｒ

２
２

＝（ｘ１－ｘ２）２＋（ｙ１－ｙ２）２＋（ｚ１－ｚ２）２

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
q

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
q

r

rr

r

所以

ｄ＝ （ｘ１－ｘ２）２＋（ｙ１－ｙ２）２＋（ｚ１－ｚ２）槡 ２ （１４?１）
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该公式称为空间两点间距离公式，如图１４?４所示．特别地，空间任意点

Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）到原点Ｏ（０，０，０）之间的距离为ｄ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２．
例２ 求证以Ａ（１，２，３）、Ｂ（３，１，５）、Ｃ（２，４，３）三点为顶点的三角形为

直角三角形．
证明：因为

ＡＢ２＝（３－１）２＋（１－２）２＋（５－３）２＝９，

ＢＣ２＝（２－３）２＋（４－１）２＋（３－５）２＝１４，

ＡＣ２＝（１－２）２＋（２－４）２＋（３－３）２＝５，
所以ＢＣ２＝ＡＢ２＋ＡＣ２．

即 三角形ＡＢＣ为直角三角形．
例３ 在ｘ轴上求一点Ｐ，使它与点Ｑ（４，１，２）的距离为槡３０．
解：设ｘ轴上点Ｐ的坐标为（ｘ，０，０），由两点间距离公式得

ｄ２＝（４－ｘ）２＋（１－０）２＋（２－０）２，
即得 ｘ２－８ｘ－９＝０，

ｘ＝９或者ｘ＝－１，
故所求的点为Ｐ１（９，０，０）或Ｐ２（１，０，０）．
例４ ｚ轴上求一点，使它与Ａ（－４，１，７）、Ｂ（３，５，－２）两点的距离相

等．
解：因所求的点在ｚ轴上，所以可设该点的坐标为Ｍ（０，０，ｚ），依题意

有

｜ＭＡ｜＝｜ＭＢ｜，

即 （０＋４）２＋（０－１）２＋（ｚ－７）槡 ２＝ （０－３）２＋（０－５）２＋（ｚ＋２）槡 ２

两边去根号，解得ｚ＝１４９
，

故所求点的坐标为Ｍ ０，０，１４（ ）９ ．

四、球面方程

作为空间两点间的距离公式ｄ＝ （ｘ１－ｘ２）２＋（ｙ１－ｙ２）２＋（ｚ１－ｚ２）槡 ２

的一个简单运用是求球面的方程．根据空间两点间的距离公式，可以求得以

ｐ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）为中心，ｒ（ｒ＞０）为半径的球面方程为：
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（ｘ－ｘ０）２＋（ｙ－ｙ０）２＋（ｚ－ｚ０）２＝ｒ２．
其中（ｘ，ｙ，ｚ）是球面上任意点的坐标．特别地，中心在原点，ｒ（ｒ＞０）

为半径的球面方程是：

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ｒ２．
例５ 求中心在（１，１，０），半径为２的球面方程，并验证点（１，１，－２）在

球面上．
解：设（ｘ，ｙ，ｚ）是球面上任意点的坐标，中心在（１，１，０），半径为２的

球面方程为：

（ｘ－１）２＋（ｙ－１）２＋（ｚ－０）２＝４．
将点（１，１，－２）的坐标代入方程（ｘ－１）２＋（ｙ－１）２＋ｚ２＝４中，方程成

立，即点（１，１，－２）在所求的球面上．

习 题 １４?１

１在空间直角坐标系中，指出下列各点在哪个卦限？

Ａ（１，－２，３）；Ｂ（２，３，－４）；Ｃ（２，－３，－４）；Ｄ（－２，－３，１）．
２当Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）处于以下位置时，指出它的坐标所具有的特点：
（１）Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）在平面ｘＯｚ上；
（２）Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）在Ｏｘ轴上；
（３）Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）在与平面ｘＯｚ平行且距离为２的平面上；
（４）Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）在与Ｏｚ轴垂直且与原点距离为５的平面上．
３在空间直角坐标系中作出下列各点：
（１）Ａ（１，２，３）；（２）Ｂ（２，０，０）；（３）Ｃ（３，０，２）；（４）Ｄ（２，－１，１）

４求在ｙ轴上求与两点Ａ（－４，１，７）和Ｂ（３，５，－２）等距离的点．
５在ｙＯｚ平面上，求与三个已知点Ａ（３，１，２）、Ｂ（４，－２，－２）、Ｃ（２，

４，３）等距离的点．
６求点Ｍ（２，－３，－１）（１）关于各坐标平面；（２）关于各坐标轴；（３）关
于坐标原点对称的点的坐标．
７一立方体一个顶点在原点，三条棱分别在三条坐标轴的正半轴上，
棱长为ａ，写出它的八个顶点的坐标．
８写出球面方程：
（１）球心在（１，－１，２），半径为５；
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（２）球心在原点，半径为４．

讨 论 题

１求点Ｍ（４，－３，５）到各坐标轴、各坐标平面的距离．
２在平面直角坐标系和空间直角坐标系中，一切ｘ＝ｂ（ｂ为常数）的
点构成的图形分别是什么？

３自点Ｐ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）分别作各坐标平面和坐标轴的垂线，写出各垂足
的坐标．
４过点Ｐ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）分别作平行于ｚ轴的直线和平行于ｘＯｙ面的平
面，问在它们上面的点分别有什么特点？

第二节 方向余弦与方向数

前面我们已经学习了平面向量的概念及其运算，下面我们进一步讨论

空间向量的一些运算和性质．

一、空间向量的坐标

设沿ｘ轴、ｙ轴、ｚ轴分别取单位向量ｉ、ｊ、ｋ，并把它们称为基本单位
向量．

图 １４?５

设向量ｒ＝
→

ＯＭ，起点为原
点，终点为Ｍ（ｘ、ｙ、ｚ），过Ｍ 作
三个平面分别垂直于ｘ轴、ｙ轴、

ｚ轴，与这三条轴的交点分别为

Ｐ、Ｑ、Ｒ．显然，过点Ｍ 垂直于ｘ
轴和垂直于ｙ轴的两个平面的交
线ＭＭ′垂直于ｘＯｙ平面，这里

Ｍ′是这条交线在ｘＯｙ平面上的
垂足，如图１４?５．由向量加法的多
边形法则，我们有：

ｒ＝
→

ＯＭ＝
→

ＯＰ＋
→

ＰＭ′＋
→

Ｍ′Ｍ＝
→

ＯＰ＋
→

ＯＱ＋
→

ＯＲ＝ｘｉ＋ｙｊ＋ｚｋ．
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显然，向量ｒ与其终点Ｍ 之间构成一一对应关系，即ｒ与三元有序数
组ｘ、ｙ、ｚ之间存在一一对应，因此向量ｒ由有序数组ｘ、ｙ、ｚ唯一确定，我
们把这个有序数组叫做向量ｒ的坐标，并记为：ｒ＝｛ｘ、ｙ、ｚ｝．

利用向量ｒ＝
→

ＯＭ的坐标表达式ｒ＝｛ｘ、ｙ、ｚ｝，我们容易得到空间一般
向量的坐标表达式：

设已知空间的两点 Ｍ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１）和 Ｍ２（ｘ２，ｙ２，ｚ２），作以 Ｍ１（ｘ１，

ｙ１，ｚ１）为起点，Ｍ２（ｘ２，ｙ２，ｚ２）为终点的向量Ｍ１Ｍ
→

２，如图１４?６．连接ＯＭ
→

１，

ＯＭ
→

２，

有ＯＭ
→

１＝ｘ１ｉ＋ｙ１ｊ＋ｚ１ｋ＝｛ｘ１，ｙ１，ｚ１｝，

ＯＭ
→

２＝ｘ２ｉ＋ｙ２ｊ＋ｚ２ｋ＝｛ｘ２，ｙ２，ｚ２｝，

于是 Ｍ１Ｍ
→

２＝ＯＭ
→

２－ＯＭ
→

１．
＝（ｘ２ｉ＋ｙ２ｊ＋ｚ２ｋ）－（ｘ１ｉ＋ｙ１ｊ＋ｚ１ｋ）

＝（ｘ２－ｘ１）ｉ＋（ｙ２－ｙ１）ｊ＋（ｚ２－ｚ１）ｋ
＝｛ｘ２－ｘ１，ｙ２－ｙ１，ｚ２－ｚ１｝．

图 １４?６

记ａｘ＝ｘ２－ｘ１，ａｙ＝ｙ２－ｙ１，ａｚ＝ｚ２－ｚ１．
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则 Ｍ１Ｍ
→

２＝ａｘｉ＋ａｙｊ＋ａｚｋ＝｛ａｘ，ａｙ，ａｚ｝．

我们称ａｘ、ａｙ、ａｚ为向量Ｍ１Ｍ
→

２的坐标．

综上所述，空间任一向量Ｍ１Ｍ
→

２的坐标等于它的终点 Ｍ２坐标与始点

Ｍ１对应坐标的差．

二、空间向量的线性运算

利用向量的坐标很容易进行向量的线性运算．设：

ａ＝｛ａｘ，ａｙ，ａｚ｝，ｂ＝｛ｂｘ，ｂｙ，ｂｚ｝，则

ａ＋ｂ＝｛ａｘ，ａｙ，ａｚ｝＋｛ｂｘ，ｂｙ，ｂｚ｝

＝（ａｘｉ＋ａｙｊ＋ａｚｋ）＋（ｂｘｉ＋ｂｙｊ＋ｂｚｋ）

＝（ａｘ＋ｂｘ）ｉ＋（ａｙ＋ｂｙ）ｊ＋（ａｚ＋ｂｚ）ｋ
＝｛ａｘ＋ｂｘ，ａｙ＋ｂｙ，ａｚ＋ｂｚ｝；

同理，有

ａ－ｂ＝｛ａｘ，ａｙ，ａｚ｝－｛ｂｘ，ｂｙ，ｂｚ｝＝｛ａｘ－ｂｘ，ａｙ－ｂｙ，ａｚ－ｂｚ｝；

λａ＝λ｛ａｘ，ａｙ，ａｚ｝＝λ（ａｘｉ＋ａｙｊ＋ａｚｋ）＝｛λａｘ，λａｙ，λａｚ｝．
这里λ是任意实数．
显然，ａ＝ｂ的充要条件是ａｘ＝ｂｘ，ａｙ＝ｂｙ，ａｚ＝ｂｚ．
例１ 已知ａ＝｛２，－１，－３｝，ｂ＝｛２，１，－４｝，求ａ＋ｂ，ａ－ｂ，３ａ－２ｂ．
解：ａ＋ｂ＝｛２＋２，－１＋１，－３－４｝＝｛４，０，－７｝；

ａ－ｂ＝｛２－２，－１－１，－３－（－４）｝＝｛０，－２，１｝；

３ａ－２ｂ＝｛６，－３，－９｝－｛４，２，－８｝＝｛２，－５，－１｝．

三、向量的方向角与方向余弦

我们知道，向量是由长度（也叫模）和方向确定的，如果非零向量ａ的
坐标为｛ａｘ，ａｙ，ａｚ｝，那么，它的长度和方向也可以用其坐标来表示．

向量ａ＝｛ａｘ，ａｙ，ａｚ｝，作向量
→

ＯＭ＝ａ，则
→

ＯＭ＝｛ａｘ，ａｙ，ａｚ｝，点Ｍ 的坐标为｛ａｘ，ａｙ，ａｚ｝，

因此向量的模为：｜ａ｜＝｜
→

ＯＭ｜＝｜ＯＭ｜＝ ａ２ｘ＋ａ
２
ｙ＋ａ

２槡 ｚ．
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对于任意非零向量ａ，其单位向量ａ０＝ ａ｜ａ｜．
为了表示ａ的方向，我们引入方向角的概念：
非零向量ａ与ｘ轴、ｙ轴、ｚ轴的正向的夹角α、β、γ称为向量ａ的三

个方向角．我们规定０≤α、β、γ≤π．方向角的余弦ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ称为向
量ａ的方向余弦，如图１４?７．容易推得方向余弦公式：

图 １４?

qqqqqqqqqqqqqq
q
q
q
q
q
q
q
q
q

qqqqqqqqqqqqqq
q
q
q
q
q
q
q
q
q

r

rr

r

７

ｃｏｓα＝
ａｘ
｜ａ｜＝

ａｘ
ａ２ｘ＋ａ２ｙ＋ａ

２槡 ｚ

ｃｏｓβ＝
ａｙ
｜ａ｜＝

ａｙ
ａ２ｘ＋ａ

２
ｙ＋ａ

２槡 ｚ

ｃｏｓγ＝
ａｚ
｜ａ｜＝

ａｚ
ａ２ｘ＋ａ

２
ｙ＋ａ

２槡 ｚ

（１４?２）
由以上的方向余弦公式很容易得：

（１）任一非零向量的方向余弦的平方和是１
qqqqqqqqqqq

q

qqqqqqqqqqq
q

r

rr

r

，即

ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２β＋ｃｏｓ２γ＝１ （１４?３）

（２）以原点为始点的任一单位向量的方向余弦就是其端点的坐标．

例２ 求起点为Ｍ１（－１，２，３），终点为Ｍ２（０，３，２）的向量Ｍ１Ｍ
→

２的坐

标表达式、模、方向余弦、单位向量．

解：Ｍ１Ｍ
→

２＝｛０－（－１），３－２，２－３｝＝｛１，１，－１｝＝ｉ＋ｊ－ｋ；

Ｍ１Ｍ
→

２＝ １２＋１２＋（－１）槡 ２ 槡＝３

ｃｏｓα＝１
槡３
，ｃｏｓβ＝

１
槡３
，ｃｏｓγ＝－１

槡３
它的单位向量为：

ａ０＝
Ｍ１Ｍ

→

２

Ｍ１Ｍ
→

２

＝１
槡３
｛１，１，－１｝＝

１
槡３
，１
槡３
，－１
槡｛ ｝３
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