
平面及其基本性质

积的计算方法

）的表面积及体、锥（ 、台（ 、球

如图

一　　平面及平面图形的表示法

展的

平面是广阔无涯无厚度的，也就是说，平面是可以无限延

我们日常见到的一些简单的平面图形，如黑板面、窗玻

当我们在适当的距离和角度观察这些矩形时，会

璃面、课桌面等等，都可看作平面的一部分，它们大都具有矩

形的形状

因感觉它们都象平行四边形

此在立体几何中，通常可把平

所示

面的示意图画成平行四边形，

由于平面是广

阔无涯的，所以平行四边形的周界线仅仅是示意，并不真实存

平面与平面的位置关系，它们之间所成角的定义；以及柱

它的基本性质；直线 与直线、直线与平面、

和本章将介绍立体几何的基本知识，包括平面

空间图形的概念、性质及其应用

立体几何（点不全在同一平面内 ）主要研究

间图形 空间图形由点、线、面这些基本元素组成，它的所有

我们生活在立体空间之中，所接触的物体形状都是些空

第七章　　立体几何简介



偏转

图

在水平平面内画平面图形，按画法几何的规定，一般不画

所

在平面和

它的真实形状，例如矩形往往画成一个锐角为 的平行四

边形，其中，水平的一边方向不变并保持原长度，竖直的边则

并缩为原长的一半；其它的平面图形也可类似地画

如图出，这就得到了平面图形在水平平面内的示意

示。

二　　平面的基本性质

通过长期的实践，人们总结出关于平面的三条基本性质，

把它们作为公理，这些公理是研究立体几何的理论基础

公理 如果一条直线上的两个点在一个平面内，那么

这条直线上的所有点也都在这个平面内

如图 上有两个点所示，已知直线

所示略不画，如图

等等 还规定，显露的部分画实线，被遮的部分画虚线或省

，可记作平面点的字母表示平面，如图 或平面

们写在平行四边形的某一角的内部；有时也用平行四边形顶

在立体几何中通常用希腊字母 等表示平面，把它

在，或者也可以说平行四边形只是所表示的平面的一部分



图

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



集合的符号和术语

在直线

不在直线

在平面

不在平面

点

点

点

点

在平面直线

于是公理

那么直线

公理

过这点的一条直线

如图

面 与平面

平面 与平面

一条直线

平面 相交于直线

，记作

记作

不通过点

内内，则直线 上所有的点都在平面

这种情况我们叫做直线

经过直线

或

内或平面在平面

图 例如把一根直尺边缘上的

任意两点放在平的桌面上，可以看到直尺的边缘全部落到桌

面上，

为了叙述的方便，在研究点、线、面位置关系时，可以使用

通常可以认为点是元素，而直线和平面

通过点

都可以看成点的集合，因此有以下写法

上，即直线 ，记作

不通过点 ，记作

通过点

上，即直线

内，即平面 记作

内，即平面

通过直线内，即平面

这时我们说平面

就相交于过点

是平所示，如果点

的一个公共点，那么

的

与

图　　

如果两个平面有一个公共点，那么它们相交于

点为平面，点如果可表示为



，点可表示为：如果点 那么

折纸的折痕是两例如天花板与墙壁的交线是一条直

个平面的交线，也是一条直线

与平面 相交于直线 ，可记作平面

图

于是公理

过不在一条直线上的任意三点，存在且仅存在

其中

公理

所示，如果

一个平面

如图 是不在同一直线上的三个

点，那么经过这三点，存在且仅存在一个平面

图

公理

个平面”

可以简单地说成“不在同一直线上的三点确定一

其中，“确定一个平面”是指“存在且仅存在一个平

例如把一扇门上的两个合页和一把锁看作是不在同一条

面”的意思



平面就被确定，于的

还可以得到确定一个平面的三个

不在同一直和

习　　题

仿照图 在水平平面上画出三角形、正方形、梯形、正六边形

正

一条直线和这条直线外的一点可确定一个平面

外的一点，在 上取是直线 、

不在同一条直线上，它们可以确定平面

内，则直线在平面

仅有一个

也在平面

所以这样的平面

推论

与 相交于点 ，除点 外

与

如图

在直线 ，则点

线上，所以它们可以也仅可以确定一个平面

两条平行直线可以确定一个平面

）所示，根据不在同一条直线上的三点及平行

直线的意义，它们可以也仅可以确定一个平面

及圆的示意图

（见第

试判断下面所画的平面与平面相交的图形是否正确，并给以改

页 图 ）

回答下列问题：

置如何？过这四点）四点中有三点在一条直线上，则这四点的位

可以确定几个平面？

）一条直线分别与两条平行直线平行，这三条直线必在同一平（

直线上的三个点，那么锁上门后，门所在

是门就固定不动了。

和公理根据公理

推论

）所示，设

推论

如图

两点，则点

；而直线上有两个点

内

两条相交直线可以确定一个平面

所示，设直线

上分别取点

推论

如图



本章所说的两条直线，通常指不重合的两条直线 我们

题图）（第

面内吗？

过一点任作三条直线，它们是否在同一平面内？

平面内？

一条直线与两条平行直线分别相交，这三条直线是否在同一

若与两条相交直线分别相交，这三条直线是否在同一平面内？

直线与直线的位置关系

异面直线所成的角

一　　直线与直线的位置关系

例相交

知道在同一平面内的两条直线的位置关系只有两种：平行或

但在空间，两条直线还存在着另外一种位置关系

如，教室中黑板的下沿与窗框的上沿所在的两条直线；电车的

面内，既不平行也不相交

输电线与路旁的电线杆所表示的两条直线，它们不在同一平

对于具有这种位置关系的直线，给

出以下定义：

定义不在同一平面内的两条直线叫做异面直线

于是空间两条直线的位置关系有以下三种

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



所示，若直线

图

在同一平面内；

没有公共点，

有且仅有一个

公共点，

异面直线 没有公共点，不在同一平面内

）的画法就比较直观，而图

画异面直线时，要把两条直线画在不同的平面内，如图

的画法

不能显示出异面直线的特点，应该避免，

我们知道，在同一平面内，平行于同一条直线的两条直线

一定平行，在空间也有类似的结论

定理

（证明从略）

（三线平行定理）空

间三条直线，如果其中两条直线

都平行于第三条直线，那么这两

条直线也相互平行

图

如图

，则

平行直线

相交直线



别是

求证　　

形

例如挂在墙上的矩形镜框，已知镜框的上沿平行于下沿，

所以悬挂时只要使下沿线与地板缝平行，就可知上沿线一定

也和地板缝平行

例

分如图

四个顶点不在同一平面内的四边形叫做空间四边

所示，已知空间四边形

的中点

是平行四边

形

它是空间证　　连结线段

四边形

组成

的一条对角线），则

线段

是它的中位线，所以

、　 、　

定理 不在同一平面内的两个角，如果其中一个角的

角相等，空间也有这样的定理

此外，类似于平面几何中对应边平行且方向相同的两个

所得到的折痕都是相互平行的

如图此相互平行 所示，把一张长方形的纸对折两次，

利用与同一条直线平行的关系可以推出空间许多直线彼

是一个平行四边形因此

由三线平行定理可知

组成同理线段 是它的中位线，所以

图



上分别截取

所以

与，在

和

因为

另一组对边

同理可证

因此

即 也是平行四边形，则有

，即，从而于是

是平行四边形，于是它的

，连结

证　　在两个角的对应边 与 上分别截取

求证

，并且方向相同，如图 所示

已知 在平面 上， 在平面 上，其中

相等

两边与另一个角的两边分别平行且方向相同，那么这两个角

图 图



所示，在正

中，试分

如图

图

因为两个角的两条边对应平行且方向相同时 这两个角

就相等，所以两条异面直线 与 所成角的大小，只决定于

的相对位置，而与任选的点与 的位置无关

角的两条异面直线叫做是相互垂直的，异面直线成

与 垂直也记作

例

方体

二　　异面直线所成的角

平面内两条相交直线的位置关系可以用它们的交角来表

示 而两条异面直线不在同一平面内，它们既不平行又不相

交，为了表示它们的位置关系，给出如下的定义：

定义经过空间任意一点，分别作与两条异面直线平行

的直线，这两条直线相交所成的锐角（或直角）叫做两条异面

直线所成的角

图 就是异面直线所成的角的两种常见的画法

析下列各对线段的位置关系并指

出所成角的度数

与

图

与

与

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



是异面直线

度量

与 因为

与

所

角，即

，所以是异面直线 因为

，故

的一组对边，因为在

与 成 角

所以

角

解 （

而与

成故

所成的角可用

与

与）

度量，而与

与 成

所成的角可用

角

是四边形与

是平行四边形，它的另一正方体上

，即

，所以

组对边

与 因为是异面直线

是所成的角可用 度量，而与

的一个内角，不难看出，

成，故

是个等边三角形，因此，

与

习　　题　　

回答下列问题：

）分别位于两个平面内的两条直线一定是异面直线吗？

）空间两条直线没有公共点，它们一定是平行直线吗？

）一条直线和两条异面直线分别相交，共可确定几个平面？

）平行于同一直线的许多空间直线是相互平行的，那么垂直于

同一直线的许多空间直线相互平行吗？

成

和平面

角

成多大的角？为什么？

不在平面

，其中

内，那么

、 ，且

与与 ，

而 与已知直线

那么

与

）如 果 一定是异面直线吗？

如果一条直线垂直于两条平行直线中的一条，那么与另一条直



直线与平面的位置关系

题图）（第

一　　直线与平面的位置关系

观察周围的实际事物可以发现，直线与平面的位置关系

有三种情况：

直线在平面内，即直线与平面有无数多个公共点；

直线与平面有一个公共点；

）直线与平面没有公共点

例如教室的墙与地面的交线是条直线，它就在地平面上；

两面相邻的墙的交线也是条直线，它与地平面只有一个公共

点；而墙与天花板的交线，则是一条与地平面没有公共点的直

线

对于后两种情况，给出以下的定义：

定义　　一条直线如果与平面没有公共点，那么这条直线

叫做与平面是平行的；一条直线如果与平面只有一个公共点，

异面直线

异面直线

与

与 所成的角（用反三角函数表示

所成的角（用反三角函数表示）；

试求：

在图中所表示的长方体中，已知

线有什么位置关系？



，记作

相交于点

，或平行于平

而

那么这条直线叫做与平面是相交的

直线

与平面直线 ，记作

有无数多个公共点；

于是直线与平面的位置关系有以下三种：

）直线在平面内

有且仅有一个公共点；

没有公共点

）直线与平面相交

直线与平面平行

所

画直线与平面平行时，要把直线画在表示平面的平行四

边形外面，并且与平行四边形的一条边平行，如图

所示

示；画直线与平面相交时，要把直线延伸到表示平面的平行四

边形的外边，如图

图

二　　直线与平面平行

因此有

我们知道在房间里，只要天花板与墙的交线平行于墙与

地面的交线，那么天花板与墙的交线就平行于地面

下面的定理：

判定定理　　如果平面外一条直线与平面内一条直线平

行，那么这条直线与这个平面平行

所示，如果直线如图 外，在平面

那么 （证明从略）



但也没公共点与

例 如图 所示，已知

且

求证

证　　因为 且

所以 于是

图

图

已 知 如 图 所示，

求证

所以 与证　　因为

与

三直线与平面垂直

把一本书打开直立在桌面 各页与桌上，设书脊为

图

；而 且所 以

共点，所以

以 内，它们没有公同在平面

所没有公共点；又因为

条直线的平面和已知平面相交，那么这条直线就和交线平行

性质定理　　如果一条直线平行于一个已知平面，且过这

图



过一个已知点有且仅有一条直线与平面垂直，这条垂线

与平面的交点叫做垂足

而这个平面叫做这条直线的垂面

与这些交线都是垂⋯，显然面的交线分别为

所示直的，如图

定义　　如果一条直线与平面内任何一条直线都垂直，那

么就说这条直线与平面垂直，并把这条直线叫做平面的垂线

图 图

判定定理　　如果一条直线垂直于平面内两条相交直线，

画直线与水平平面垂直时，通常把直线画成与表示平面

中的

垂直于平面

的平行四边形的横边垂直，如图

直线 记作

判定一条直线是否与平面垂直，并不需要验证它与平面

内所有的直线都垂直，而有以下定理：

那么这条直线就垂直于这个平面

如图 ，而 平面 平面

，且 平面

所示，直线

，那么 （证明从略）

例如在植树或立电线杆时，为了使它们与地面垂直，总要

从两个不同方向检查它们是否与地面上某些直线垂直，就是

这个道理



从平面外一点向平面引垂线和斜线，从这点到垂足间的

平面的斜线，斜线和平面的交点叫做斜足

一条直线和一个平面相交但不和它垂直，这条直线叫做

斜线及其在平面内的射影

四　　直线与平面斜交

（厘米）

中有

因此在直角

图（厘米）；

有

中）在直角

（厘米）；

中有

因此在直角

所示：解　　如图

和求 的长（精确到 厘米）

，米， 厘米，而 厘米

平面例 内有直角 厘

（证明从略）条直线互相平行

性质定理　　如果两条直线同垂直于一个平面，那么这两

这个结论也可作为判定定理使用

条直线与一个平面垂直，那么另一条直线也与这个平面垂直

另外，由上面的定理可以推出，如果两条平行直线中的一

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


