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结论

数理逻辑是形式逻辑与数学相结合的产物，它主要是研究推理的科学，特别是数学中推

理的科学，它是采用数学符号化的方法，给出推理规则来建立推理体系，进而讨论推理体系

的一致性、可靠性和完备性。具体地讲是研究推理中前提和结论间的形式关系，这种形式关

系是由作为前提和结论的命题的逻辑形式决定的，为研究前题和结论间的形式关系需要构造

形式系统，这样的形式系统称为逻辑演算。

数理逻辑的研究内容概括地讲是两个演算加上四论，两个演算为命题演算和谓词演算:

四论为递归论、证明论、模型论、公理集合论。其中命题演算和谓词演算是四论的共同基

础。命题演算、谓词演算和递归函数本书将重点介绍，下面对其中的四论加以简单的说明，

以便对数理逻辑有一个总的了解。

(1)递归论(可计算性理论):它为能行可计算函数找出各种理论上的、精确化的、严密

化的类比物。

递归函数可以采用图灵机来实现，递归函数为Turing可计算函数，反过来Turing可计卒算

函数必为递归函数。

(2) 证明论 : 研究数学理论系统的相容性。

(3) 模型论 : 主要对各种数学理论系统建立模型并研究各种模型间的关系及模型和数学

系统之间的关系。

(4) 公理集合论: 在消除己知集合论悖论的情况下用公理的方法把布关集合的理论发展

下去。

所谓悖论是指自相矛盾的语句。著名的如罗素悖论。

如理发师问题，一理发师称"我只给不给自己理发的人理发"。

如果他不给自己理发，则他就应该给自己理发:反之，如果他给自己理发，贝则u他就不应

i该亥给 自 己理发。 同样如 " 我正在说谎

一般地，集合本身不能成为它自己的元素。如 {a }~ {叫 ， 但有些集合本身可以成为它 自

己的元素，如概念的集合，因为它本身是一个概念，因此这个集合可以是它自己一个元素。

因此AεA和A~A均为谓词，可以用来定义集合。

如 F面的罗素悖论:

设论述域是所有集合的集合，并定义S为下述集合

S={A IA~A}
这样， S是不 以 自 身 为元素的全体集合的集合 ， 现在的 问题为"S是不是它 自 身 的元

素?"

假设S不是它自己的元素，即S~ S，则S满足谓词A~A，而谓词定义了S，所以SE S。另一

方面，如果SE S，则S必须满足定义S的谓词，所以 ， S~S。

如此导出了一个悖论:既非SES，又非S~ S。

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



由上所述，在定义集合时，应直接或简接地限制集合成为它自己的元素，以避免悖论的

产生。

数理逻辑和计算机科学有着十分密切的关系，无论是数字电子计算机雏形的图灵机，还

是数字电路的布尔代数，以及作为程序设计工具的语言、程序设计方法学、关系数据库、知

识库、编译方法、人工智能等领域均离不开数理逻辑。同时，由于两者的相互惨透推动了数

理逻辑的发展。因此学好数理逻辑对于计算机科学理论的研究有重要的作用。

一2一



第 且
自
于

命题演算基础

1.1 命题和联结词

1. 1. 1 命题

定义:凡是可以判断真假的陈述句均称为命题。

命题具有两个特征，首先命题应是一个陈述旬，感叹句、疑问句、祁使句等均不是命

题:

其次这个陈述句所表达的内容可决定真或假且真假不可兼，即它应有真假性。

如果→命题取为真，则说明该命题的真值为真，用 T表示真:如果一命题取为假，则说

明该命题真值为假，用 F表示为假。

下面举例说明命题的概念:

( 1)数理逻辑是计算机科学中的一门必修课。

它是一个陈述句，可决定其真值为 T，所以为命题。

( 2 )请给我一张纸!

它不是陈述句，不是命题。

( 3)火星上有生物。

它是陈述旬，从本质而言，它具有真假牲，不过当今尚不知其是真还是假，随着科学

技术的发展一定能够判断其真假，所以是命题。

(4 )我正在说谎。
悖论，虽其为陈述旬，但其不能判断其真假，非命题。

( 5)如果A和B为偶数，则A+B亦为偶数。

它是陈述句，可决定其真假，所以为命题。

(6 )今天天气很凉快。
它是陈述句，其真假可根据个人的感觉来决定是T或 F，所以是命题。

(7) X+ Y=Z。

虽其为陈述旬，但不能判断其真假，非命题。

( 8)如果2十3=6，则3+7=9 。

它是陈述句，其值为 T，是命题。

( 9) 1+1=3吗 ?

疑问旬，不为陈述旬，非命题。

(10) H ow beautiful flower it is !

感叹句，不为陈述句，非命题。

-3一



命题具有两种类型，原子命题和复合命题。

(1) 第 叫种类型是不可剖开或分解为更简单命题的命题称为原子命题。

如:"雪是白的"、" 2为质数 " 、 " 南京是江苏省的省会 " 等就是原子命题。

(2) 第二种类型是由成分命题利用联结词构成的命题称为复合命题。

如:

"1+1=2" 且 " 雪是白的 " :

"如果-个三角形有三条边相等，则该三角形为等边三角形"等就是复合命题，其中

语句中的"和"、"且"、"如果……则……"等就是联结词。

注意有时有些语句看似复合命题，但实际上为原子命题。

如语句 " TOM和JOHN是兄弟"就不能分解为 " TOM是兄弟"和fI JHON是兄弟 " ， 因

为某一个人不能成为兄弟，故应把它理解为原子命题。

在绪论中，介绍了数理逻辑是研究前提和结论间的形式关系，而不研究具体的内容。为

此采用数学方法将命题符号化亦称为形式化方法是十分重要的，约定用大写字母表玩命题。

例如 : P:表示 " 1 + 1 =2 " ;

Q: 表示 " 南京是江苏省的省会 " :

R: 表示 " 2为质数" 。

定义z如果当 P表示任意命题时 ， p就称为命题变元。

注意命题变元和命题是两个不同的概念。

命题指具体的陈述句有确定的真值。

命题变元没有确定的真值，只有当代以具体的命题时才能确定它的真值。换言之，命题

变元是以真假为变域的变元，用 p ， Q , R等表示命题变元。

L 1. 2 联结词

下面介绍五个常用的联结词:

「、〈、〉牛一争、←今

一、否定词「

否定词是一个一元联结词。

利用该联结词可利用成分命题 P构成复合命题

-， p ， 读为非 P二

日常语言中的"非"、"不"、"并非"等均

表示逻辑非。

非P的真假和 P的真假关系定义如下:

-， p为真当且仅当 P为假

其真值表如图1.1 - 1

例 1 : P: 今天是星期天。

-， P : 今天不是星期天。

例 2 : P:, "4为质数 "

一4一

P I -.P

图1.1- 1



-, P : "4不为质数

•
二、合取词〈

合取词"八"是一个二元联结词。

利用该联结词可将成分命题P和 Q构成复合命题PA Q ， 读为 P合取 Q 。 其中 PA Q称为

合取式 ， P和 Q称为合取项。

日常i语岳吉中的"且"、"与"、"并且

P合取 Q的真假和 P ， Q的真假关系定义如下:

PA Q真当且仅当 P和 Q均真

其真值表如图1.1-2 :

例 1 : P: "1+1=2";

Qι:" 雪是白的 " o P Q I P/\ Q

则 PA Q阜: " 表示1 十 1 = 2且雪是白的

例 2:这台计算机质量很好但很贵。 T F I F

令: P表示 " 这台计算机质量很好 " : F T l F

Q表示 " 这台计算机很贵 " 0 F F IF

则原句译为PA Qo

图1.1 -2

三、析取词〉

析取词" v "是一个二元联结词。

利用成分命题P和 Q可构成复合命题Pv Q ,

读为 P析取 Q。其中 Pv Q称为析取式 ， P和 Q称

为析取项。

日常语言中的"或"等可用析取词来表示。

P析取 Q的真假和 P ， Q的真假关系定义如下:

PvQ为假当且仅当 P和 Q均假

其真值表如图1.1-3。

P Q I PvQ

TTl T

T FIT

F TIT

F F I F

例 1 : P: " 今天下雨 " : ， 图 1.1 - 3

Q: " 今天F雪 " 。

Pv Q: 表示今天下雨或今天下雪 。

例 2 : P表示 " 今天我去书店购书 " :

Q表示 " 今天我在家学电脑 " 。

Pv Q: 表示 " 今天我去书店购书或在家学电脑

注意i语吾言中"或"在现实生活中有可兼性和不可兼性，在数理逻辑中规定只有唯一的6

种意思，即可兼的"或"。

四、蕴含词→

蕴含词"→"是一个二元联结词。
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利用成分命题P和 Q可构成复合命题P→ ι读为 P蕴含 Q，其中 P→ Q称为蕴含式，

P称为蕴含前件 ， Q称为蕴含后件， 蕴含词亦可以用 " 二 " 表示。

日常语言中的"如果. ..则..."、"只要. ..就..."等均可表示为蕴含词。

P蕴含 Q的真假和 P ， Q的真假关系定义如下 :

P→ Q假当且仅当P真 Q1I!1

其真值表如图 1. 1 -4 0 P Q I P• Q

注意在现实生活中，用如果. ..则. ..连系起来的蕴含

式，其前后件必须是相关的，不能把不相干的两个语句 T T l T

连在一起，如下面例2中语句在生活中是没有意义的 ， T F I F

但在数理逻辑中由于只考虑两者之间的形式关系，而不 F TIT

涉及其内容，因此可以把任意的两个命题构成一蕴含 F FIT

式。

例 1 : P: "天下雪":图1.1-4

Q: "天下雨"

R: "体育比赛照常进行"。

(-, Pv-, Q)→ R : 表示 " 只要天不下雪或不下雨 ， 体育比赛就照常进行 " 。

例 2 : P: "1+1=3";

Q: " 雪是黑的 " :

R: "2+2=6":

P • (QAR)表示 " 如果 1 + 1 = 3 . 则雪是黑的且2+2=6 " 。

从真值表可看出，当蕴含前件 P取F值时，不管其后件 Q取 T或 p，蕴含式P→ Q总取

真 T，故复合命题" 1 十1=3 ， 则雪是黑的且2+2=6 "之值为 T。也就是说，在形式推理中

只要前件为假，就可推出任何命题，而此推理过程是正确的。

五、等价词件

等价词"件"是一个二元联结词。

利用成分命题P和 Q可以构成复合命题P件 Q，读为 P等价于 Q。其中 P件 Q称为等价

式 ， P称为等价式左端 ， Q称为等价式右端 。 等价词有时亦用 " 三 " 来表示。

日常语言中的"当且仅当"等可用等价词来表示。

P等价于 Q的真假关系和 P ， Q的真假关系定义如

下:

P件 Q为真当 且仅当P与 Q均假

其真值表如图1. 1δ。

例 1 :令 P : 表示 " 三角 形 A B C;为 等腰三角

P Q I P件 Q

形";

TFFTTFTFTTFF

Q: 表示 "三角形 A B C有两条边相等" :

则 : P件 Q:表示"一个三角形 A B C为等腰三角

形当且仅当三角形 A B C育两条边相等"。

例 2:若不是他生病或出差，我是不会同意他不去

图1.1 -5
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上课的。

令P表示"他生病":

Q表示 " 他出差 " :

R表示 " 我同意他不去上课 " :

则 ..( PV Q)件.. R就表示为 " 若不是他生病或出差， 我是不会同意他不去上课的 " 。

上面介绍了五个常用的真值联结词，其实真值联结词还很多。为了能更好表达其它真值

联结词引进真值函项的概念，用真值函项的概念可以定义一元二元甚至n元真值联结词。

定义:以真假为定义域并且以真假为值域的函数称为真值函项。

有了真值函项的概念就可以用它来表达联结词。

一元联结词有一个命题变项 P，它取值只有真和假两种，可定义四个不同的一元联结词

儿， f l' f 2, f3 ， 或称为真值函项fI(P) 。

其真假关系可用图1. 1 -6表示:

TF TT TF FFFT

从图可看出:

fo(P)表示永真:

f ,( P)表示恒等:

f2( P)表示否定 ， 即「 P;

f 3( P)表示永假联结词 。

同理，二元真值联结词有16个，如图1. 1 -7。

P fo(P) f J( P) f 2( P ) fi P )

图1.1 -6

量

P QlfOf J f 2 f J f 4 f s f 6 f 7 f8 可9 f lO f f l2 f 13 f J4 f J5

T T T F T T T F FF T T T T F F F F

T F T T F -T T F T T F F T F T F F F

F T T T T F T T F T F T F F F T F F

F F T T T T F T T F T F F 去' F F T F
•

图1.1 -7

从图可看出:

f4 为析取V ;

f 1 1 为合取A ;

f2 为蕴含→:

fg 为等价件:

f l为与非 : P•Q=..(PA Q)
f 1 4 为或非:P↓Q=..(Pv Q)
f7为异或 : P$ Q=..( P件 的

同样可以利用真值函项的概念来定义三元真值联

结词，三元联结词共有256个，图1.1-8为一个三元联

结词真值关系的定义:

一般地，对于n个命题变元P i' P2' … , P n ,

P Q R f( P. Q. R)

T T T T

T T F T

T F T T

F T T T

T F F F

F T F F

F F T F

F F F F

图1.1 -8

用
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每个P有两种取值:真或假，从而 PI ' P2 ， …Pn共有2n种取值， 于是相应的真值联结词有

2
2n
个。 不难验证， 任何命题公式均可由上面定义的五个联结词来表示。

1. 1. 3 合式公式

有了命题变元和联结词的概念，就可以利用括号来讨论命题演算的合式公式，其中括号

可用来区别联结词的运算优先次序。

合式公式为如下定义的式子，简称公式。

(1)任何命题变元均是公式。

(2) 如果P为公式， 则-， P为公式。

(3) 如果 P ， Q为公式 ， 则(Pv Q) , (PA Q) , (P•Q) , (P件 的为公式。

(4) 当 且仅当经过杳限次使用(1 )、(2)、 。)所组成的符号串才能是公式， 否则不是公式。

例如: P , (PV Q) , «Pv Q)A R)为公式 。

Pv QA , P→Q)件 R等就不为公式。

但为了方便起见，我们采用省略一些括号，保留二些括号来描述合式公式。

如: «Pv Q)A R)省写为(Pv Q)AR

(P→( Q件R»省写为 P→( Q件的等等 。

例:试说明( Pv Q)件«-，P→Q)AR)为公式 。

解:①P为命题公式根据( 1 )

②Q为命题公式根据( 1 )

③R为命题公式根据(1)

( ( P v Q)为公式 由①、 ②根据(3 )

⑤....，P为公式根据(2)

⑥(....， p→ Q)由⑤、②根据(3)

(«...., P•Q)A R) 由⑥、 ③根据(3 )

@(PvQ)件« ....， p→Q)A 均为公式 自④、 ⑦根据(3)

定义:若公式α中有 n个不同的命题变元，就说 α是 n元公式。

如公式( Pv Q)件«-， P•Q)A R) 中含有 P、 Q 、 R三个命题变元 ， 因此它就为三元公

式。

下面举一些例子说明怎么把命题符号化成公式，注意在语句符号化时，一定要分解至原

子命题，而不能把某个复合问题直接用命题变元 P来表示，如此不能完整表达语句的意思，

也不便于计算机完整处理语句及其产生的知识。

例 1 :如果三角形有两条边相等，则该三角形 d定为等腰三角形。

解:

令P表示 II三角形有两条边相等":

Q表示 " 三角形为等腰三角形 " :

则原句可表示为 : P→ Q 。

例 2:只有努力学习、认真复习，方能取得好成绩。

解:
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令P表示 " 努力学习 " :

Q表示 " 认真复习 " :

R表示 " 取得好成绩 " :

则原句可表示为: R -:::J ( P /\ Q).

而非译为( P /\ Q)-:::J R。

注意该语句符号化时，一定要考虑条件的必要性和充分性。

例 3 : 今天体育场有球赛， 除非天下雨。

解:

令 P表示 " 体育场有球赛 " :

Q表示 " 天 F雨 " l

则原句可表示为: -, Q-:::J P。

例 4 : TOM总在计算中心上网 ， 除非计算中心不开门或TOM生病 。

解:令 P表示 " TOM在计算中心上网 " :

Q表示 " 计算中心开门 " :

R表示"TOM生病 " :

则原句可表示为: (-, Qv R )•-, P

亦可译为 : P→( Q/\-, R)

19IJ 5: D是A和 B的公倍数当且仅当 A和 B都能除尽D。

解:

令 P表示 "A能除尽D " ;

Q表示 " B能除尽D " :

R表示 " D是A和B的公倍数" :

则原句同J表示为 : R件( P/\ Q) 。

例 6 : 南京不是中国的首都。

解:

令P表示 " 南京是中国的首都" :

则原句可译为.. P 。

例 7 : 设 P表示今天很冷:

Q表示正在下雪 。

试将下列语句行号化:

如果正在下雪，那么今天很冷。

今天很冷当且仅当正在下雪。

正在下雪的必要条件是今天很冷。

解:上述语句译为 : Q-:::> P
P件 Q

Q-:::> P

例 8 : 已知;三个命题 :

P: 今晚我在家看电视节 目 。

Q: 今晚我去音乐厅听音乐会。

•
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R: 今晚我在家看电视节 目或去音乐厅听音乐会。

试问 Pv Q和 R是否表达同一命题 ? 请用真

值表说明之。

解: R和 Pv Q不表达同一命题。

可有真值表表示如图1.1-9 0

由真值表可看出当 P和 Q同取 T时 ， R取 P，但

PvQ取 T ， 也就是说今晚我去音乐厅听音乐会又在

家看电视，显然这是不可能的。

故 R应表示为 R=(-， P /\ Q)v( P /\-, Q)

P Q I R PvQ

TTFF
T 1FT

FIT T

TIT T

F IF F

图1.1 -9
、

\

1. 1. 4 关于公式的表示法

数理逻辑对语句的符号化是为了便于用计算机来处理逻辑推理，但不同的表达方式对计

算机处理算法会产生不同的效率。为了提高计算机处理符号的效率，在符号化公式时有时采

用波兰表示法、逆波兰表示法等。

一、计算机对括号的处理

在命题演算中合式公式的定义是采用联结词的中缀表示，且用括号来区分联结词的运算

次序。计算机处理中缀表示法表达的公式，采用从左向右及从右向左来回扫描公式找出括号

的匹配关系才能计算公式的真值。

如计算公式 ( P/\( Q• R ))v ( S件T)的真值应采用如下方法:

先从左向右扫描公式，当发现第一个右括号时-，便返回至最近的左括号处，计算部分公

式( Q→岛的值，重复此过程直到计算结束。此过程如下:

(1) (Q• R )
(2) (P/\(1 ))

(3) (R件T)

(4) (2)v(3)

从以上处理过程来看，要处理一公式需来回扫描公式才能计算一公式的值，从计算机的

优化角度来讲这种处理方式增加了存贮空间和运行时间。因此中缀表示法不是计算机处理符

号的最好表达方式，为此我们引进波兰表示法或逆波兰表示法，以提高计算机的处理效率。

二、逆波兰表示法

1.逆波兰表示法的优点

逆波兰表示方法是采用命题变元在前，联结词在后的表示方法。

其有下面两个优点:

(1)无括号，形式简洁。

(2) 联结词的顺序就是它的运算顺序 。

如上述中缀表示的公式(( p/\( Q→ R))v( S~→T))

可以表示为逆波兰表示式如下:

PQR•/\S T件〉

'
-
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又如公式 ( PA( Qv R))

逆波兰式为: PQ RVA

2. 中级表达式转换为逆波兰式的算法

首先规定联结词的运算次序:

(1) -，优先于〉、 A ;

(2) V、 〈优先于→、 件:

(3) 左边的〉、 〈优先于右边的〉、 八 :

(4) 左边的→、 件优先于右边的→、 件:

(5) 括号内的公式先运算;

(6) 左括号优先于其左边式子中的联结词 ， 小于其右边的联结词 :

(7)左右括号的优先数相同。

(8) 右括号 " ) "的优先级最小，其不进联结词枝，也不进输出区。
据上讨论知运算符间存在三种关系:

(1)大于关系，用〉表示:

(2) 小于关系 ， 用〈表示;

(3) 等于关系 ， 用 =表示。

其优先关系可列表如图1.1 - 10 :

-, V 1\ → 仲 ( )

-, 1 > > > > > < >

v I < > > > > < >

1\ 1 < > > > > < >

~ I < < < > > ,< >

←-如 < < < < > < >

< < < < < <

> > > > > >

图1.1- 10

把中缀表达公式转换成逆波兰式时，由于联结词间存在优先关系，必须设立一个联结词

战(称为ω找)存放暂时不能处理的联结词。

根据联结词的优先关系生成逆波兰表达式的算法如r :

(1)从左到右扫描中缀表示的命题公式，杳以下几种情形:

①当前符号为命题变元，立即输出该命题变元，继续本步:

②当前符号是联结词，则转(2) ;

③当前符号是左括号.. (" ，则转(3 ) ;

④当前符号是右括号")"，则转(4) ;

⑤当中缀表达式扫描完毕，则转(5) ;

(2) 检查联结词核ω中有无联结词 ， 若ω校为空 ， 则当前联结词进入ω枝 ， 转(1 ) 。 若ω找

找顶不空，则比较当前联结词与时戈找顶联结i司的优先关系。
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