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前   言

离散数学是研究离散量的结构及相互关系的数学学科 ,是现代

数学的一个重要分支 ,它在计算机科学与技术领域中有着广泛的应

用。因此 ,离散数学是计算机专业学生的一门极为重要的专业基础

课程。通过本课程的学习 ,可以使学生掌握、处理离散结构的描述工

具与方法 ,并能培养学生的抽象思维和严格的逻辑推理能力。

一般来说 ,离散数学包含数理逻辑、集合论、图论、代数结构、组

合数学等内容 ,我们将以上内容分成三个分册出版 ;第一分册为数理

逻辑 ,第二分册为集合论与图论 ,第三分册为代数结构和组合数学。

本套教材体系严谨 ,内容丰富 ,配有大量的例题与习题 ,并与计算机

科学的理论及实践紧密结合。它适用于计算机及相关专业的本科生

或研究生 ,也可供计算机专业科技人员使用或参考。

本书为第一分册 ,即数理逻辑部分 ,该分册系统介绍了数理逻辑

的基本内容。第一章是预备知识 ,介绍今后需要用到的有关朴素集

合论的基本知识 ,包括映射、函数、势等概念。第二、三章是数理逻辑

的基本内容 ,分别介绍命题演算、谓词演算。第四章介绍定理机器证

明的理论基础———Herberand 定理。第五章介绍一种非古典逻辑

———直觉主义逻辑。第四章与第五章可以视教学时间选择讲解或全

部讲解。

作者在编写本书过程中参阅了多种离散数学教材及有关资料 ,

在此向有关作者表示衷心的感谢。

在这里 ,我们还要特别感谢北大出版社和北大计算机系领导 ,他

们对本套教材的出版给予了大力支持与帮助。

最后 ,我们诚恳地期待读者对本套教材提出宝贵意见。

作   者
1996年 12 月于北大
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第一章  预 备 知 识

本章主要介绍与本书内容有关的朴素集合论①的一些基本知

识 , 包括集合的基本运算、映射、关系、函数、集合的势等 .为了今后

叙述的方便 , 我们将形式系统也用集合论的术语表述出来 .

§1 .1  集合论的基本概念

“集合”是数学中最基本的概念之一 .在朴素集合论中 ,“集合”

这个概念是一个不定义的概念 ,即不是以更简单概念来定义的 , 而

仅仅是给出其描述 ,就像几何中的“点”、“线”等概念一样 . 一般给集

合以如下的描述 :一些对象的整体就称为一个集合 , 这个整体中的

每个对象称为这个集合的一个元素 .这种仅仅给出描述的定义方式

有时会产生问题 , 它可以产生悖论 . 为消除悖论 , 将集合“公理化”

就产生了公理集合论 .我们不涉及公理集合论 , 但承认集合论公理

系统 ZFC .

常以英文大写字母 A , B , C 等来表示集合 , 以英文小写字母

a , b , c等来表示集合的元素 .

a∈ A 表示 : a 是 A 的元素 .

a∈/ A 表示 : a不是 A 的元素 .

A� B表示 : A 是 B 的子集 , 即 : 若 a∈ A , 则 a∈ B .

A� B表示 : B� A .

A = B表示 : A� B 且 B� A .

1
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A� B表示 : A� B , 但存在 b∈ B使 b∈/ A .

A� B表示 : B� A .

φ表示空集 , 即φ中没有任何元素 .

特别地 , 我们以 N , Z , Q, R , C 分别表示自然数集、整数集、有

理数集、实数集、复数集 .

约定 : 0∈ N .

P( A) = { X | X� A } , 称为 A 的幂集 , 即 A 的所有子集组成

的集合 ,有时也记为 2
A

.

A∪ B = { x | x∈ A 或 x∈ B} , 称为 A 与 B 的并 .

A∩ B = { x | x∈ A 且 x∈ B} , 称为 A 与 B的交 .

A - B = { x | x∈ A 且 x∈/ B} , 称为 A 与 B 的差 .

对于无限多个集合的交与并 ,我们类似定义如下 : 设 Ai ( i∈ I)

是一簇集合 ,

∪
i∈ I

Ai = { x |存在 i∈ I 使得 x∈ Ai } ,

∩
i∈ I

Ai = { x |对任意 i∈ I 都有 x∈ Ai } .

f : A→ B表示从集合 A 到 B 的映射 , 即 f 表示一种对应规则 ,

使得 :对每个 a∈ A , 通过这个规则唯一确定一个 b∈ B , 此时记为

f ( a) = b或者 f : a |→ b . A 称为 f 的定义域 , 记为 Dom( f ) , B 称

为 f 的值域 ,记为 Rang( f ) , b 称为 a 在 f 下的象 , a称为 b 在 f 下

的一个原象 .

设 f : A→ B , A′� A , B′� B , b∈ B , 记 :

f ( A′) = { f ( a) | a∈ A′} , 称为 A′的象集 ;

f
- 1

( b) = { a∈ A | f ( a) = b} , 称为元素 b的原象集 ;

f
- 1

( B′) = ∪
b∈ B′

f
- 1

( b) = { a∈ A | f ( a )∈ B′} , 称为集合 B′的

原象集 .

显然 , f
- 1

( b) = f
- 1

( { b} ) .

设 f i : Ai→ Bi ( i = 1 , 2)是两个映射 , 则 f1 = f2 当且仅当 A1 =

2
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A2 , B1 = B2 , 且对任意 a∈ A1 , f1 ( a) = f2 ( a) .

设 A 是一个集合 , 映射

1 A : A→ A ,  1 A ( a) = a  (任意 a∈ A)

称为 A 上的恒等映射或单位映射 .

设 f : A→ B , g: B→ C是两个映射 , 如下映射 h:

h: A→ C,  h ( a) = g( f ( a) )  (任意 a∈ A)

称为 f 与 g的合成或复合 , 记为 g ○ f .

易证 : ( 1) 若 f : A→ B , g: B→ C, h: C→ D, 则 h ○ ( g ○ f )

= ( h ○ g) ○ f ;

(2 ) 对任意映射 f : A→ B , 1 B
○ f = f ○ 1 A = f .

设 f : A→ B 是一个映射 , A0� A ,定义映射 fS A
0
∶A0→ B 如

下 :

fS A
0
( a0 ) = f ( a0 )  (任意 a0∈ A0 ) ,

称 fS A
0
为 f 在 A0 上的限制 .

设 f : A→ B 为一个映射 .

(1) 称 f 为单射 , 如果对任意 a1 , a2∈ A , 若 a1≠ a2 ,就有 f

( a1 )≠ f ( a2 ) .

(2 ) 称 f 为满射 , 如果对任意 b∈ B,存在 a∈ A 使 f ( a) = b .

(3 ) 称 f 为双射 (或一一对应 ) ,如果 f 既是单射也是满射 .

(4 ) 若存在映射 g: B→ A 使得 g ○ f = 1 A ,则称 f 为左可逆映

射 , g称为 f 的一个左逆映射 .

(5 ) 若存在映射 g: B→ A 使得 f ○ g = 1 B ,则称 f 为右可逆映

射 , g称为 f 的一个右逆映射 .

(6 ) 若 f 既是左可逆映射 , 又是右可逆映射 , 则称 f 为可逆映

射 .

定理 1 .1  设 f : A→ B , g: B→ C是映射 , 若 f , g 都是单 (满 ,

双 )射 , 则 g ○ f 也是单 (满 ,双 )射 .
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证明  只就单射情形证明 , 其余情形的证明类似 .

任意 a1 , a2∈ A , 若 ( g ○ f ) ( a1 ) = ( g ○ f ) ( a2 ) ,则 g( f ( a1 ) ) =

g( f ( a2 ) ) , 由于 g 是单的 , 故 f ( a1 ) = f ( a2 ) ,由于 f 是单的 , 故

a1 = a2 .从而 g ○ f 也是单的 . x

定理 1 .2  若 f : A→ B , g1 : B→ A , g2 : B→ A 满足 g1
○ f =

1 A , f○ g2 = 1 B , 则 g1 = g2 .

证明  g1 = g1
○ 1 B = g1

○ ( f ○ g2 ) = ( g1
○ f ) ○ g2 = 1 B

○ g2 =

g2 .

x

推论 1 .1  若 f 为可逆映射 , 则 f 的所有左逆映射、右逆映射

都相等 . x

称可逆映射 f 的唯一的左 (右 )逆映射为 f 的逆映射 , 记为

f - 1 .

显然 , ( 1)若 f 可逆 , 则 f
- 1
也可逆 , 且 f 与 f

- 1
互为逆映射 ,即

( f
- 1

)
- 1

= f ;

(2 ) 若 f 可逆 , 则 f
- 1
存在 ,且 f ○ f

- 1
= 1 B , f

- 1
○ f = 1 A .

定理 1 .3  设 f : A→ B是一个映射 , 则 :

(1 ) f 为单射当且仅当 f 是左可逆的 ;

(2 ) f 为满射当且仅当 f 是右可逆的 ;

(3 ) f 为双射当且仅当 f 是可逆的 .

证明  (1 ) (� )若 f 为单射 , 则对任意 b∈ B , 至多只有一个

(可能没有 ) a∈ A 使得 f ( a) = b .任选定 a0∈ A , 作映射 g: B→

A 如下 : 对任意 b∈ B ,

g( b) =
a ,  若存在 a∈ A 使得 f ( a) = b,

a0 ,  否则 .

易证 : g ○ f = 1 A , 即 f 是左可逆的 .

(� ) 设 f 是左可逆的 , 令 g: B→ A 是 f 的一个左逆映射 .任
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意 a1 , a2∈ A , 若 f ( a1 ) = f ( a2 ) , 则 g ( f ( a1 ) ) = g ( f ( a2 ) ) ,从而

( g ○ f ) ( a1 ) = ( g ○ f ) ( a2 ) , 1 A ( a1 ) = 1 A ( a2 ) , a1 = a2 , 故 f 为单

射 .

(2 ) (� ) 设 f 为满射 , 则对每个 b∈ B ,存在 a∈ A 使得 f ( a)

= b , 这样的 a 可能很多 , 任取定其中的一个 , 记为 ab ,则 f ( ab ) =

b . 作映射 g: B→ A 为 :对任意的 b∈ B , g( b) = ab .则 g为 f 的一

个右逆映射 .

(� ) 设 f 是右可逆的 , g: B→ A 是 f 的一个右逆映射 , f ○ g =

1 B . 对任意 b∈ B , b = 1 B ( b) = ( f ○ g) ( b) = f ( g ( b) ) ,而 g ( b )∈

A , 故 f 为满射 .

(3 ) 综合 ( 1)和 (2 )立得 . x

§1 .2  关系和函数

设 A , B 是两个集合 , a∈ A , b∈ B ,称集合 { { a} , { a , b} }为 a

与 b的一个有序对 , 记为〈a , b〉 .

设〈a1 , a2〉与〈b1 , b2〉是两个有序对 , 易证 :

〈a1 , a2〉=〈b1 , b2〉当且仅当 a1 = b1 , 且 a2 = b2 .

有序对的概念可推广到 n 个元素的情形 ( n∈ N , n > 2 ) : 设

A1 , A2 ,⋯ , An 是 n 个集合 , a1∈ A , a2∈ A2 , ⋯ , an∈ An , 令 :

〈a1 , a2 , ⋯ , an〉=〈〈a1 , a2 , ⋯ , an - 1〉, an〉 .

由归纳法易证 :〈a1 , a2 , ⋯ , an〉=〈b1 , b2 , ⋯ , bn〉当且仅当

a1 = b1 , a2 = b2 , ⋯ , an = bn .

对 n ( n∈ N , n≥2 )个集合 A1 , A2 ,⋯ , An , 令

A1× A2×⋯× An = {〈a1 , a2 ,⋯ , an〉| ai∈ Ai , i = 1 , 2 ,⋯ , n} ,

称 A1× A2×⋯× An 为 A1 , A2 ,⋯ , An 的卡式积 . 当 A1 = A2 = ⋯

= A n = A 时 , 记 A1× A2×⋯× An 为 A
n

.
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自然地 , 我们约定 A
0

=φ, A
1

= A .

卡式积和映射具有内在的联系 : A1 , A2 的卡式积 A1× A2 与下

列集合 F具有一一对应关系 :

F = { f | f : {1 , 2}→ A1∪ A2 , f ( 1)∈ A1 , f ( 2)∈ A2 } .

事实上 , 令 :

τ: F→ A1× A2 , τ( f ) =〈f ( 1) , f ( 2)〉 (任意 f∈ F) ,

则τ即为与 F与 A1× A2 间的一个双射 .

卡式积与映射之间的这种内在联系使得我们可以把卡式积概念

推广到无限多个集合情形 ,下面就来进行这样的推广 .

设 Ai ( i∈ I )是一簇集合 , 直观上看 , A i ( i∈ I)的卡式积应为 :

对每个集合 { ai | i∈ I } ( ai∈ Ai , i∈ I ) , 将其中的所有元素排成有

序列 , 则这些有序列就构成了 A i ( i∈ I )的卡式积 .但这种可能无限

的集合的有序性不好直接表示 (因为 I 中元素没有有序性 ) ,我们采

用“映射表示”的方法来表达此种有序性 .此类映射为 f : I→∪
i∈ I

Ai ,

且满足 : f ( i )∈ A i (任意 i∈ I) . 由此 , 我们作如下定义 :

∏
i∈ I

Ai = { f | f : I→∪
i∈ I

Ai , f ( i )∈ Ai , 任意 i∈ I} ,

称∏
i∈ I

Ai 为 Ai ( i∈ I)的卡式积 .这是上述集合 F的一种自然推广 .

设 A1 , A2 ,⋯ , An ( n∈ N, n≥1)是 n 个集合 ,卡式积 A1× A2

×⋯× A n 的一个子集 R 就称为 A1 , A2 ,⋯ , A n 间的一个 n 元关系 .

对于〈a1 , a2 ,⋯ , an〉∈ A1× A2×⋯× An , 若〈a1 , a2 ,⋯ , an〉∈ R ,

则称 a1 , a2 ,⋯ , an 具有关系 R , 记为 R ( a1 , a2 ,⋯ , an ) , 否则 , 称

a1 , a2 ,⋯ , an 不具有关系 R .

特别地 , ( 1) 当 A1 = A2 = ⋯ = An = A 时 , 若 R� A n ,则称 R

为 A 上的一个 n 元关系 .

(2 ) 当 n = 2 时 , 对 R� A1× A2 , 即 R 为 A1 , A2 间的一个二

元关系 , 若 a1 , a2 具有关系 R , 则将其记为 a1 Ra2 ,否则记为 a1 R
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a2 .

映射与具有某种性质的二元关系可以互相确定 ,记

F = { f | f : A→ B 是映射} ;

R = { R� A× B | 任意 a∈ A ,存在唯一 b∈ B ,使得〈a , b〉∈ R} .

则

τ: F→R, τ( f ) = {〈a , f ( a)〉| a∈ A} (任意 f∈F)

是一个一一对应 .就是说 , A 到 B的映射可看作是具有性质 :

任意 a∈ A , 存在唯一 b∈ B使得〈a , b〉∈ R

的 A 与 B间的一个二元关系 , 从而可以将 A 到 B 的映射看作是 A

与 B 间的一种特殊二元关系 .反之也成立 .

下面是几种常见的二元关系 .

例1 .1  设 A 是一个非空集合 , 令 E = {〈a , a〉| a∈ A}� A
2

,

则 E是 A 上的一个二元关系 . 对任意〈a , b〉∈ A
2

, aEb 当且仅当 a

= b, 即 E为 A 上的相等关系 .

例1 .2  记 R 为实数集 , 令 S = {〈a , b〉| a , b∈ R , a≤ b}�

R
2

,则 S 为 R 上的一个二元关系 . 易知 : 对任意〈a , b〉∈ R
2

, aSb

当且仅当 a≤ b, 即 S 为实数间的“不大于”关系 .

例1 .3  记 N 为自然数集 , 令 D = {〈m , n〉∈ N
2

| m | n}�

N
2

.易知 : D为自然数间的整除关系 .

设 R 是集合 A 上的一个二元关系 ,

(1 ) 若任意 a∈ A , aRa , 则称 R 具有自反性 ;

(2 ) 如果任意 a , b∈ A , 当 aRb 时就有 bRa ,则称 R 具有对称

性 ;

(3 ) 如果任意 a , b∈ A , 当 aRb 且 bRa时有 a = b , 则称 R 具

有反对称性 ;

(4 ) 如果任意 a , b∈ A , 当 aRb 且 bRc时有 aRc, 则称 R 具有

传递性 ;

(5 ) 若 A 上二元关系 R 具有自反性、对称性和传递性 , 则称 R
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为 A 上的一个等价关系 ;

( 6) 若 R 具有自反性、反对称性和传递性 , 则称 R 为 A 上的一

个偏序关系 , 此时称 ( A , R)为一个偏序集 .

设～是 A 上的一个等价关系 , a∈ A ,

记 a = { b∈ A | b～ a} ,称 a 为 a 关于～所在的等价类 ;

记 A/ ～ = { a | a∈ A} , 称为 A 关于～的商集 .

易证 : ( 1) 任意 a, b∈ A , a = b或者 a∩ b =φ;

(2 ) ∪
a∈ A

a = A .

例 1 .4  易知 : 例 1 .1 中的 E 是 A 上的等价关系 , 此时 , 对任

意 a∈ A , a = { a} , A/ E = { a} | a∈ A .例 1 .2 和例 1 .3 中的 S ,

D 都不是等价关系 .E , S , D分别为 A , R , N 上的偏序关系 .

当 R 为 A1 , A2 ,⋯ , A n 间的一个 n 元关系时 ,任意〈a1 , a2 ,⋯ ,

an〉∈ A1× A2×⋯× An , 则 a1 , a2 ,⋯ , an 或者具有关系 R , 或者不

具有 , 即 R ( a1 , a2 , ⋯ , an )或者成立 , 或者不成立 .如果我们把

R ( a1 , a2 ,⋯ , an )看成是表达了某种判断 ,则此判断或为正确的 , 或

为错误的 , 二者必居其一 , 且只居其一 .以后我们也称 n 元关系为 n

元谓词 , 这种名称在以后常用到 .

称映射 f : An→ A 为 A 上的一个 n 元函数 (或 n 元运算 ) , 注

意 , 对于〈a1 , a2 ,⋯ , an〉∈ A
n

,虽然 f ( a1 , a2 ,⋯ , an )只代表 A 中一

个元素 ,即某个个体 , 不代表任何判断 , 但对 f 本身 , 我们知道 ,它

是某种特殊的 A 上的 n + 1 元关系 , 从这个角度来看 , 函数和谓词

没有本质的区别 ,这一点对以后的理解将有帮助 .

若 B� A
n

, 则映射 f : B→ A 称为 A 上的一个 n 元部分函数 ,

或 n 元部分运算 .

§1 .3  集 合 的 势

直观地说 , 集合的势就是该集合中所含元素的个数 .对于只含
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有限多个元素的所谓有限集来说 , 这种说法易于理解 , 但对于含有

无限多个元素的所谓无限集来说 ,这种说法使得我们难以比较它们

的“势”, 因为这需要比较所谓“无穷数”的大小 .因而我们需要更精

确地定义“势”的概念 , 采用的办法是进行元素对应 , 即使用“映射”

的概念 . 在本书中 , 我们只用到有限集与最小无限集的“势”的概

念 .

称集合 A 与 B 是等势的 , 若存在 A 到 B 的双射 f : A→ B ,记

为 | A | = | B | .称 A 的势小于或等于 B 的势 , 若存在 A 到 B的单射

f : A→ B ,记为 | A |≤ | B | .

注意 : 这个定义还没有定义集合的势 , 而只是定义了集合上的

两个二元关系 .

定理 1 .4  ( 1) 集合的“等势”关系是集合间的一个等价关系 ;

(2 ) 若 | A | = | B | , 则 | A |≤ | B |且 | B |≤ | A | ;

(3 ) 若 | A |≤ | B |且 | B |≤ | C | , 则 | A |≤ | C | .

证明  (1 ) 1 A : A→ A 是双射 , 故 | A | = | A | . 若 | A | = | B | ,

则存在双射 f : A→ B , 从而 f - 1 : B→ A 存在 , 且也是双射 , 故 | B |

= | A | .又若 | A | = | B |且 | B | = | C | , 则存在双射 f : A→ B 及 g:

B→ C,则 g ○ f : A→ C也是双射 , 从而 | A | = | C | .

(2 ) 显然成立 .

(3 ) 仿 ( 1)之传递性证明立得 . x

事实上 , 定理 1 .4 (2 )之逆命题也成立 .

定理 1 .5( Cantor-Bernstein定理 )  若 | A |≤ | B |且 | B |≤ A ,

则 | A | = | B | .

证明  设 f : A→ B 和 g: B→ A 都是单射 .

(1 ) 首先证明 : 存在 A 的子集 A1 和 A2 及 B 的子集 B1 和 B2

使得 A1∩ A2 =φ, B1∩ B2 =φ, A = A1∪ A2 , B = B1∪ B2 , f ( A1 )

= B1 , g( B2 ) = A2 .

对任意 Z� A , 记 Z * = A - g( B - f ( Z) ) , 则 :
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(1 .1 ) 如果 Z1� Z2� A , 则 Z
*

1 � Z
*
2 .事实上 , Z1� Z2� f

( Z1 )� f ( Z2 ) � B - f ( Z1 )� B - f ( Z2 ) � g( B - f ( Z1 ) )� g( B

- f ( Z2 ) ) � A - g ( B - f ( Z1 ) )� A - g ( B - f ( Z2 ) ) , 即 Z *1 �

Z
*

2 .

(1 .2 ) 令 M = { Z� A | Z
*
� Z}� P( A ) .因 A∈ M , 故 M≠

φ .设 A1 = ∩
Z∈ M

Z , 则 A1 = A
*
1 , 这是因为对任意的 Z∈ M, A1� Z,

由( 1 .1)知 : A
*

1 � Z
*
� Z,从而 A

*
1 �∩

Z∈ M

Z = A1 .另一方面 , 再由

(1 .1 )知 ( A
*

1 )
*
� A
*
1 , 故 A

*
1 ∈ M , 从而 A1� A

*
1 , 即 A1 = A

*
1 .

(1 .3 ) 设 B1 = f ( A1 ) , B2 = B - f ( A1 ) = B - B1 , A2 = g( B2 ) .

由 (1 .2 )知 A1 = A
*
1 = A - g( B - f ( A1 ) ) = A - g ( B2 ) = A - A2 ,

从而 A1 , A2 , B1 , B2 即为所求 .

(2 ) 再来证明 : | A | = | B | .

由于 f , g 都是单射 ,故 fS A
1
: A1→ f ( A1 ) = B1 和 gS B

2
: B2

→ g( B2 ) = A2 都是双射 , 从而 ( gS B
2

)
- 1

: A2→ B2 也为双射 , 作

h: A→ B如下 :

h( a) =
( fS A

1
) ( a) = f ( a) ,

( gS B
2
)

- 1
( a) ,

 
当 a∈ A1 时 ,

当 a∈ A2 时 .
 (见图 1 .1)

则 h 为双射 , 故 | A | = | B | . x → ←  

牋S . 2

图 �.�

.S ¡¤1

¡¤1

¡¤2 . 2

. 1

由定理 1 .4 和定理 1 .5 不难证明 , 势的“小于或等于”关系是集

合间的一个偏序关系 .

若 A =φ或存在自然数 n 使得 | A | = | {0 , 1 , 2 , ⋯ , n} | ,则称

A 为一个有限集 , 不是有限集的集合称为无限集 .若 A 与自然数集

N 等势 , 则称 A 为可列集 ,有限集与可列集统称为可数集 .

由定理 1 .4 的 ( 1)易知 : 所有可列集等势 , 以后我们以 ω或

来表示可列集的势 .若 A 为可列集 , 则存在双射 f : N→ A ,从而 A

= f ( N ) = { f (0 ) , f (1 ) , f ( 2 ) , ⋯} .若记 an = f ( n ) ( n∈ N ) , 则
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A = { a0 , a1 , a2 ,⋯ } ,即可将 A 的全部元素按某种顺序排列出来 ,

称为枚举 A 的元素 .

对于有限集 ,我们也有类似的性质 .

引理 1 .1  有限集不能与其任一真扩集同势 , 也不能与其任一

真子集同势 .

证明  设 A 为一个有限集 .

(1 ) A 不能与其任一真扩集同势 . ( * )

(1 .1 ) 当 A =φ时 , 若 A� B , 则 B≠φ,从而存在 b∈ B . 对

于任意映射 f : A→ B , b关于 f 在 A 中没有原象 , 从而 f 不能为满

射 , 更不能为双射 , 故 | A |≠ | B | .

(1 .2 ) 当 A≠φ时 , 则存在自然数 n 和双射 g: {0 , 1 , 2 , ⋯ ,

n }→ A ,故 A = { g( 0) , g( 1) , g( 2) , ⋯ , g( n) } = { a0 , a1 , a2 ,⋯ ,

an } ,其中 ai = g ( i) ,0≤ i≤ n .

下面对 n 归纳证明 ( * )成立 .

(1 .2 .1 ) 当 n = 0 时 , 若存在集合 B 使得 A� B 且 | A | = | B | ,

则存在双射 f : A→ B , 此时 , A = { a0 } , B = f ( A ) = { f ( a0 ) } .由于

A� B , 故存在 b∈ B , b∈/ A .由于 b∈ B , 故 b = f ( a0 ) . 又由于 a0

∈ A� B ,故 a0 = f ( a0 ) , 从而 b = a0∈ A , 矛盾 .

(1 .2 .2 ) 假设 ( * )对 n - 1( n≥1 )成立 ,考察 ( * )对 n 情形 .此

时 , A = { a0 , a1 ,⋯ , an } .由归纳假设 : { a0 , a1 ,⋯ , an - 1 }不与其任

一真扩集同势 .

若存在 A 的真扩集 B使 | B | = | A | , 则存在 b∈ B, 但 b∈/ A ,

从而 b≠ ai , 0≤ i≤ n , 且存在双射 f : A→ B .设 f ( an ) = b′∈ B .

(a ) 若 b′= b,则 fS A - { a
n

} : A - { an }→ B - { b}是双射 ,从而 |

A - { an } | = | B - { b} | .又由于 A� B且 an≠ b, 故 B - { b}是 A -

{ an }的一个真扩集 ,但 A - { an } = { a0 , a1 ,⋯ , an - 1 } ,与归纳假设矛

盾 .

( b) 若 b′≠ b .因 f 是满射 , 故存在 ai
0
∈ A 使得 f ( ai

0
) = b, 又
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因 f 是单射 , 故 ai
0
≠ an .作映射 f′: A→ B 如下 :

f′( aj ) =

f ( aj ) ,

b′,

b ,

 

若 j≠ i0 , n;

若 j = i0 ;

若 j = n .

  (见图 1 .2 ) →  →   →

·

·

·

图 �.�

实线为 .

虚线为 .′

.

.′

.#

.

¡¤
.#

.'

." (

则

f′

为

双

射 ,

且

f′

( an )

=

b .

对

f′

由

(a)

可

得

矛

盾 .

归

纳

证毕 . ( * )成立 .

(2 ) A 也不能与其任一真子集同势 .

若不然 , 存在集合 B 使得 B� A , | B | = | A | , 则 B 也为有限

集 , A 为其一真扩集 ,与 (1 )矛盾 . x

定理 1 .6  A 为非空有限集 , 则存在唯一自然数 n 使 | A | =

| {0 , 1 , 2 ,⋯ , n} | .

证明  若存在自然数 m , n , m≠ n , 使 | A | = | {0 , 1 , 2 ,⋯ , m}

| , | A | = | { 0 , 1 , 2 ,⋯ , n } | ,则 | {0 , 1 , 2 ,⋯ , m} | = | {0 , 1 , 2 ,⋯ , n}

| .不妨设 m < n , 则{0 ,1 ,2 ,⋯ , m }是{0 , 1 , 2 ,⋯ , n}的一个真子集 ,

与引理 1 .1 矛盾 . x

这样 , 对非空有限集 A , 存在唯一的自然数 n≥1 使得 | A | =

| { 0 , 1 , 2 ,⋯ , n - 1 } | , 称 n 为 A 的势 , 此时存在双射 f : {0 , 1 , 2 ,

⋯ , n - 1 }→ A , 则

A = { f ( 0) , f (1 ) , f (2 ) ,⋯ , f ( n - 1) } = { a0 , a1 , a2 ,⋯ , an - 1 } .

21

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


