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前   言

  有人说 ,泛函分析似乎就是有限维线性空间及其线性变换在无限维空间的

平行推广 .弦外之音不言而喻 .我想 ,泛函分析存在和发展了差不多一个世纪 ,并

且与如此众多的科学分支发生了深刻的联系 ,其重要性自不待言 .其实 ,稍稍了

解泛函分析及其历史的人都知道 ,泛函分析的起源来自对微分与积分方程 (包括

变分法 )的研究 ,无论是其研究手段与方法 ,还是其高度的概括性与抽象性 ,都完

全有别于线性代数 .从大的方面看 ,推动它产生与发展的因素有两个 :其一 ,“出

现了用统一的观点来理解 19 世纪数学各个分支所积累的大量实际材料的必要

性 ,”使得“泛函分析的基本概念从不同的方面和不同的联系中产生了”(见《数学

———它的内容、方法和意义》) .其结果是“代数和分析在方法上的统一”( Hilber t

语 ,见《数学概观》p .133) .其二 ,与量子力学相关的数学问题的研究为泛函分析

的发展提供了巨大的动力 ,并逐步形成泛函分析的基本方向 .诚然 ,泛函分析的

最终发展或许与奠基者们的初衷有所差异 ,尽管这一理论在量子力学、偏微分方

程乃至拓扑、代数等理论中有着重要的应用 ,但在一些重大经典分析问题面前多

少显得有点软弱无力 .不过 ,这一点也不影响泛函分析在数学与自然科学领域中

的地位 .事实上 ,泛函分析对于任何一个从事数学工作的学者甚至某些自然科学

领域的研究者而言都是必备的知识 .

  一些人对某些学科产生这样那样的认识除了与他对理论理解的程度有关

外 ,或许还与他所阅读的书籍有关 .我们不可能指望每一个读者在阅读本教材的

同时去阅读相关的历史 ,因此教材到底该告诉读者什么 ? 这是至关重要的 .根据

多年的教学实践 ,我们以为 ,教材不应该只是一些概念、定理及证明的堆砌 ,它同

时还应该告诉读者为什么要做某些事 ? 它会给我们带来什么后果 ? 本着这一愿

望 ,我们尝试编写了此书 .但愿读者在阅读本书时能体会到这一点 .

  为了帮助读者理解教材内容 ,尽可能使理论的阐述更直观、通俗易懂些 ,我

们注重与一些前期课程如线性代数中相应概念的类比 ,相信读者自能领会两者

之间的异同 .此外特别注重问题的提出与分析 ,希望从分析中寻找到解决问题的

钥匙 .不过由于编者的学识与功力所限 ,未必能尽如人意 ,不足之处 ,欢迎行家与

读者赐教 .

  本册第一章、第二章以及第三章的第一节由曹广福同志执笔 ,第三章第二节

至第六节由严从荃同志执笔 .最后由曹广福同志统稿 .

  需要说明的是 ,四川大学教务处以及数学学院的领导为本书的写作给予了



极大的鼓励与支持 ,正是由于他们的帮助 ,才使本书得以顺利完成 .在此谨表示

我们最诚挚的谢忱 .

曹广福

·Ⅱ· 前   言
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第一章  距 离 空 间

  正如在实变函数中讨论的那样 ,有些集合不同于 n维欧氏空间 ,但与欧氏空

间有着许多类似的性质 ,例如闭区间 [ a, b]上全体连续函数构成的集合 C( [ a,

b] )及 [ a, b]上所有 p次方 Lebesgue可积的函数全体所构成的集合 Lp ( [ a, b] ) .

数学中的许多领域常常要处理作用在这些函数集合上的变换 .例如 ,微分算子

L =
d2

d x2 + p( x)
d

d x
+ q( x)

作用在一类函数 y( x)上 ,将其变为另外的函数 .为了解微分方程 ,需要寻找特殊

的 y( x) ,使得 L y( x) = 0 ,并且这个函数通常还要满足初值条件或边界条件 .

  解微分方程的一个常用方法是迭代算法 .给定初始值 ,有限次的迭代所得到

的近似值往往具有很好的性质 ,但经过无限次迭代后 ,所得到的近似解序列是否

收敛 ? 按何种方式收敛 ? 其极限具有什么性质 ? 它是否为原方程的精确解 ? 这

些都是必须考虑的问题 .它促使人们将函数集合作为一个整体看待 ,在其上引入

线性运算、距离等概念 ,从而得到抽象的距离空间 ,这正是本章所要研究的主题 .

§1  线性距离空间

1.1  线性空间

  回忆有限维线性空间的定义 ,不难启发我们该如何定义一般线性空间 .

  定义 1  设 X是非空集合 , K 是数域 (实数或复数域 ) ,若于 X 上定义了一

种加法运算 ,使得对任意 x, y∈ X 都对应 X 中一个元素 z ,用 z = x + y 表示 ;又

定义了数乘运算 ,使得对任意α∈ K 及任意 x∈ X 都对应 X 中一个元素 y , 用

y =αx表示 ;假如 X 上的加法与数乘运算还满足下列条件 :

  (1 ) x + y = y + x  ( " x, y∈ X ) ,符号 " 表示“任意”;

  (2 ) x + ( y + z) = ( x + y) + z  ( " x, y, z∈ X ) ;

  (3 ) 存在唯一元素θ∈ X ,使得对任意 x∈ X , x +θ= x ,称θ为 X 中的零元

素 ,有时也简记为 0;

  (4 ) 对任意 x∈ X ,存在唯一的元素 x∈ X ,使得 x + ( x) = 0 ;

  (5 ) α( x + y) =αx +αy  ( " x , y∈ X ,α∈ K ) ;

  (6 ) (α+β) x =αx +βx  ( " x∈ X ,α,β∈ K) ;



  (7 ) α(βx) = (αβ) x  ( " x∈ X ,α,β∈ K ) ;

  (8 ) 1·x = x .

则称 X 按上述加法与数乘成为数域 K 上的线性空间 ,若 K 是实数域 ,则简称 X

为实线性空间 ,若 K 是复数域 ,则称 X 为复线性空间 .线性空间也称作向量空

间 ,空间中的元素称作向量或点 .

  一般情况下 ,我们所说“线性空间”均指复线性空间 ,实际上复线性空间必然

也是实线性空间 ,所以如无特别声明 ,我们考虑的都是复线性空间 .但所有的结

论关于实线性空间情形也是正确的 .

  不难验证 ,在线性空间 X 中 ,对任意向量 x和数α都有

  (9 ) 0 x = 0;

  (10) ( 1 ) x = x;

  (11) α0 = 0 .

  为方便计 ,以后总将 x + ( y)记作 x y .显然在线性空间 X中 ,消去律也成

立 ,即有

  (12) x + y = x + z � y = z;

  (13) αx =αy且α≠0 ,则 x = y;

  (14) αx =βx且 x≠0 ,则α=β.

  定义 2  设 X是线性空间 , M是 X 的子集 ,若对任意 x, y∈M及数α,都有

x + y∈M,αx∈M,则称 M为 X 的 (线性 )子空间 .

  显然 0 与 X本身都是 X 的线性子空间 ,通常称它们是平凡的子空间 .若 X

的子空间 M 既不为空集 ,也不等于 X ,则称 M为 X 的真子空间 .

  在后面要定义的线性距离空间 X 中 ,若 X 的子空间 M 是 X 的闭子集 ,则

称 M为 X 的闭子空间 .

  在有限维欧氏空间中 ,研究空间结构及几何的一个基本方法是建立坐标系

(可以是直角坐标 ,也可以是斜坐标 ) ,用线性代数的语言来叙述 ,即寻找最大线

性无关组 .在抽象的线性空间中 ,线性无关概念也是十分重要且常用的 ,其定义

与有限维情形类似 .

  定义 3  设 x1 ,⋯ , xn∈ X ,α1⋯αn 是 n 个数 ,形如α1 x1 +⋯ +αn x n 的元素称

为 x1 ,⋯ , xn 的线性组合 .

  设 S� X是 X 的非空子集 , S本身对于线性运算未必封闭 ,但我们可以将 S

中所有元素的有限线性组合放在一起构成新的集合 M S ,显然 MS 是 X 的子空

间 ,通常称为由 S张成的子空间 ,简记作 MS = V { S} .易知 MS 具有下面的性质 :

  MS 是 X中所有含 S的子空间之交 .

  这说明 MS 是 X 中含 S 的最小子空间 , 即若 N 是含 S 的子空间 ,则必有

N�MS .
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  定义 4  设 x1 ,⋯ , xn 是 X 中的 n 个元素 ,若存在不全为 0 的数α1 , ⋯ ,αn ,

使得

∑
n

i = 1

αi x i = 0 ,

则称 x1 ,⋯ , xn 是线性相关的 ,否则称为线性无关 .如果 S中任意有限个向量均

线性无关 ,则称 X 的一个子集 S 为线性无关的 ,否则称 S 为线性相关的 .

  定义 5  设 X是线性空间 , x1 ,⋯ , xn 是 X 中的 n 个向量 ,若它们满足 :

  (1 ) x1 ,⋯ , xn 线性无关 ;

  (2 ) 对任意 x∈ X , x, x1 ,⋯ , xn 都是线性相关的 .则称 x1 ,⋯ , xn 为 X 的基 ,

X称为 n 维线性空间 , n称为 X 的维数 ,记作 n = dim X .

  只含 0 元素的空间称为零空间 .如果 X 不是有限维的 ,则称为无限维线性

空间 .

  与代数学不同的是 ,分析学中所研究的空间不仅具有代数结构 ,更重要的一

点是 :点和点之间具有“远近”的概念 ! 也就是所谓的距离 ,有了距离 ,才能定义

“极限”与“连续性”,这正是我们下面要讨论的问题 .

1.2  距离空间

  如果将 n维欧氏空间 Rn
中的距离“抽象”出来 ,仅采用其性质 , 则不难得到

一般空间中的距离概念 .

  定义 6  设 X是一集合 ,ρ是 X× X到 Rn的映射 ,满足 :

  (1 ) (非负性 )  对任意 x, y∈ X ,有ρ( x, y )≥0 ,且ρ( x, y ) = 0 当且仅当

x = y;

  (2 ) (对称性 )  对任意 x, y∈ X ,ρ( x, y) =ρ( y, x ) ;

  (3 ) (三角不等式 )  对任意 x, y, z∈ X ,有ρ( x, z)≤ρ( x, y) +ρ( y, z) .

则称 X为距离空间 (或度量空间 ) ,记作 ( X ,ρ) ,ρ( x, y)称为 x与 y 的距离 .

  在线性空间中定义距离 ,自然应该考虑到它与线性运算的相容性 ,具体说来

即下面的

  定义 7  设 ( X,ρ)是距离空间 ,且 X 还是线性空间 ,若ρ满足 :

  (1 ) 如果ρ( x n , x)→0 ,ρ( yn , y)→0 ,则ρ( xn + yn , x + y)→0 ;

  (2 ) 若ρ( x n , x)→0 ,则ρ(αxn ,αx)→0( "α∈ K ) ;

  (3 ) 若αn→α, x∈ X ,则ρ(αn x ,αx)→0 .

则称 ( X ,ρ)为线性距离空间 .

  有了距离 ,便可以定义“收敛”概念了 ,这就是下面的

  定义 8  设 ( X,ρ)是距离空间 , { xn }
∞
n = 1是 X中的点列 ,若

lim
n→∞
ρ( xn , x) = 0 ,
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则称{ xn }
∞
n = 1按距离ρ收敛到 x ,记作 xn

ρ
x .在不致引起混淆的情况下 ,也记

xn→ x .

  应该看到 ,从 n维欧氏空间到抽象距离空间绝不是一种简单的推广 ,它使得

我们可以将相当广泛的一类集合用统一的方法来处理 .事实证明 ,泛函分析的思

想和方法已成为现代科学技术研究中一种普适的框架 ,从而渗透到科学的各个

领域 .我们不妨熟悉一下几类重要的距离空间 ,由此初步领略一番泛函分析的

“抽象”风光 !

  例 1  记 l∞ = {{ xn }∞n = 1 | xn∈ K, n = 1 , 2 ,⋯ , supn | xn | <∞ }在 l∞ 中定义线

性运算如下 :

  (1 ) 对任意 x = { xn }∞n = 1 , y = { yn }∞n = 1 , x + y> { xn + yn }∞n = 1 ;

  (2 ) 对任意 x = { xn }
∞
n = 1 ,α∈ K,αx> {αxx }

∞
n = 1 .

不难验证 l
∞
是线性空间 .

  对任意 x = { x n }
∞
n = 1 , y = { yn }

∞
n = 1∈ l

∞
,定义

ρ( x, y) = supn | xn y n | ,

容易验证ρ是 l
∞
上的距离 ,从而 ( l

∞
,ρ)是线性距离空间 .

  让我们来看一看 , l
∞
中点列的收敛意味着什么 .设 x

( k)
= { x

( k)
n }
∞
n = 1 是 l

∞
中的

点列 , x = { xn }
∞
n = 1∈ l

∞
,且ρ( x

( k)
, x ) = s upn | x

( k)
n x n |→0 ( k→∞ ) ,则对任意ε>

0 ,存在 k0 ,使得当 k≥ k0 时 ,有

ρ( x
( k)

, x ) <ε,

从而对一切 n,有

| x
( k)
n x n | <ε ( " k≥ k0 ) ,

这说明 , x( k)按坐标一致收敛到 x .

  反之 ,设 x
( k)
按坐标一致收敛到 x,即对任意ε> 0 ,存在 k0 ,使得当 k≥ k0

时 ,对一切 n,有

| x( k )
n x n | <ε,

从而 supn | x
( k)
n x n |≤ε,即ρ( x

( k)
, x)≤ε.这说明 x

( k)
ρ

x 等价于 x
( k)
按坐标一

致收敛到 x .

  例 2  设 1≤ p <∞ ,记 lp = { { xn }∞n = 1 | xn∈ K, n = 1 , 2 ,⋯且∑
∞

n = 1

| xn | p <∞} ,

对任意 x = { xn }∞n = 1 , y = { yn }∞n = 1 ∈ lp 及α∈ K,定义 x + y> { xn + yn }∞n = 1 ,αx>

{αxn }∞n = 1 ,可以证明 lp 是一个线性空间 .事实上 ,αx 显然在 l p 中 , 为证 x + y∈

l
p

,只需注意到对任意复数 a, b,下列不等式成立 :

| a + b| p≤ ( | a| + | b| ) p≤[ 2max{ | a| , | b| }] p≤2 p ( | a| p + | b| p ) ,

由此立知 lp 确是线性空间 .在 lp 上定义
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ρ( x, y) = ∑
∞

n = 1

| xn y n |
p

1
p ,

完全类似 L
p
空间情形 (参见本书上册第四章§5 )可证

∑
∞

n = 1

| xn + yn |
p

1
p
≤ ∑

∞

n = 1

| xn |
p

1
p

+ ∑
∞

n = 1

| yn |
p

1
p

,

故ρ满足距离的定义 ,从而 ( lp ,ρ)是线性距离空间 .

  现设 x
( k)

= { x
( k)
n }
∞
n = 1是 l

p
中的点列 ,按距离ρ收敛到 l

p
中的点 x = { xn }

∞
n = 1 ,

即

∑
∞

n = 1

| x( k)
n x n | p

1
p →0  ( k→∞ ) ,

于是对任意ε> 0 ,存在 k0 ,使得当 k≥ k0 时 ,有

∑
∞

n = 1

| x( k)
n x n | p

1
p <
ε

1
p

2
,

从而对任意 N,有

∑
n≥ N

| x
( k)
n x n |

p
<
ε
2

p .

由于{ xn }∈ lp ,故存在 N0 ,使得∑
n≥ N

0

| xn | p <
ε
2p ,于是

∑
n≥ N

0

| x
( k)
n |

p
1
p
≤ ∑

n≥ N
0

| x
( k)
n x n |

p
1
p

+ ∑
n≥ N

0

| xn |
p

1
p

<
ε

1
p

2
+
ε

1
p

2
=ε

1
p ,

即

∑
n≥ N

0

| x( k)
n | p <ε.

此外 ,对任意 n,显然有 x( k)
n → xn ( k→∞ ) .

  另一方面 ,若对任意 n, x
( k)
n → xn ( k→∞ ) ,且对任意ε> 0 ,存在 k0 , N0 ,使得

对任意 k > k0 有

∑
n≥ N

0

| x
( k)
n |

p
<ε,

则由ε的任意性及

ρ( x( k) , x ) ∑
∞

n = 1

| x( k)
n x n | p

1
p               

≤ ∑
n < N

0

| x( k)
n x n | p

1
p + ∑

n≥ N
0

| x( k)
n x n | p

1
p

≤ ∑
n < N

0

| x( k)
n x n | p

1
p + ∑

n≥ N
0

| x( k)
n | p

1
p + ∑

n≥ N
0

| xn | p
1
p

不难得到ρ( x
( k)

, x)→0( k→∞ ) ,由此可见 l
p
中的点列 { x

( k)
} = {{ x

( k)
n }
∞
n = 1 }收敛

到 x = { x n }
∞
n = 1当且仅当
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  (1 ) 对每个 n, x( k)
n → xn ( k→∞ ) ,

  (2 ) 对任意ε> 0 ,存在 k0 , N0 ,使得对任意 k> k0 及 N≥ N0 ,∑
n≥ N

| x
( k)
n |

p
<ε.

1.3  线性赋范空间

  我们把线性空间中的点称作向量并不奇怪 ,因为它和平面、三维空间中的向

量有着类似的特征 .有限维欧氏空间中的向量按自然方式有长度 ,但一般线性空

间中的向量却未必有“长度”,除非我们事先赋予某种定义 .

  定义 9  设 X是数域 K 上的线性空间 ,ρ是 X 到实数域 R 的映射 (这样的

映射称为 X上的实值泛函 ) ,满足 :

  (1 ) (非负性 )  对任意 x∈ X ,ρ( x)≥0 ,且ρ( x) = 0 当且仅当 x = 0;

  (2 ) (正齐性 )  对任意 x∈ X ,α∈ K,ρ(αx) = |α|ρ( x ) ;

  (3 ) (三角不等式 )  对任意 x, y∈ X ,ρ( x + y)≤ρ( x) +ρ( y) .

则称 X为 K 上的线性赋范空间 ,记作 ( X ,ρ) ,ρ( x )称为 x的范数 .

  按习惯记法 ,通常用“‖·‖ X”记范数 ,即‖ x‖ X > ρ( x) .

  实变函数中熟知的连续函数空间 C( [ a, b] )按‖ f‖ = max
a≤ x≤ b

| f ( x) |构成线

性赋范空间 , L
p

( E)空间按‖ f‖ p =∫E
| f ( x ) |

p
d x

1
p

也构成线性赋范空间 .前

面例 1、例 2 中的空间 l
∞

, l
p
分别按‖ x‖∞ = sup

1≤ n < ∞
| xn | 及 ‖ x‖ p =

∑
∞

n = 1

| xn |
p

1
p构成线性赋范空间 .下面再来看两个例子 .

  例 3  设 V [ a, b]是区间 [ a, b]上的实有界变差函数全体 ,依照通常的线性

运算 ,它是线性空间 ,对 f∈V[ a, b] ,定义

‖ f‖ = | f ( a) | + V
b
a ( f ) ,

则 V[ a, b]按‖ f‖成为线性赋范空间 .

  记 V0 [ a, b] = { f | f∈V [ a, b] , f 在 ( a, b)中每一点是右连续的 ,且 f ( a) =

0} ,则 V0 [ a, b]是 V [ a, b]的线性子空间 ,在 V0 [ a, b]上 ,范数‖ f‖等于全变差

V
b
a ( f ) .

  例 4  设 D是复平面粄内的单位圆盘 ,即 D = { z∈粄 | | z | < 1 } ,记

L
2
a ( D) = { f | f 在 D中解析 ,且∫D

| f ( z) |
2

d A <∞} ,

其中 d A是 D上的面积元素 ,显然 L2
a ( D)按通常的线性运算成为线性空间 ,对任

意 f∈ L
2
a ( D) ,定义

‖ f‖2 =∫D
| f ( z) |

2
d A

1
2

,

不难验证‖ f‖是 L
2
a ( D)中的范数 ,于是 ( L

2
a , ‖·‖2 )是线性赋范空间 , 它称为
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Bergman 空间 .

  在线性赋范空间 ( X ,‖·‖ X )中 ,由范数可以诱导一个距离 ,即

ρ( x, y) =‖ x y‖ X  ( " x, y∈ X) ,

不难证明ρ的确是 X 上的距离 ,且线性运算按此距离连续 ,故而 ( X ,ρ)是线性距

离空间 .X 中的序列{ xn }若按此距离收敛到某个元 x,即

‖ xn x‖→0  ( n→∞ ) .

则称它按范数收敛到 x,记作 xn

‖·‖ X

x 或 x n→ x .

  应该注意的是 ,对给定的线性空间 X ,在 X 上通常可以定义多个范数 ,这就

存在不同范数之间的比较问题 ,为此引入下面的

  定义 10  设‖·‖1 ,‖·‖2 都是线性空间 X 上的范数 ,如果存在常数 M >

0 ,使得对任意 x∈ X,有

‖ x‖1 ≤M‖ x‖2 ,

则称‖·‖2 强于‖·‖1 .如果既有‖·‖1 强于‖·‖2 ,又有‖·‖2 强于‖·‖1 ,

则称‖·‖1与‖·‖2 等价 .

§2  距离空间的完备性

2.1  完备性定义及例子

  在欧氏空间 Rn 中 , 序列的收敛性有一个基本的判别准则 ,这就是 Cauchy

准则 ,我们在本书的上册中已看到 Lp 空间中 Cauchy 准则也成立 ,在一般的距

离空间中 ,类似结论是否总是正确的呢 ? 我们先来看一个例子 .

  例1  设 X = { r| r是 R中的有理数} , Q是有理数域 ,则按通常的运算 , X 是

Q上的线性空间 ,按通常的距离ρ( x, y) = | x y | , ( X ,ρ)成为线性赋范空间 .

  众所周知 ,R中有理数全体在 R中稠密 , 设{ rn }是 R中收敛到某个无理数

的有理数列 ,则 { rn }显然是 Cauchy列 ,然而{ rn }在 X中不收敛 .可见并非在所有

的距离空间中 Cauchy 准则都成立 .因此有必要引入下面的

  定义 1  设 ( X,ρ)是距离空间 (或赋范空间 ) ,如果 X 中的点列{ xn }满足

ρ( xn , xm )→0  ( n, m→∞ ) ,

则称{ xn }是 X 中的基本列 (或 Cauchy 列 ) .若 X 中任意基本列都在 X 中收敛 ,

则称 ( X ,ρ)是完备的距离空间 (或赋范空间 ) .

  本书上册已讨论过 Lp ( 1≤ p < ∞ )空间的完备性 ,除此而外 ,完备空间的

例子是很多的 .例如 , C( [ a, b] )按距离ρ( x, y ) = max
a≤ t≤ b

| x ( t ) y ( t) |是完备的 .

lp (1≤ p≤∞ )也是完备的 ,不过其完备性证明并不是一件很轻松的事 ,有兴趣的
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读者不妨一试 .

  注  可以证明 L
p

( 1≤ p < ∞ )、l
p

( 1≤ p < ∞ )及 l
∞
分别按范数‖ f‖ p

>

(∫E
| f | p d m)

1
p 、‖ x‖ p

> ∑
∞

n = 1

| xn | p
1
p 及‖ x‖ p

> supn | xn |构成完备的线性

赋范空间 .

  例 2  记 L
∞

( E)为可测集 E上几乎处处有界的可测函数全体 ,对任意 f ,

g∈ L
∞

( E) ,定义

ρ( f , g) esss up
x∈ E

| f ( x ) g( x) |            

> inf
mE

0
= 0 , E

0
� E

( sup
x∈ E E

0

| f ( x) g( x) | ) , ( * )

则ρ是 L
∞

( E)上的距离 ,

‖ f‖∞ =ρ( f , 0 )> inf
mE

0
= 0 , E

0
� E

( sup
x∈ E E

0

| f ( x ) | ) ( * * )

是 L∞ ( E)上的范数 .( L∞ ( E) ,‖·‖∞ )是完备的线性赋范空间 .

  可以证明 , ( * * )式中的下确界 inf
mE

0
= 0 , E

0
� E
是可达的 ,即对任意 f∈ L

∞
( E) ,

存在 E的零测子集 E0 ,使得

‖ f‖∞ = sup
x∈ E E

0

| f ( x) |

(请读者自行验证 ) .

  现设 f n 是 L
∞

( E)中的 Cauchy 列 ,对每个 f n ,存在零测集 En� E,使得

‖ f n‖∞ = sup
x∈ E E

n

| f ( x) | ,

对任意 n, m,也存在零测集 Enm� E,使得

ρ( f n , f m ) =‖ f n f m‖∞ = sup
x∈ E E

nm

| f n ( x) f m ( x) | ,

记 E0 = ∪
∞

n = 1
En ∪ ∪

∞

n , m = 1
En m ,则 mE0 = 0 ,且对任意 n, m = 1 ,2 ,⋯ ,

ρ( f n , f m ) sup
x∈ E E

nm

| f n ( x ) f m ( x) |

≥ sup
x∈ E E

0

| f n ( x) f m ( x) |≥ρ( f n , f m ) .

由{ f n }是 Cauchy 列立得 sup
x∈ E E

0

| f n ( x) f m ( x ) |→0 ( n, m→∞ ) ,即 { f n }是 E E0

上一致收敛意义下的 Cauchy 列 ,故存在 E E0 上的可测函数 f ,使得

s up
x∈ E E

0

| f n ( x ) f ( x ) |→0  ( n→∞ ) .

在 E0 上令 f = 0 ,于是 f 可看作 E 上的可测函数 .注意到

s up
x∈ E E

0

| f n ( x ) |≤ sup
x∈ E E

n

| f n ( x ) | =‖ f n‖∞ ,

且由{ f n }是 Cauchy 列易知 {‖ f n‖∞ }有界 ,所以 { f n }在 E E0 上一致有界 ,从

而 f 在 E 上有界 ,故 f∈ L∞ ( E) ,并且
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ρ( f n , f )≤ s up
x∈ E E

0

| f n ( x ) f ( x) |→0  ( n→∞ ) .

2.2  完备空间的重要性

  欧氏空间中许多结论均依赖于空间的完备性 ,如直线上的闭区间套定理 ,平

面内的闭矩形套定理等 .在完备的距离空间中 ,许多与欧氏空间情形类似的结论

仍然成立 .

  定义 2  设 ( X,ρ)是距离空间 , x0∈ X ,

S( x0 , r)> { x∈ X |ρ( x , x0 ) < r}  ( r> 0)

称为以 x0 为中心 , r为半径的开球 ;

S( x0 , r)> { x∈ X |ρ( x , x0 )≤ r}  ( r> 0)

称为以 x0 为中心 , r为半径的闭球 .

  命题 1(闭球套定理 )  设 ( X ,ρ)是完备的距离空间 , Sn = { x∈ X |ρ( x, xn )≤

εn }是一串闭球 :

S1� S2 �⋯� Sn�⋯ ,

如果球的半径εn→0 ,则存在唯一的点 x∈∩
∞

n = 1
Sn .

  证明  由命题的条件 ,不难看到球心组成的序列{ xn }是一个 Cauchy 列 .事

实上 ,对任意 n, m,若 n≥m,则由 xn∈ Sn� Sm得

ρ( xn , xm )≤εm .

由此立得{ xn }是一个 Cauchy列 .由 X是完备的知存在 x∈ X,使得ρ( xn , x)→0,在

不等式
ρ( x m , x)≤ρ( xn , x ) +ρ( xm , xn )≤ρ( xn , x ) +εm

中 ,固定 m并令 n→∞得ρ( xm , x)≤εm .这说明 x∈ Sm , m= 1 ,2 ,⋯ ,故 x∈∩
∞

n = 1
Sn .

  若另有 y∈∩
∞

n = 1
Sn ,且 y≠ x,则对任意 n,有

ρ( y, xn )≤εn ,

由不等式
ρ( x, y)≤ρ( x, xn ) +ρ( x n , y )≤2εn

及εn→0 立得ρ( x , y ) = 0 , 从而 x = y,这就得到矛盾 ,所以∩
∞

n = 1
Sn必是单点集 .

证毕 .

  在直线上的闭区间套定理中 ,即使区间的长度不趋于 0 ,所有区间的交仍然

是非空的 .然而 ,在一般距离空间中 ,即使空间是完备的 ,假如闭球套的半径不趋

于 0 ,则其交可能是空集 .

  从直线上 Cauchy 准则与闭区间套定理的等价性 , 人们自然会提出这样的
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