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且d巳

1'J'J 一口

对于数学专业与应用数学专业的学生，对于从事与分析

数学有联东伪理论与应用研究的科技工作者，实变课程的训

练是至关重妥的，这或许走使他们成为高层次人才伪阶梯。

所谓实变函数论，即为丁克服黎曼积分理论的缺陷而创

立的新积分理论。它包合作为其基础的集合与坝'11主均理论，

故亦可称为测度与积分理论。

刑支理论比较抽象，这就使得实变课程的教与学都有一

定的难度。如何化解这个难字，正是笔者边儿年在讲授该课

程的教学实践中所着刀妥解决的课题。这也是编写本书所企

望达到均目怜。

ii:巳制度理论内容以减 . J 、 实 变课 程 难 度 ， 似 乎并非 良

策 z 事 实土， 抽象现IJ 度的应 用 范 围 日 益广泛 ， 已成为科技人

员的公各扣识。本书则从调整理论体最入手作一点尝试。

本书的理论体J革的确定以使得概念引入和思路发展顺乎

自然为原则，刀求使读者不仅知其然而且能知其所以然。比

如，在引入勒贝格和、分概念之前先对黎曼积分理论作一番剖

析和攻写，使得区问上有界函数的勒贝格积分理论儿于成为

黎支积分理论伪平凡推广F对难度较大的重积分理论作丁过

当处理，使之只需一次课(两学时)即可讲述明白 p 千方百

计为新内容与旧知识之间架设尽可能好均桥梁，使得一些比

较玄妙沫臭的概念变得自然而然，等等。



通过反复向读者展示"从特殊到一般，再从一般到特

殊"这一最基本的数学思维方法，不断提出问题和解决问

题，试因使读者在潜移默化中得到方法论，立的启边和素质，且

的提高，能比较轻松地)嚼着思维逻辑的自然发展登上一个个

新台阶。倘能如此，将是笔者最大的快慰。

广泛的适用性是本书均另一追求。它符合综合大学数学

率教学大纲的基本要求，又可通过删减一些章节使之适合各

类院提数学与应用数学专业实变课教学需要。为便于教学，

对使用本教材的教师，将提供本书习题的解答与提示，以供

参考。

哀心感谢李志、王戌堂教授份热情支持和帮助。

希望本书能对广大的科技人员和高等院校理工科师生有

所样益。

编著者

1993 年8 月 于北京
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第一章 -般集理论

§1 集与集的运算

德国数学家康托在 19世纪 80年代创立的集论，已成

为现代数学的基础.实变函数理论正是集论的观点与方法渗

入数学分析的产物.集论本身已发展成为数学中一个活围很

广的学科P本章所介绍的一般集论及下一章直线上的点集理

论，作为学习实变函数论所必需的预备知识，是十分有限

的.对集论感兴趣的读者，可参阅阿力山大洛夫《集与函数

的泛论初阶》一书或豪斯道夫的《集论» •

1.集的概念

把具有某种特定性质的对象的全体称为集合或简称为

集，其中每个对象称为该集的元素.例如自然数的全体是一

集，每个自然数都是它的元素p又如直线上点的全体是一

集，直线上每一点都是它的元素z实系数多项式全体为一

集，每个实系数多项式都是它的元素.

通常用大写字母表示集，用小写字母表示元素.集的表

示方式有两种，既可表示为

A = {x: x具有性质P}

也可在花括号内将具有性质P的 x穷举出来.例如方程Xl

-1=0 的解所组成的集合可表示为

• 1 •
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{x: x 2 - 1 = 0 } 或 { - 1 ， 1}

又如自然数全体所组成的集合 N可表示为

N = {n: n是 自 然数}

或 N = {1 , 2, 3, 4, …}

任何对象，对于某一集而言，要么属于该集，要么不属

于该集，二者必居其一.

若 x属于集 A (即 x 是 A 的元素 ) ，则记为

xεA

若 x不属于集 A (即 x 不是 A 的元素 ) ，则记为

x r}. A

值得注意的是，集合同它的元素之间的关系是整体与个

别的关系，是对立统一的关系.请留意这种关系的对立性z

一个集决不能作为它自身的元素，因而"由一切集合组成的

集"的提法是荒谬的.同样，读者应当把直线上一点 α同由

点 G组成的单点集{ α }区别开来，决不要把 α和{ α }视为同

一物.

考虑如下集合z

{x: x 2 + 1 =0, x 是实数}

这个集合不含任何元素.这样的例子还可以举出很多.我们

把不含任何元素的集称为空集，记为五?I.读者将会看到，空

集概念不仅反映了客观存在，而且还具有重要的理论意义.

现在考虑两个集之间的关系.

定义1. 1 设 A 和 B是两个集合.若集B的每个元素

都是集A的元素，则称 B为A的子集，称 A为 B的包集，

记为

BcA 或 A二二 B

2 。



众所周知，一命题与其逆否命题等价。在定义中，"集

B 的每个元素都是集A 的元素" 这一条件可代之以 "非集

A元素均非集B的元素" . 于是知空集是任何集合的子集.

定义1.2若 A是 B的子集，且 B又是 A的子集，则

称集 A与 B相等，记为 A = B.

若 BcA 且 A手B ， 则称 B 是 A 的真子集.

应当指出，用描述的方式所给出的集与元素定义，并不

严谨.不过，对于本书，这己足够了。其严格定义属于集论

的研究范围，有所谓公理化集论，本书不予涉及.

B

图1. 1

A

2. 集的运算

两个集合之间有下列运算z

定义1. 3 设 A和 B是两个集.定义运算

AUB ",{x: x ξA 或 x E B }

A 门 B = {x : xEA 且xEB}

A\ B = {x: x ξA 且 x (/:. B }

A6B = (A \B)U(B\A)

AxB={(x ,y ) : xEA, YEB}

分别称之为 A和 B的并集、交集、差集、对称差、直积

(或笛卡尔乘积) •

设 A 和 B 是 如 图 1. 1

所示的两个圆盘，则它们的并、

交、差、对称差分别为图1. 2

所示.

两个集的乘积是从第一个

集中取一元素，再从第二个集

·3·



AI, i8
、/

4\B

4r丁 H

AYR

图1.2

中取一元素，所组成的有序元素对的全体.例如[0， 1] x
[0 , 1J 是平面上单位闭正方形z 以 Q 表示有理数全体， 则

QxQ 是平面上的有理点 集. 当 A=j:. B 且 A 与 B 非 空

时，显然有

AxB=j:.BxA

遁常将 A x A 记为 2.

关于并和交运算有下列重要的规律z

定理1.1 设 A ， B , C 是集合， 则有

( I )交换律: AUB = B UA , A 门B=B 门 A

(ii) 结合律 : AU(BUC)=(AUB)UC

A 门 ( B n C ) = ( A 门 B ) 门C

(Iii)分配律: A 门 ( B U C ) = ( A 门 B ) U ( A η C )

AU(BnC)=(AUB)门(AUC)

这些关系式留给读者去证明.
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井和交这两种运算不仅可以在有限个集合之间进行，还

可以推广到无限多个集合的情形.

设

{A a : aE l}

是任意一组集，其中I称为指标集，对于每个指标α ε I ，

相应有一个集Aa 与之对应. 寇义这组集合的并集为

U A a ::: {Xl 存在 α ε I 使 x E A a }
aEI

应义这组集合的交集为

n A a ::: {X: 氏 Aa ， Vαε l}
aEI

通常把以集合为元素的集称为集族(或集类)，且用花体大

写字母表示集族.

分配律的更一般形式为

仙F AlJ(prJfa)=日 (A UA..)

An(旦 A u ) ::: 旦 叫A.. )

当两个集的交集非空时，称这两个集相交.当两个集的

交集是空集时，称这两个集不相交.说一个集族是不相交集

族是指该集族中任何两个集都不相交.

下面讨论一下差运算.

当 B是 A的子集时，称羞集A\B是集B相对于 A

的补集(或余集) ，记为 C A B.通常，在我们讨论问题的

范围内，所涉及的集合都是某个集X的子集，这时把集X

称为全空间，集B关于 X的补集就简单地记为BO，并简

称其为 B的，余集.用式子表达即有s

• 5 •



BC={xEX: x~B}

显然，有下列简单事实z

AUAC=X, A 门AC= 好， (AC)C = A

XC= 好， 0 c = X , A \B=Annc

A二B=争ACeBC

A 门 B = 正当斗AeBO

特别地，有如下的重要关系式.

定理1.2 (迪摩根法则〉

( i) (旦 Aa Y = n A; 〈 1 · 1 〉

〈们 ( J) A a r =旦 A : 0.2)

E证明1 先证等式 ( i) •

VXE(YF Aa )e

有 x~ UA a
aEI

而

即
故
从

Vα E I ， x tt. Aa

yaEl , xEA:

xεn A:
aEI

这表明 ( u. A a r eO.A:

反之，

VxεnA :

在 xεA;, VGξI

6 •



即

从而

Vαε I ， x tf. A"

叫 U A"
'EI

故 x ε(YI A a )"

这推出口Aα c(旦 Aa )

因此等式( i )成立.

i己 B a =A~

则由(旦 Ba r =日B ~

推出丑 Ba =(nk)c

即引A; = (PI Aa )r 口

等式( i )和( ii )可推广为

( i )' A \(μ Aa ) = nM\Aa ) 0.3)

(川 A \(日 A a ) = 且"\Aa ) 0.4)

其证明留给读者去完成.

3. 集列的极限集

当集族的指标集是自然数集时，称该集族为集列.故集

列总可表示成{AI> Az， …} 的形式. 通常简记为{An}.

很自然，对于单调集列可引入极限集的概念.

定义1.4 若 {A叶 是递减集列， 即

7 •
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