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内 容 简 介

本书根据电子信息类本科教学计划，着重介绍时间序列分析的基本模型和算法，适用作信息工程、通信工

程、控制工程等相关专业的本科教材或教学参考用书。全书共分６章，其内容安排如下：第１章动态数据预处
理，第２章时间序列模型，第３章模型参数估计，第４章模型定阶方法，第５章时间序列建模，第６章时间序列
应用。各章均有小结和习题，有助于教学。
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前 言

时间序列（ＴｉｍｅＳｅｒｉｅｓ）分析是概率统计学科的一个分支，它是运用概率统计的理论和方
法来分析随机数据序列（或称动态数据序列），并对其建立数学模型，进行参数估计，对模型定

阶，以及进一步应用于预报、预测、自适应控制、最佳滤波等诸多方面。

时间序列分析方法与随机过程理论有所区别，前者是先对实测数据建立数学模型，并在此

基础上进一步分析随机数据的统计特性；后者是在对实测数据统计所得的先验概率知识基础

上来分析其统计特性。由于人们所能获得的实测数据总是有限的，而理论上的先验概率要求

在无限多的样本数据基础上统计才能获得，因此实际上我们能够获得的先验概率只能是在一

定置信度条件下的近似，亦即尽量接近真实的概率（密度）分布，这是随机过程理论和方法在实

际应用时的困难。时间序列分析方法可以克服这个困难，它是在有限个样本数据总量的情况

下建立起相当精确的数学模型，从而获得具有一定精度（用模型误差方差来表示）的统计特性，

与真实结果非常接近，因此在实际应用时比较方便，可操作性较好。总之，随机过程分析方法

在理论上严谨求实，但操作性较差；而时间序列分析方法在使用时方便实用，但是，要想建立精

度相当高的时序模型不仅要求模型参数最佳地估计，而且模型阶数也要合适，因此建模过程也

是相当复杂的。这两种对随机数据序列的分析方法都有各自的研究和应用领域，应视不同的

分析对象和要求而定。

时间序列分析方法最早起源于１９２７年，数学家耶尔（Ｙｕｌｅ）提出建立自回归（ＡＲ）模型来
预测市场变化的规律。接着，在１９３１年，另一位数学家瓦尔格（Ｗａｌｋｅｒ）在ＡＲ模型的启发下，
建立了滑动平均（ＭＡ）模型和自回归、滑动平均（ＡＲＭＡ）混合模型，初步奠定了时间序列分析
方法的基础，当时主要应用在经济分析和市场预测领域。２０世纪６０年代，时间序列分析理论
和方法迈入了一个新的阶段，伯格（Ｂｕｒｇ）在分析地震信号时最早提出最大熵谱（ＭＥＳ）估计理
论，后来有人证明ＡＲ模型的功率谱估计与最大熵谱估计是等效的，并称之为现代谱估计。它
克服了用传统的傅里叶功率谱分析（又称经典谱分析）所带来的分辨率不高和频率漏泄严重等

固有的缺点，从而使时间序列分析方法不仅在时间域内得到应用，而且扩展到频率域内，得到

更加广泛的应用，特别是在各种工程领域内应用功率谱的概念更加方便和普遍。到２０世纪

７０年代以后，随着信号处理技术的发展，时间序列分析方法不仅在理论上更趋完善，尤其是在
参数估计算法、定阶方法及建模过程等方面都得到了许多改进，进一步地迈向实用化，各种时

间序列分析软件也不断涌现，逐渐成为分析随机数据序列不可缺少的有效工具之一。

随着时间序列分析方法的日趋成熟，其应用领域越来越广泛，主要集中在预报预测领域，

例如气象预报、市场预测、地震预报、人口预测、汛情预报、产量预测，等等。另一个应用领域是

精密测控，例如精密仪器测量、精密机械制造、航空航天轨道跟踪和监控，以及遥控遥测、精细

化工控制等。再一个应用领域是安全检测和质量控制。在工程施工和维修中经常会出现异常
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险情，采用仪表监测和时间序列分析方法可以随时发现问题，及早排除故障，以保证生产安全

和质量要求。以上仅仅列举了某些应用领域，实际上还有许多应用，不胜枚举。

根据电子信息工程类专业本科教学计划，许多高等学校已将时间序列分析列为一门必修

课程，本书就是针对这个要求而编写的，适用于信息工程、通信工程、控制工程等相关专业的本

科教材或教学参考用书。由于教学时数有限，本书偏重于时间序列分析的基础内容。

本书本着由浅入深、由易到难的原则，在先修课程（如概率论、统计学、随机过程等）的基础

上，着重介绍时间序列分析的基本模型和基本计算方法，并且各章配有适当的例题和习题，以

便帮助读者进一步理解。各章都有小结，有助于复习和教学。

本书受北方交通大学出版基金资助。
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第１章 动态数据预处理

在日常生活和科学实验中经常会遇到大量的实测数据，它们从表面上看来是杂乱无章的，

但实际上具有一定的统计规律，因此人们总是想从这些有序的数据中找出它们的统计特性，并

称它们为统计数据。最典型的例子就是在通信信道中存在的白噪声，它在示波器上显示为一

堆茅草波形，但经过统计分析后发现它的统计特性符合高斯型（正态）概率分布，因此又称为高

斯型噪声。

统计数据具有动态随机变化的属性，它们不断地更新，因此有时又称为动态随机数据。动

态数据的统计特性可以用概率（密度）分布来描述，但是属于动态数据的随机过程往往具有很

复杂的多维概率分布特性，实际上难以分析和应用。

时间序列分析是另外一种描述动态数据统计特性的理论和方法，它不同于用多维概率分

布来描述动态数据的随机过程理论，其突出优点是方便和实用。有人将随机过程称为大样本

理论，因为多维概率分布是要建立在无限多样本数据的统计基础上。时间序列分析则可以从

有限的样本数据中拟合成具有一定精度的时间序列模型，因此它又可称为小样本理论。

在建立时间序列模型之前，必须先对动态数据进行必要的预处理，以便剔除那些不符合统

计规律的异常样本，并对这些样本数据的基本统计特性进行检验，以确保建立时间序列模型的

可靠性和置信度，并满足一定的精度要求。

本章将要研究动态数据预处理内容，主要包括平稳性检验、正态性检验、周期性检验和独

立性检验。此外，还要对某些确知规律性的数据进行趋势性检验，以便保持被统计数据的纯随

机性质。

１．１ 平稳性检验

时间序列的平稳性是我们建模的重要前提。一般说来，某个实测过程如果它的系统参数

和运行时周围的条件不改变，即可视为平稳的。不过这仅是一种定性判据，只从这样的物理背

景来下结论，有时是不太可靠的，还需要依据一些统计方法进一步检验。

在检验时间序列的平稳性时，必须考虑以下两个内容：一是序列的均值（珔ｘｉ）和方差（σ２ｉ）是
否为常数，二是序列的自相关函数（ｒｉ）是否仅与时间间隔有关，而与此间隔端点位置无关。下
面介绍平稳性检验的两种常用方法。

１．平稳性的参数检验法
设样本序列ｘ１，ｘ２，⋯，ｘＮ 足够长，即Ｎ 相当大。把样本序列分成ｋ个子序列，即取



Ｎ＝ｋＭ，Ｍ 是一个较大的正整数，ｋ也是一个正整数。分段后的样本序列为

ｘ１１，ｘ１２，⋯，ｘ１Ｍ
ｘ２１，ｘ２２，⋯，ｘ２Ｍ

⋯

ｘｋ１，ｘｋ２，⋯，ｘ

烍

烌

烎ｋＭ

＝｛ｘｉｊ｝ （１１）

这里ｘｉｊ＝ｘ（ｉ－１）Ｍ＋ｊ，ｉ＝１，２，⋯，ｋ；ｊ＝１，２，⋯，Ｍ。
对于ｋ个子序列，可以分别计算它们的样本均值，样本方差和样本自协方差函数。它们

的定义如下（详见第３章）：

珔ｘｉ＝
１
Ｍ∑

Ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ

σ２ｉ＝
１
Ｍ∑

Ｍ

ｊ＝１
（ｘｉｊ－珔ｘｉ）２

ｒｉ（τ）＝
１
Ｍ∑

Ｍ－１

ｊ＝１
（ｘｉｊ－珔ｘｉ）（ｘｉ，ｊ＋τ－珔ｘｉ）／σ２

烍

烌

烎ｉ

（１２）

ｉ＝１，２，⋯，ｋ；τ＝１，２，⋯，ｍ，ｍ ＜＜Ｍ

由平稳性的假定，以上各统计量对不同的子序列ｉ不应有显著的差异，否则就应否定｛ｘｔ｝是平
稳序列的假定。

设｛ｘｔ｝具有理论上的均值μ，方差σ２和自相关函数ρτ，这时样本统计量珔ｘｉ，σ２ｉ及ｒｉ（τ）的
方差可由随机变量四阶矩的算式得到

① 样本均值的方差σ２１＝Ｄ（珔ｘｉ）＝
１
Ｍ２Ｅ ∑

Ｍ

ｊ＝１
∑
Ｍ

ｌ＝１
（ｘｉｊ－μ）（ｘｉｌ－μ（ ））＝

σ２
Ｍ２∑

Ｍ

ｊ＝１
∑
Ｍ

ｌ＝１
ρｊ－ｌ＝

σ２
Ｍ２ １＋２∑

Ｍ

ｊ＝１
１－ｊ（ ）Ｍ ρ［ ］ｊ

② 样本方差的方差σ２２＝Ｄ（σ２ｉ）＝
２σ２
Ｍ２ １＋２∑

Ｍ

ｊ＝１
１－ｊ（ ）Ｍ ρ２（ ）ｊ

③ 样本自相关的方差σ２３（τ）＝Ｄ（ｒｉ（τ））≈
１
Ｍ－τ１＋ρ

２
τ＋２∑

Ｍ－τ

ｊ＝１
１－ ｊ
Ｍ－（ ）［ τ ×

（ρ２ｊ＋ρｊ＋τρｊ－ｔ ］

烍

烌

烎）

（１３）

采用统计检验方法，取显著水平α＝０．０５和２σ原则，此时置信度为１－α＝０．９５，当

２ 时间序列分析简明教程



｜珔ｘｉ－珔ｘｊ｜＞１．９６ ２σ槡 ２
１

｜σ２ｉ－σ２ｊ｜＞１．９６ ２σ槡 ２
２

｜ｒｉ（τ）－ｒｊ（τ）｜＞１．９６ ２σ２３（τ槡

烍

烌

烎）

（１４）

（ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，⋯，ｋ；τ＝１，２，⋯，ｍ）

成立时，可拒绝｛ｘｔ｝为平稳序列的假设，即该序列不具有平稳性。但一般并不知道｛ｘｔ｝的理论
方差与自相关函数，因此无法直接得出σ２１，σ２２和σ２３（τ），仅能以它们的样本估计值代之。因
此，这个方法还不够理想，一般还要结合物理背景判断在过程运行中周围条件及有关参数是否

维持不变来确定是否平稳的。

２．平稳性的非参数检验法
平稳性的非参数检验法又称为游程检验法（或轮次检验法）。该方法只涉及一组实测数

据，而不需要假设数据的分布规律，因此本方法具有很好的实用性。

在保持随机序列原有顺序的情况下，游程定义为具有相同符号的序列，这种符号可把观测

值分成两个互相排斥的类。例如观测序列的值是ｘｉ（ｉ＝１，２，⋯，Ｎ），其均值为珔ｘ，用符号“＋”
表示ｘｉ≥珔ｘ，而“－”表示ｘｉ＜珔ｘ。按符号“＋”和“－”的出现顺序将原序列写成如下形式，例如

烐烏 烑
＋ ＋ ＋

１

－
２

︸＋ ＋
３

︸－ －
４

＋
５

烐烏 烑
－ － － －

６

＋
７

“＋”号和“－”号共１４个，分７个游程。每个游程的长短在这里并不重要。游程太多或太少都
被认为是存在非平稳性趋势。游程检验所判断的原假设为：“样本数据出现的顺序没有明显的

趋势，就是平稳的”。我们采用的样本统计量有

Ｎ１＝一种符号出现的总数

Ｎ２＝另一种符号出现的总数

γ＝游程的总数

其中γ作为检验统计量。对于显著水平α＝０．０５的双边检验，由表１１给出概率分布左右两侧
为α／２＝０．０２５时的上限γＵ和下限γＬ。如果γ在界限以内，则接受原假设；否则拒绝原假设。
例如有Ｎ＝２２的观测序列，其值超过均值者记为“＋”；反之记为“－”，得符号序列如下

＋ ＋ － － － ＋ － － ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ － － ＋ － － ＋ ＋ － ＋

我们按α＝０．０５检验顺序的随机性。因Ｎ１＝１２（＋），Ｎ２＝１０（－），故可取ｒ＝１１（双边）。查
表１１得原假设的接受域为７≤γ≤１７，故原序列没有明显的潜在趋势，可以认为是平稳的。
表１１是游程检验分布表，表中Ｎ１和Ｎ２分别表示符号＋和－的数目，γＬ和γＵ给出显

著水平α＝０．０５时游程总数的下限和上限。由于游程检验属于双边检验，故应将显著水平划
分成两边α／２＝０．０２５，只要实际的游程总数γ（双边）在表１１中给出的γＬ和γＵ界限内，则
平稳性的假设就可以接受。此时Ｐ（γ≤γＬ）＋Ｐ（γ≥γＵ）＝０．０５

３第１章 动态数据预处理



表１１ 游程检验用γ分布表

Ｎ２
Ｎ１

２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５

２
γＬ
γＵ

２ ２ ２ ２

３
γＬ
γＵ

２ ２ ２ ２ ２ ２ ２ ２ ２ ２

４
γＬ
γＵ

２
９

２
９

２ ３ ３ ３ ３ ３ ３ ３ ３

５
γＬ
γＵ

２
９

２
１０

３
１０

３
１１

３
１１

３ ３ ４ ４ ４ ４ ４

６
γＬ
γＵ

２ ２
９

３
１０

３
１１

３
１２

３
１２

４
１３

４
１３

４
１３

４
１３

５ ５ ５

７
γＬ
γＵ

２ ２ ３
１１

３
１２

３
１３

４
１３

４
１４

５
１４

５
１４

５
１４

５
１５

５
１５

６
１５

８
γＬ
γＵ

２ ３ ３
１１

３
１２

４
１３

４
１４

５
１４

５
１５

５
１５

６
１６

６
１６

６
１６

６
１６

９
γＬ
γＵ

２ ３ ３ ４
１３

４
１４

５
１４

５
１５

５
１６

６
１６

６
１６

６
１７

７
１７

７
１７

１０
γＬ
γＵ

２ ３ ３ ４
１３

５
１４

５
１５

５
１６

６
１６

６
１７

７
１７

７
１８

７
１８

７
１８

１１
γＬ
γＵ

２ ３ ４ ４
１３

５
１４

５
１５

６
１５

６
１７

７
１７

７
１８

７
１９

８
１９

８
１９

１２
γＬ
γＵ

２ ２ ３ ４ ４
１３

５
１４

６
１６

６
１６

７
１７

７
１８

７
１９

８
１９

８
２０

８
２０

１３
γＬ
γＵ

２ ２ ３ ４ ５ ５
１５

６
１６

６
１７

７
１８

７
１９

８
１９

８
２０

９
２０

９
２１

１４
γＬ
γＵ

２ ２ ３ ４ ５ ５
１５

６
１６

７
１７

７
１８

８
１９

８
２０

９
２０

９
２１

９
２２

１５
γＬ
γＵ

２ ３ ３ ４ ５ ６
１５

６
１６

７
１８

７
１８

８
１９

８
２０

９
２１

９
２２

１０
２２

当Ｎ１或Ｎ２超过１５时可以用正态分布来近似，即可利用正态分布表（表１２）来确定检
验的接受域和否定域。此时用的统计量为

Ｚ＝
游程数－游程的期望数
游程标准差 ＝

γ－μγ
σγ

（１５）
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式中

μγ＝
２Ｎ１Ｎ２
Ｎ ＋１

σγ＝
２Ｎ１Ｎ２（２Ｎ１Ｎ２－Ｎ）

Ｎ２（Ｎ－１［ ］）
１／２

Ｎ＝Ｎ１＋Ｎ２

对于α＝０．０５的显著水平，如果｜Ｚ｜≤１．９６（按２σ原则），则可接受原假设，否则就拒绝。

１．２ 正态性检验

正态性是动态随机数据最重要的统计特性，目前常用的时间序列模型就是建立在具有正

态概率分布特性的白噪声基础上的。

正态分布的概率密度函数（ＰＤＦ）可记为

ｐ（ｘ）＝（２πσ２）－
１
２ｅｘｐ［－（ｘ－μ）２／（２σ２）］ （１６）

式（１６）中μ和σ２分别为样本总体的均值和方差。概率分布是概率密度函数的积分

Ｐ（ｘ＜Ｘ）＝（２πσ２）－
１
２∫
Ｘ

－∞
ｅｘｐ（－（ｘ－μ）２／２σ２）ｄｘ＝

（２π）－
１
２∫
（Ｘ－μ）／σ

－∞
ｅｘｐ－１２ｘ（ ）２ ｄｘ＝

Φ（（Ｘ－μ）／σ） （１７）

其中Φ称为“概率积分”，如表１２所示。随机变量处于α和β之间的概率为

Ｐ（α≤ｘ≤β）＝Φ（（β－μ）／σ）－Φ（（α－μ）／σ） （１８）

“卡埃平方（χ２）拟合优度检验”是一种检验动态数据正态性的有效方法，它是利用χ２统
计量作为观察到的ＰＤＦ和理论密度函数之间偏差的量度，两者是否相同可通过分析χ２的样
本分布来检验。如果数据是正态的，则应落入第ｊ组区间中的数据个数（称为组区间中的期望
频数）为

Ｆ０＝ＮΦ
ａ－μ（ ）σ

Ｆｊ＝Ｎ Φ
ｄｊ－μ（ ）σ

－Φ
ｄｊ－１－μ（ ）［ ］σ

（１９）

Ｆｋ＋１＝Ｎ １－Φ
ｂ－μ（ ）［ ］σ
，ｋ是数据分组数

５第１章 动态数据预处理



式中ａ和ｂ是两个端点值，Φ（·）是正态分布的累计积分，如表１２内阴影面积。
式（１９）中的Ｆｊ和观察到的频数Ｎｊ之间的偏差为（Ｎｊ－Ｆｊ），显然

∑
ｋ＋１

ｊ＝０
Ｎｊ＝∑

ｋ＋１

ｊ＝０
Ｆｊ＝Ｎ （１１０）

故总的偏差必为０。根据Ｐｅａｒｓｏｎ定理，样本的χ２统计量如下：

χ２＝∑
ｋ＋１

ｊ＝０
（Ｎｊ－Ｆｊ）２／Ｆｊ （１１１）

表１２ 标准正态分布函数表（假定μ＝０，σ２＝１）

Ｘ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

－３．０ ０．００１３ ０．００１０ ０．０００７ ０．０００５ ０．０００３ ０．０００２ ０．０００２ ０．０００１ ０．０００１ ０．００００

－２．９ ０．００１９ ０．００１８ ０．００１７ ０．００１７ ０．００１６ ０．００１６ ０．００１５ ０．００１５ ０．００１４ ０．００１４

－２．８ ０．００２６ ０．００２５ ０．００２４ ０．００２３ ０．００２３ ０．００２２ ０．００２１ ０．００２１ ０．００２０ ０．００１９

－２．７ ０．００３５ ０．００３４ ０．００３３ ０．００３２ ０．００３１ ０．００３０ ０．００２９ ０．００２８ ０．００２７ ０．００２６

－２．６ ０．００４７ ０．００４５ ０．００４４ ０．００４３ ０．００４１ ０．００４０ ０．００３９ ０．００３８ ０．００３７ ０．００３６

－２．５ ０．００６２ ０．００６０ ０．００５９ ０．００５７ ０．００５５ ０．００５４ ０．００５２ ０．００５１ ０．００４９ ０．００４８

－２．４ ０．００８２ ０．００８０ ０．００７８ ０．００７５ ０．００７３ ０．００７１ ０．００６９ ０．００６８ ０．００６６ ０．００６４

－２．３ ０．０１０７ ０．０１０４ ０．０１０２ ０．００９９ ０．００９６ ０．００９４ ０．００９１ ０．００８９ ０．００８７ ０．００８４

－２．２ ０．０１３９ ０．０１３６ ０．０１３２ ０．０１２９ ０．０１２６ ０．０１２２ ０．０１１９ ０．０１１６ ０．０１１３ ０．０１１０

－２．１ ０．０１７９ ０．０１７４ ０．０１７０ ０．０１６６ ０．０１６２ ０．０１５８ ０．０１５４ ０．０１５０ ０．０１４６ ０．０１４３

－２．０ ０．０２２８ ０．０２２２ ０．０２１７ ０．０２１２ ０．０２０７ ０．０２０２ ０．０１９７ ０．０１９２ ０．０１８８ ０．０１８３

－１．９ ０．０２８７ ０．０２８１ ０．０２７４ ０．０２６８ ０．０２６２ ０．０２５６ ０．０２５０ ０．０２４４ ０．０２３８ ０．０２３３

－１．８ ０．０３５９ ０．０３５２ ０．０３４４ ０．０３３６ ０．０３２９ ０．０３２２ ０．０３１４ ０．０３０７ ０．０３００ ０．０２９４

－１．７ ０．０４４６ ０．０４３６ ０．０４２７ ０．０４１８ ０．０４０９ ０．０４０１ ０．０３９２ ０．０３８４ ０．０３７５ ０．０３６７

－１．６ ０．０５４８ ０．０５３７ ０．０５２６ ０．０５１６ ０．０５０５ ０．０４９５ ０．０４８５ ０．０４７５ ０．０４６５ ０．０４５５

－１．５ ０．０６６８ ０．０６５５ ０．０６４３ ０．０６３０ ０．０６１８ ０．０６０６ ０．０５９４ ０．０５８２ ０．０５７０ ０．０５５９

－１．４ ０．０８０８ ０．０７９３ ０．０７７８ ０．０７６４ ０．０７４９ ０．０７３５ ０．０７２２ ０．０７０８ ０．０６９４ ０．０６８１

－１．３ ０．０９６８ ０．０９５１ ０．０９３４ ０．０９１８ ０．０９０１ ０．０８８５ ０．０８６９ ０．０８５３ ０．０８３８ ０．０８２３

－１．２ ０．１１５１ ０．１１３１ ０．１１１２ ０．１０９３ ０．１０７５ ０．１０５６ ０．１０３８ ０．１０２０ ０．１００３ ０．０９８５
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续表

Ｘ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

－１．１ ０．１３５７ ０．１３３５ ０．１３１４ ０．１２９２ ０．１２７１ ０．１２５１ ０．１２３０ ０．１２１０ ０．１１９０ ０．１１７０

－１．０ ０．１５８７ ０．１５６２ ０．１５３９ ０．１５１５ ０．１４９２ ０．１４６９ ０．１４４６ ０．１４２３ ０．１４０１ ０．１３７９

－０．９ ０．１８４１ ０．１８１４ ０．１７８８ ０．１７６２ ０．１７３６ ０．１７１１ ０．１６８５ ０．１６６０ ０．１６３５ ０．１６１１

－０．８ ０．２１１９ ０．２０９０ ０．２０６１ ０．２０３３ ０．２００５ ０．１９７７ ０．１９４９ ０．１９２２ ０．１８９４ ０．１８６７

－０．７ ０．２４２０ ０．２３８９ ０．２３５８ ０．２３２７ ０．２２９７ ０．２２６６ ０．２２３６ ０．２２０６ ０．２１７７ ０．２１４８

－０．６ ０．２７４３ ０．２７０９ ０．２６７６ ０．２６４３ ０．２６１１ ０．２５７８ ０．２５４６ ０．２５１４ ０．２４８３ ０．２４５１

－０．５ ０．３０８５ ０．３０５０ ０．３０１５ ０．２９８１ ０．２９４６ ０．２９１２ ０．２８７７ ０．２８４３ ０．２８１０ ０．２７７６

－０．４ ０．３４４６ ０．３４０９ ０．３３７２ ０．３３３６ ０．３３００ ０．３２６４ ０．３２２８ ０．３１９２ ０．３１５６ ０．３１２１

－０．３ ０．３８２１ ０．３７８３ ０．３７４５ ０．３７０７ ０．３６６９ ０．３６３２ ０．３５９４ ０．３５５７ ０．３５２０ ０．３４８３

－０．２ ０．４２０７ ０．４１６８ ０．４１２９ ０．４０９０ ０．４０５２ ０．４０１３ ０．３９７４ ０．３９３６ ０．３８９７ ０．３８５９

－０．１ ０．４６０２ ０．４５６２ ０．４５２２ ０．４４８３ ０．４４４３ ０．４４０４ ０．４３６４ ０．４３２５ ０．４２８６ ０．４２４７

－０．０ ０．５０００ ０．４９６０ ０．４９２０ ０．４８８０ ０．４８４０ ０．４８０１ ０．４７６１ ０．４７２１ ０．４６８１ ０．４６４１

０．０ ０．５０００ ０．５０４０ ０．５０８０ ０．５１２０ ０．５１６０ ０．５１９９ ０．５２３９ ０．５２７９ ０．５３１９ ０．５３５９

０．１ ０．５３９８ ０．５４３８ ０．５４７８ ０．５５１７ ０．５５５７ ０．５５９６ ０．５６３６ ０．５６７５ ０．５７１４ ０．５７５３

０．２ ０．５７９３ ０．５８３２ ０．５８７１ ０．５９１０ ０．５９４８ ０．５９８７ ０．６０２６ ０．６０６４ ０．６１０３ ０．６１４１

０．３ ０．６１７９ ０．６２１７ ０．６２５５ ０．６２９３ ０．６３３１ ０．６３６８ ０．６４０６ ０．６４４３ ０．６４８０ ０．６５１７

０．４ ０．６５５４ ０．６５９１ ０．６６２８ ０．６６６４ ０．６７００ ０．６７３６ ０．６７７２ ０．６８０８ ０．６８４４ ０．６８７９

０．５ ０．６９１５ ０．６９５０ ０．６９８５ ０．７０１９ ０．７０５４ ０．７０８８ ０．７１２３ ０．７１５７ ０．７１９０ ０．７２２４

０．６ ０．７２５７ ０．７２９１ ０．７３２４ ０．７３５７ ０．７３８９ ０．７４２２ ０．７４５４ ０．７４８６ ０．７５１７ ０．７５４９

０．７ ０．７５８０ ０．７６１１ ０．７６４２ ０．７６７３ ０．７７０３ ０．７７３４ ０．７７６４ ０．７７９４ ０．７８２３ ０．７８５２

０．８ ０．７８８１ ０．７９１０ ０．７９３９ ０．７９６７ ０．７９９５ ０．８０２３ ０．８０５１ ０．８０７８ ０．８１０６ ０．８１３３

０．９ ０．８１５９ ０．８１８６ ０．８２１２ ０．８２３８ ０．８２６４ ０．８２８９ ０．８３１５ ０．８３４０ ０．８３６５ ０．８３８９

１．０ ０．８４１３ ０．８４３８ ０．８４６１ ０．８４８５ ０．８５０８ ０．８５３１ ０．８５５４ ０．８５７７ ０．８５９９ ０．８６２０

１．１ ０．８６４３ ０．８６６５ ０．８６８６ ０．８７０８ ０．８７２９ ０．８７４９ ０．８７７０ ０．８７９０ ０．８８１０ ０．８８３１

１．２ ０．８８４９ ０．８８６９ ０．８８８８ ０．８９０７ ０．８９２５ ０．８９４４ ０．８９６２ ０．８９８０ ０．８９９７ ０．９０１５

１．３ ０．９０３２ ０．９０４９ ０．９０６６ ０．９０８２ ０．９０９９ ０．９１１５ ０．９１３１ ０．９１４７ ０．９１６２ ０．９１７７

１．４ ０．９１９２ ０．９２０７ ０．９２２２ ０．９２３６ ０．９２５１ ０．９２６５ ０．９２７８ ０．９２９２ ０．９３０６ ０．９３１９

１．５ ０．９３３２ ０．９３４５ ０．９３５７ ０．９３７０ ０．９３８２ ０．９３９４ ０．９４０６ ０．９４１８ ０．９４３０ ０．９４４１

１．６ ０．９４５２ ０．９４６３ ０．９４７４ ０．９４８４ ０．９４９５ ０．９５０５ ０．９５１５ ０．９５２５ ０．９５３５ ０．９５４５

１．７ ０．９５５４ ０．９５６４ ０．９５７３ ０．９５８２ ０．９５９１ ０．９５９９ ０．９６０８ ０．９６１６ ０．９６２５ ０．９６３３

１．８ ０．９６４１ ０．９６４８ ０．９６５３ ０．９６６４ ０．９６７１ ０．９６７８ ０．９６８６ ０．９６９３ ０．９７００ ０．９７０６

１．９ ０．９７１３ ０．９７１９ ０．９７２６ ０．９７３２ ０．９７３８ ０．９７４４ ０．９７５０ ０．９７５６ ０．９７６２ ０．９７６７
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续表

Ｘ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

２．０ ０．９７７２ ０．９７７８ ０．９７８３ ０．９７８８ ０．９７９３ ０．９７９８ ０．９８０３ ０．９８０８ ０．９８１２ ０．９８１７

２．１ ０．９８２１ ０．９８２６ ０．９８３０ ０．９８３４ ０．９８３８ ０．９８４２ ０．９８４６ ０．９８５０ ０．９８５４ ０．９８５７

２．２ ０．９８６１ ０．９８６４ ０．９８６３ ０．９８７１ ０．９８７４ ０．９８７８ ０．９８８１ ０．９８８４ ０．９８８７ ０．９８９０

２．３ ０．９８９３ ０．９８９６ ０．９８９８ ０．９９０１ ０．９９０４ ０．９９０６ ０．９９０９ ０．９９１１ ０．９９１３ ０．９９１６

２．４ ０．９９１８ ０．９９２０ ０．９９２２ ０．９９２５ ０．９９２７ ０．９９２９ ０．９９３１ ０．９９３２ ０．９９３４ ０．９９３６

２．５ ０．９９３８ ０．９９４０ ０．９９４１ ０．９９４３ ０．９９４５ ０．９９４６ ０．９９４８ ０．９９４９ ０．９９５１ ０．９９５２

２．６ ０．９９５３ ０．９９５５ ０．９９５６ ０．９９５７ ０．９９５９ ０．９９６０ ０．９９６１ ０．９９６２ ０．９９６３ ０．９９６４

２．７ ０．９９６５ ０．９９６６ ０．９９６７ ０．９９６８ ０．９９６９ ０．９９７０ ０．９９７１ ０．９９７２ ０．９９７３ ０．９９７４

２．８ ０．９９７４ ０．９９７５ ０．９９７６ ０．９９７７ ０．９９７７ ０．９９７８ ０．９９７９ ０．９９７９ ０．９９８０ ０．９９８１

２．９ ０．９９８１ ０．９９８２ ０．９９８２ ０．９９８３ ０．９９８４ ０．９９８４ ０．９９８５ ０．９９８５ ０．９９８６ ０．９９８６

３．０ ０．９９８７ ０．９９９０ ０．９９９３ ０．９９９５ ０．９９９７ ０．９９９８ ０．９９９８ ０．９９９９ ０．９９９９ １．００００

假定这个样本χ２统计量近似为卡埃平方分布，则可以将它和理论的卡埃平方分布（记为

χ２ｎ，α）作比较，这时自由度ｎ等于（ｋ＋２）（如果把范围两端的组也算上的话）减去一些线性约
束的数目，其中一个约束是当前（ｋ＋１）个组区间的频数已知时，由于总频数为Ｎ，最后一个组
区间的频数也就知道了。另外两个约束是由于同理论正态概率密度函数拟合观察数据的频数

直方图而引起的，这就是用样本均值和样本方差，而不是用真正的均值和方差来计算｛Ｆｊ｝。因
此，如果利用全部｛Ｎｊ｝，则自由度

ｎ＝（ｋ＋２）－３＝ｋ－１ （１１２）

实际ｎ值可能比这还要小些，因为Ｆ＜２的一些组可能和其他组合并。
在χ２的自由度正确确定之后，可以作如下假设检验：若假设ｘ变量是正态分布的，在把

观察数据分组列入ｋ＋２个组区间后，利用样本均值和方差，计算Ｆｊ并求出χ２。样本ＰＤＦ对
正态分布的任何偏离都会使χ２增大。如果

χ２≤χ２ｎ，α （１１３）

则接受（在α显著水平上）数据为正态分布的假设；反之，如果χ２大于χ２ｎ，α，则在α显著水平
上拒绝上述假设。常用的显著水平为５％，１０％和２０％，即相应于９５％，９０％和８０％的置信水
平，如表１３所示。式（１１３）常称为检验判别公式。
表１３是卡埃平方（χ２）分布表，表中ｋ是数据分组数，α是给定的显著水平，表内给出在

自由度为ｎ和显著水平为α时的χ２ｎ，α值。只要实际计算出来的χ２值小于χ２ｎ，α值，则正态性
的假设是可以接受的。因为χ２只有正数域，故这里是单边检验方法。
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本表给出χ２α（ｋ）值使Ｐ［χ２＞χ２α（ｋ）］＝α（阴影面
积）。

表１３ χ２分布表

α

ｎ
０．２５ ０．１０ ０．０５ ０．０２５ ０．０１ ０．００５

１ １．３２３ ２．７０６ ３．８４１ ５．０２４ ６．６３５ ７．８７９

２ ２．７７３ ４．６０５ ５．９９１ ７．３７８ ９．２１０ １０．５９７
３ ４．１０８ ６．２５１ ７．８１５ ９．３４８ １１．３４５ １２．８３８
４ ５．３８５ ７．７７９ ９．４８８ １１．１４３ １３．２７７ １４．８６０
５ ６．６２６ ９．２３６ １１．０７１ １２．８３３ １５．０８６ １６．７５０

６ ７．８４１ １０．６４５ １２．５９２ １４．４４９ １６．８１２ １８．５４８
７ ９．０３７ １２．０１７ １４．０６７ １６．０１３ １８．４７５ ２０．２７８
８ １０．２１９ １３．３６２ １５．５０７ １７．５３５ ２０．０９０ ２１．９５５
９ １１．３８９ １４．６８４ １６．９１９ １９．０２３ ２１．６６６ ２３．５８９
１０ １２．５４９ １５．９８７ １８．３０７ ２０．４８３ ２３．２０９ ２５．１８８

１１ １３．７０１ １７．２７５ １９．６７５ ２１．９２０ ２４．７２５ ２６．７５７
１２ １４．８４５ １８．５４９ ２１．０２６ ２３．３３７ ２６．２１７ ２８．２９９
１３ １５．９８４ １９．８１２ ２２．３６２ ２４．７３６ ２７．６８８ ２９．８１９
１４ １７．１１７ ２１．００４ ２３．６８５ ２６．１１９ ２９．１４１ ３１．３１９
１５ １８．２４５ ２２．３０７ ２４．９９６ ２７．４８８ ３０．５７８ ３２．８０１

１６ １９．３６９ ２３．５４２ ２６．２９６ ２８．８４５ ３２．０００ ３４．２６７
１７ ２０．４８９ ２４．７６９ ２７．５８７ ３０．１９１ ３３．４０９ ３５．７１８
１８ ２１．６０５ ２５．９８９ ２８．８６９ ３１．５２６ ３４．８０５ ３７．１５６
１９ ２２．７１８ ２７．２０４ ３０．１４４ ３２．８５２ ３６．１９１ ３８．５８２
２０ ２３．８２８ ２８．４１２ ３１．４１０ ３４．１７０ ３７．５６６ ３９．９９７

２１ ２４．９３５ ２９．６１５ ３２．６７１ ３５．４７９ ３８．９３２ ４１．４０１
２２ ２６．０３９ ３０．８１３ ３３．９２４ ３６．７８１ ４０．２８９ ４２．７９６
２３ ２７．１４１ ３２．００７ ３５．１７２ ３８．０７６ ４１．６３８ ４４．１８１
２４ ２８．２４１ ３３．１９６ ３６．４１５ ３９．３６４ ４２．９８０ ４５．５５９
２５ ２９．３３９ ３４．３８２ ３７．６５２ ４０．６４６ ４４．３１４ ４６．９２８

２６ ３０．４３５ ３５．５６３ ３８．８８５ ４１．９２３ ４５．６４２ ４８．２９０
２７ ３１．５２８ ３６．７４１ ４０．１１３ ４３．１９４ ４６．９６３ ４９．６４５
２８ ３２．６２０ ３７．９１６ ４１．３３７ ４４．４６１ ４８．２７８ ５０．９９３
２９ ３３．７１１ ３９．０８７ ４２．５５７ ４５．７２２ ４９．５８８ ５２．３３６
３０ ３４．８００ ４０．２５６ ４３．７７３ ４６．９７９ ５０．８９２ ５３．６７２
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例如有２０００个样本数据，将它们划分成ｋ＝１６个分组，相应的自由度为ｎ＝ｋ－１＝１５。
在给定显著水平为α＝０．０５的情况下，由表１３可以查得χ２ｎ，α＝２４．９９６，因此如果实际计算

所得的χ２数值小于该χ２ｎ，α值，则所给出的一组样本数据是符合正态性假设的。

对于用χ２拟合优度检验检查正态性的组区间数目，有人还给出了总体样本量和分组数
目应满足的最优关系式

ｋ（分组区间数目）＝１．８７（Ｎ－１）２／５ （１１４）

式（１１４）中假定数据是无关的。
另外，在应用χ２检验时的一个准则是每个区间中的期望频数至少应为２。由于范围两端

的期望频数最少，因此上述要求可以用来确定ａ和ｂ。参数ａ应满足式（１７）中的Ｐ（ｘ＜Ｘ）

＝２／Ｎ，即

２≤Ｎ （２π）－
１
２∫
（ａ－μ）／σ

－∞
ｅｘｐ－１２ｘ（ ）２ ｄ［ ］ｘ （１１５）

由式（１１５）可以求得ａ，又由平均值μ＝（ｂ－ａ）／２得参数ｂ为

ｂ＝２μ＋ａ （１１６）
这时分组区间数目为

ｋ＝ｒ（最小区间数目）－２ （１１７）

以上三种方法都可以用来确定分组区间数目。

表１４ 样本总量为Ｎ，α＝０．０５时最小的分组区间数目（ｒ



）



Ｎ ｒ Ｎ ｒ



２００ １６ ２００００ ９４



４００ ２０ ４００００ １２９



６００ ２４ ７００００ １６２



８００ ２７ １０００００ １８７



１０００ ３０ ２０００００ ２４７



１５００ ３５ ４０００００ ３２６



２０００ ３９ ７０００００ ４０７



４０００ ５７ １００００００ ４７０



７０００ ６５ １１４００００ ５００

１００００ ７４

因此，如果给出数据总量为Ｎ＝２０００，则由表１４得最小的分组区间应为ｒ＝３９，相应的

ｋ＝３７。最后在表１３中可查出当ｎ＝３６时的χ２ｎ，α＝５２．１９，此时给定的显著水平仍为α＝０．０５。
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