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国红、测理与公翻

    函数是高等数学研究的主要对象.所谓函数关系就是变量之间的依赖关系

极限方法则是研究变量的一种基本方法.本章在复习函数概念的基础上着重介

绍极限的概念和函数的连续性，以及它们的一些性质.

第一节    函 数

一、函数的概念

    在观察自然现象或研究技术问题时，常常发现有几个变量在变化着，它们并

不是孤立的，而是相互依赖、相互制约的 变量之间的确定性依赖关系，就称为函

数关系.

    定义 设，和y是两个变量,D是一个给定的数集.如果对于每个数x任

D，变量y按照一定法则总有确定的数值和它对应，则称Y是x的函数，记作

y = f(x).数集D叫做这个函数的定义域，x叫做自变JR, y叫做因变量.

    当x取值XoC-D时，与x。对应的y的数值称为函数y二f(二)在点x。处

的函数值，记作f(二〔，).当x取遍D的各个数值时，对应的函数值全体组成的数

集二={一Y=f(二),XC-D}称为函数的值域.

    函数Y=f (x)中表示对应关系的记号J,也可改用其他字母，例如“沪”，

"F"，等等.这时A数就记做y=}o(x),y=F(二)，等等.
    如果自变量在定义域内任取 一个数值时，对应的函数值总只有一个，这种函

数叫做单值函数，否则叫做多值函数.定义域D和对应规律是函数概念的两个

要素.很多函数的定义域可用区间表示，对应规律可用表格、图像或解析式表示.

    在用解析式表示的函数中，有时会遇到一个函数要用几个式子表示的情形.



2 1暮等数莹

                        (x， x)O .‘、_.__ 、 __
例如I A数f(x)= Ix}={ 一 ，八，其足义域是(一00,+co)，其m )t}

                                  (一x， x }, U

如图1一1所示.
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其定义域为(一co，十00).当x取(一-， 0)内的数值时，函数值均为一I，而当x

取(0，+ oo)内的数值时，函数值均为1，而f (0) = 0.故值域W={一1，0，1}是个
离散的数集，该函数的图形如图1一2所示，也可记做y = sgn x.

            图1一1 图I一2

这种在定义域内的不同范围用不同的式子表示的一个函数，称为分段函数.

例1 已知分段函数

        f 2 /-.2
y=J}x)=1_

                〔I+x

当0簇x( I

  当x>I

试求(I)函数的定义域，值域;(2)f (合),jF(t), f (3); (3)画出函数的图形·
解 (1 )函数的定义域D = [0,+00)，值域为「0, + -);

(2)因为合C- [0, 1所以f(韵一2   '悟一。;
    因为1 C- [0, 11，所以f(l) =2江=2;

    因为3C- (I，十00)，所以f(3)= 1 +-11)二4.

    (3)根据函数定义，在「O'l」上，函数的图形为曲线y = 2,1-x，在(1, + -)
上，函数的图形为直线Y=l+x，该函数图形如图1一3所示.



劳-肇 Ago, RN与淫

                                        图 I一3

    例2 设x为任一实数，不超过x的最大整数称为x的整数部分，记做

IX〕，例如

。粤:一。, P-2“一‘，〔二」一3，〔一‘〕一‘11一3.}-5〕一4
把x看成变量，则函数Y=   Ix」的定义域D=(一00, +00)，值域w = Z,图形为
阶梯形曲线，如图I一4所示，在x为整数值处发生跳跃，跃度为1，这函数称为

取整函数(图I一4).

图 1一4



二、函数的几种特性

    1.函数的有界性

    设函数J'(二)的定义域为1)，数集A }-- 1).如果存在正数Al，使得对-1-一切
二eA，有

                            }f (二)成M

则称函数f(二)在A上有界.如果这样的M不存在，则称函数f (X)在A上无

界;这就是说，如果对于任何正数Al，总存在二，C- A，使}f(x,)!> m，那么函数

J.(:)在A_上无界.

    例如，函数‘f(二)二、in.r在(一00，十CIO)内有界，因为存在正数M= I，对于

一切x C-(一，+一)，有一inx;、   1.函数了(二)一今在开区间((), I)内无界，因

为对于(O'l)内的一切X，能使一告}、、成立的、是不存在的.J,(X)在(1，2)
匀

1
一
工

内是有界的，因为可取正数M=l，对于一切x任(1,2)，都有

    有界函数的图形介于直线Y=M与夕=一M之间.
    2.函数的单调性

    设函数J,(二)的定义域为1),区间I C', 1)如果对十区间I -[任意两点.Xt

及‘::，当、:，<二:时，恒有

                          J'(X I)<j,(J"))

则称函数f(二)在区间I上是单调增加的，区间_I为函数f(二)的单调增区间;

如果对于区间工上任意两点二1及二:，当二，<‘::时，’恒有

                          f(Xl)>f(x,)

则称函数J.   (x)在区间工上是单调减少的，区间I为函数f(户的单调减区间.
    例如，函数f(二)=X2在区间〔0, + oo)-L单调增加，在区间(一oo， 0)七单调

减少，但在区间(一oo，   + 00)内不是单调的.

    3.函数的奇偶性

    设函数八x)的定义域D关于坐标原点对称(即若二C-- D，则必有一二任D).
如果对于任何二eD，恒有

.f(一二)==‘f(二)

成立，则称.f(动为偶函数 如果对于任何 vED，恒有

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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                      f(一X)=一f(x)

成立，则称f (X)为奇函数.

    例如，函数f(x) = X,是偶函数，函数J}(   x)二3x是奇函数.
    又如，f(x) = sin二是奇函数，函数f (X) = Cos x是偶函数，函数Px) =

sin x + cos x既非奇函数，也非偶函数.

    偶函数的图形关于y轴对称，奇函数的图形关于坐标原点对称
    4.函数的周期性

    设函数f(X)的定义域为D，如果存在不为零的数T，使得对于任何二C- D,
有(x士71 )任D且

                        f(二+T)=f(X)

恒成立，则称函数f(X)为周期函数，T称为函数f (x)的周期.通常我们说周期
函数的周期是指最小正周期.

    例如，函数f(x) = sin x, f W  = cos x都是以2二为周期的周期函数;函数

f (x) = tan x是以二为周期的周期函数.
    以T为周期的周期函数，在定义域内每个长度为T的区间上，其图形有相

同的形状.

三、反函数

    对于函数y = f W ，如果把y看做自变量, x看做因变量，且由Y =,f(x)能

够确定一个新的函数x = }O(Y)，则称这个新的函数为函数y = f (x)的反函数，
可记做x = f -, }(Y);相对于反函数x = f -, (y)来说，y二f (X)称为直接函
数.

    函数Y}f (x)与其反函数x =f -, (y)的图形是相同的.但是，习惯上常以
二表示自变量，y表示因变量，于是x = f -, (y)按习惯表示为y = f -, (X)，因
此，函数Y=f(x)与其反函数y = f -, (a.)的图形在同一坐标平面_-L，关于直线
y二x对称.

    单值函数Y-f )的反函数不一定是单值的，单调函数的反函数一定存
在，且亦为单调函数.

四、基本初等函数

    幂函数、指数函数、对数函数、三角函数及反三角函数统称为基本初等函数.

对这些函数的定义和性质，在中学数学里已有较详细的介绍，此处不再赘述.为

便于查阅，择其要点列于表I一I中，



表1一1 基本初等函数的定义和性质

在(0, + 00)内单

调;奇偶性与 产有

关，图形过点(1, 1)

单调，图形在x轴

上方，过点(0,I)

了
父
2

，
且

习

月

J
r
、

簇I )，以2二为周期

簇1)，以2二为周 期

名称 解析式 定义域 特

幂
函
数

    y二尹

(,u为实常数)

  随产而定，但

不论产为何值

在(0，十co)内

总有意义

  在(0，+

调;奇偶性

关，图形过A

    y二a-

(a>O,a笋1)
(一00，十co)

  单调，图刃

上方，过点(

对
数
函

数

  Y = 109a X

(a >0, a转1)
(0，十00)

  单调，图刀

右方，过点(

角

函

数

正
弦
函

数

y = sin x (一co，+co)

  有 界 (}

簇1)，以27r

的奇函数

余
弦
函
数

y =Cos x (一00，十co)

  有界 (}

簇1)，以27c

的偶函数

性 图 形

co)内单

与 产有

氛(1，1)

爹在x轴

0，1)

5在y轴

110)

y

0

sin x}

为周期

Cos x}

为周 期



著-章  A黔,

(续)

名称 解析式 定义域 特 性

角

函

数

正
切
函
数

y二tan x x=A(2k+‘)晋
    kEZ

  以二为周期的奇

函数;在(一要，粤)
~~，- '   2’2 '

内单调增加

余
切
函
数

y二cot x

x笋k7c

k任2

  以二为周期的奇

函数;在(0，二)内单

调减少

反

角

函

数

反
正
弦
函
数

y=arcsin x [一ill〕

  有界(I arcsin x I

成奇)，单调增加的
奇函数

反
余
弦
函
数

y=arccos x [一I'll
  有界(0毛arccos x

镇7)，单调减函数

反
正
切
函

数
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(续)

名称 } 解析式 } 定义域 特 性 图 形

y二arccot x} (一co，十00)
  有界(0 < arecot x

< 7r)单调减函数

反
余
切

函
数

三
 
 
角

函

    五、复合函数、初等函数

    1.复合函数

    设y是。的函数Y=f(u),u又是x的函数u =州X)，且u二}o (x)的函数
值的全部或部分在f(U)的定义域内，则通过变量upy就是x的函数，记为y =

f[T(X)l，并称它为前两个函数的复合函数，u称为中间变A.
    例如，函数y = arctan u与u = x，可以复合成函数y = arctan ( x   2 )，这里

u =扩的值域在y } arctan u的定义域内.又例如y二In u与u = sin x可以
复合成函数y = Insin x，这里u = sin x的值域的一部分在y=ln u的定义域
内.

    必须注意，并不是任何两个函数都可以复合成一个复合函数.例如，y =

arcsin u及u = 2 + /-.i一就不能复合成一个复合函数，这是因为u的值域完全不在

y二arcsin u的定义域内.

    复合函数也可由两个以上的函数经过复合构成.复合过程中的每个函数都

是基本初等函数，或者是由常数及基本初等函数经过有限次四则运算(加、减、

乘、除)得到的表达式.

    例3 指出下列函数的复合过程.

  (1):一tan' x;(2)，一e‘一‘)，;(3)，一In I In[ In(x'+1)]}.
    解 (1)   Y=U2，   u=tanx,u为中间变量;

        (2) y = eu，   U = V2,V=X一1， U}v为中间变量;
        (3) Y=Inu,u=lnv,v=ln   W,W=X4   +1,u,v,w为中间变量.

    2.初等函数

    由常数和基本初等函数经过有限次四则运算和有限次的函数复合步骤所构

成并可用一个式子表示的函数，称为初等函数.

    例如，y二、in x十co3Cos X,Y二x，十八一平丁乏都是初等函数.
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再如，有理整式函数(或称多项式函数)

  f(二)二。nx" +a，一IX”一’‘---- + a, x +ao(ao, a I， *,*,a。为常数)
有理分式函数

R (x)=
a,x

b-xn'

十a、一IX”一I+

十b,一IX，一I+
+ao

+b,
a,:7-10, b，，   00, m, n为非负整数)

也都是初等函数.

第二节  数列的极限

    高等数学的研究对象是变量.为了很好地掌握变量的变化规律，不仅要考察

变量的变化过程，更重要的是要从它的变化过程来判断它的变化趋势，而变量的

确定的变化趋势就是变量的极限.本节介绍数列极限的概念.

一、数列的概念

按照一定的规则，依次由自然数I , 2,,, * , n,⋯编号排成的一列数

                                    XI，X2，’.’，X,，‘’‘

叫做数列，记为{X,}或数列X".数列中的每一个数叫做数列的项，第n

做数列的一般项或通项.

    例如

                                1 2 3   n

                          2’3’4' 'n+I’

                                  1 1 1   1

                              2’4’8” 2"’

                  I，一1，1，⋯，(一I )n+l，⋯
                            3,9,27，⋯，3   n，⋯

项x，叫

、
，
2

、
t
J
了

1
1

，
臼

2
犷

、

/
夕
‘
、

(3

(4

， 1 4
乙，下不~。，共

    乙 j

  ，，+(一I)’!+‘
(5)

都是数列的例子，它们的一般项依次为二牛不,鑫，(一1)一1，3'士上12兰{.
                                                              n 宁 I 乙 n

    在几何上，数列x，可看做数轴

上的一个动点，它依次取数轴上的点

XI I X2 } ' -9 Xn，⋯(图1一5).

    数列{二、}可看做自变量为正整

数n的函数:xn = f(n ),'L的定义域

-一----门卜--创卜---.一一一劝一 Oeses x
X2   X,   X3

图 I一5
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是全体正整数，当自变量n依次取1，2，3，⋯等一切正整数时，对应的函数值就

排成数列{X,}.

    数列有以下性质:

    单调性  如果数列满足条件

                    XI <X2镇X3镇⋯‘返X,镇x，十I镇⋯

就称数列x，是单调增加的;如果数列x。满足条件

                    Xj ->-X2->-X3->--.-二:-}> X,) x }、一1)⋯

就称数列x:是单调减少的.单调增加和单调减少的数列统称为单调数列(这里

指的是广义单调)·例女口‘贵‘是一个单调减少数歹”，而，3'，是一个单调增力日数歹。.
数列(1),(2),(4)都是单调数列.单调数列的点在数轴上只能单方向移动.

    有界性  对于数列Xn，如果存在着正数M，使得对任何自然数n，都有

                            }X,}:墓M

成立，则称数列x，是有界的;如果这样的正数M不存在，就说数列x，是无界

的.

    例如，数列(1)、(2)、(3)、(5)都是有界数列.有界数列的点在数轴上都落在

闭区间[一MIM]上.

二、数列的极限

    设有数列{Xn I，如果当n无限增大时，x，的值无限趋近于一个确定的常数

a(记做x,-a)，我们就称常数a是数列}x。1的极限.例如，数列
刁.

冬
一

+

-
儿

n

一
4
一3

3
-2 

 

，
︸

的一般项

            x，一n+ln一‘+1n
当n无限增大时，青无限趋近于零，因而x:无限趋近于1，就说‘是数列

{n +n}的极限·
  对于数歹。一n+ln}，从数歹”的变化趋势看，”一时，X}-l，这就意味着，

当n充分大时，点x，与I可以任意地接近，即Ix，一I I可以任意小.换句话说，

只要n足够大，ix，一I卜贵就可以刁、于预先给定的任意刁、的正数。，对此，可由
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