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前 言

由已知三角形按某种法则所确定的一些特殊点，通常称为三

角形的心．它们是欧氏几何学中一类重要而有趣的研究对象．
众所周知，三角形的外心、重心、垂心和欧拉圆心（也称九点圆

心）在同一条直线上，三角形的内心、重心、奈格尔点和斯俾克圆心

也在一条直线上．考察这些心的向量表示，容易发现它们的共同特
征．根据这种共同特征，我们建立了一般平面闭折线的“ｋ号心”概
念，它是上述诸心定义的一种统一的推广．
本书探讨了平面闭折线的“ｋ号心”的众多有趣的性质，轻松

地推广了平面几何中一系列著名的定理．凡对研究初等几何具有
浓厚兴趣的读者，都可从中得到一些有益的启示．
阅读本书并不需要具备高深的数学知识，熟悉平面向量的读

者便不难理解本书的全部内容．当然，它要求读者具有一定的抽象
思维和空间想象能力．
本书可供中学高年级学生和师范院校数学系学生学习和研

究，也可供中学数学教师及数学爱好者参考．书中不当或谬误之
处，敬请读者批评指正．

作 者

２００６年１０月于赣南师范学院
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§１ 从三角形的七个心谈起

所谓三角形的“心”，是指由已知三角形按某种法则所确定的

特殊点．这是欧氏几何学中一类重要而有趣的研究对象．
早在公元前的“欧几里得时期”，人们就发现了与三角形相关

的一些重要的心．例如：
（１）三角形的三条边的垂直平分线必相交于同一点，这个点
到三顶点的距离相等，它是三角形的外接圆的圆心，称为三角形的

外心，通常记作Ｏ；
（２）三角形的三个内角的平分线必相交于同一点，这个点到
三边的距离相等，它是三角形的内切圆的圆心，称为三角形的内

心，通常记作Ｉ；
（３）三角形的三条中线必相交于同一点，这个点到任一顶点
的距离，等于它到对边中点距离的２倍，这个点称为三角形的重
心，通常记作Ｇ；

Ａ

Ｆ Ｎ

Ｂ Ｄ Ｃ

Ｅ

图１－１

（４）三角形的三条高所在的直线必相交于同一点，这个点称
为三角形的垂心，通常记作Ｈ．
到１８～１９世纪，人们又发现

了与三角形相关的另外一些重要

的心，例如：

（５）若 △ＡＢＣ的三条边ＢＣ、

ＣＡ、ＡＢ各与旁切圆相切于Ｄ、Ｅ、

Ｆ，则ＡＤ、ＢＥ、ＣＦ交于同一点（图

１－１），这个点叫做△ＡＢＣ的奈格
尔（Ｎａｇｅｌ）点，通常记作Ｎ；



图１－２

Ｅ

Ｂ ＣＡ１

Ｃ１

Ａ

Ｂ１

（６）设△ＡＢＣ的三条边ＢＣ、ＣＡ、

ＡＢ的中点分别为Ａ１、Ｂ１、Ｃ１，那么

△Ａ１Ｂ１Ｃ１的外接圆（图１－２）称为

△ＡＢＣ的欧拉（Ｅｕｌｅｒ）圆，这个圆的圆
心称为△ＡＢＣ的欧拉圆心，通常记作

Ｅ；
（７）设△ＡＢＣ的三条边ＢＣ、ＣＡ、

图１－３

Ｂ ＣＡ１

Ｃ１ Ｂ１

Ｓ

Ａ
ＡＢ的中点分别为Ａ１、Ｂ１、Ｃ１，那么

△Ａ１Ｂ１Ｃ１的内切圆（图１－３）称为

△ＡＢＣ的斯俾克（Ｓｐｉｅｋｅｒ）圆，这个圆
的圆心称为△ＡＢＣ的斯俾克圆心，通
常记作Ｓ；等等．
三角形还有众多其他的心，这里

就不陈述了．
从欧几里得的几何学诞生到现在，两千多年来，人们对三角形

的上述七个心作过非常深入地研究，不仅发现了这七个心的许多

优美性质，而且还揭示了它们之间的一些内在的联系．这七个心之
间的主要联系，可以用如下两个定理来描述：

定理１．１ 三角形的外心Ｏ、重心Ｇ、欧拉圆心Ｅ、垂心Ｈ四
点共线，且ＯＧ∶ＧＥ＝２∶１，ＯＧ∶ＧＨ ＝１∶２．
定理１．２ 三角形的内心Ｉ、重心Ｇ、斯俾克圆心Ｓ及奈格尔

点Ｎ四点共线，且ＩＧ∶ＧＳ＝２∶１，ＩＧ∶ＧＮ ＝１∶２．
关于这两个定理的证明，请参看《平面闭折线趣探》（熊曾润

著，中国工人出版社，２００２年出版），这里从略．我们感兴趣的是，
根据这两个定理，可以推得如下命题：

定理１．３ 设△Ａ１Ａ２Ａ３的外心为Ｏ，垂心为Ｈ、欧拉圆心为

Ｅ、重心为Ｇ，则

·２· 趣谈闭折线的ｋ号心



→ＯＨ＝∑
３

ｉ＝１
ＯＡ→ｉ ； （１－１）

→ＯＥ＝１２∑
３

ｉ＝１
ＯＡ→ｉ ； （１－２）

→ＯＧ＝１３∑
３

ｉ＝１
ＯＡ→ｉ ． （１－３）

定理１．４ 设△ＡＢＣ的内心为Ｉ，奈格尔点为Ｎ，斯俾克圆心
为Ｓ，重心为Ｇ，则

→ＩＮ＝∑
３

ｉ＝１
ＩＡ→ｉ ； （１－４）

→ＩＳ＝１２∑
３

ｉ＝１
ＩＡ→ｉ ； （１－５）

→ＩＧ＝１３∑
３

ｉ＝１
ＩＡ→ｉ ． （１－６）

下面证明定理１．３：

Ａ３Ａ２

Ｏ
Ｇ
Ｅ

Ａ１

图１－４

Ｈ

Ｄ

· ···

证明 先证等式（１－３）．如图

１－４，设Ａ２Ａ３的中点为Ｄ，则有Ａ２→Ｄ
＝ＤＡ→３．根据向量的减法，这个等式可
以写成

→ＯＤ－ＯＡ→２＝ＯＡ→３－ →ＯＤ，

∴ ２ →ＯＤ＝ＯＡ→２＋ＯＡ→３． ①
但重心Ｇ 在Ａ１Ｄ 上，且Ａ１Ｇ ＝

２ＧＤ，所以有Ａ１→Ｇ＝２ →ＧＤ，即 →ＯＧ－ＯＡ→１＝２（ →ＯＤ－ →ＯＧ）．
∴ ３ →ＯＧ＝ＯＡ→１＋２ →ＯＤ ②

将①代入②，可得 →ＯＧ＝１３∑
３

ｉ＝１
ＯＡ→１．这就证明了（１－３）式．

再证（１－１）式．由定理１．１可知 →ＧＨ＝２ →ＯＧ．即 →ＯＨ－ →ＯＧ＝
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２ →ＯＧ，所以 →ＯＨ＝３ →ＯＧ＝∑
３

ｉ＝１
ＯＡ→ｉ．这就证明了（１－１）式．

最后证等式（１－２）．由定理１．１可知２ →ＧＥ＝ →ＯＧ．即２（ →ＯＥ－

→ＯＧ）＝ →ＯＧ，由此可得 →ＯＥ＝ ３２
→ＯＧ ＝ １２∑

３

ｉ＝１
ＯＡ→ｉ．这就证明了

（１－２）式．命题得证．
类似地可以证明定理１．４，证明过程请读者自己完成．
观察等式（１－１）、（１－２）、⋯、（１－６）的共同特点，归纳它们

的共同规律，我们可以建立三角形的“ｋ号心”概念如下：
定义１．１ 设Ｐ为△Ａ１Ａ２Ａ３所在平面内的定点，ｋ为任意

给定的正整数，若点Ｑ满足

→ＰＱ＝１ｋ∑
３

ｉ＝１
ＰＡ→ｉ ， （１－７）

则点Ｑ称为△Ａ１Ａ２Ａ３关于点Ｐ的ｋ号心，定点Ｐ称为原点．
我们把等式（１－７）称为三角形的“ｋ号心的向量公式”．
显然，按这个定义，三角形关于其外心Ｏ的１号心、２号心和３

号心，就是它的垂心、欧拉圆心和重心；三角形关于其内心Ｉ的１
号心、２号心和３号心，就是它的奈格尔点、斯俾克圆心和重心．由
此可知，三角形ｋ号心的概念，是三角形的重心、垂心、奈格尔点、
欧拉圆心和斯俾克圆心等概念的统一推广．

图１－５

Ｑ

Ｐ

ＣＤＢ

Ａ
例１．１ 设 △ＡＢＣ关于原点Ｐ

的１号心为Ｑ，边ＢＣ的中点为Ｄ（图

１－５），求证：ＡＱ ∥ＰＤ，且｜ＡＱ｜＝
２｜ＰＤ｜．
证明 因为Ｄ是ＢＣ的中点，所

以有

２ →ＰＤ＝ →ＰＢ＋ →ＰＣ ③
又因为Ｑ是△ＡＢＣ关于点Ｐ的１

·４· 趣谈闭折线的ｋ号心
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号心，由定义１．１可知
→ＰＱ＝ →ＰＡ＋ →ＰＢ＋ →ＰＣ． ④
根据③和④，由向量的运算可得
→ＡＱ ＝ →ＰＱ－ →ＰＡ＝ →ＰＢ＋ →ＰＣ＝２ →ＰＤ．
由此可知ＡＱ ∥ＰＤ，且｜ＡＱ｜＝２｜ＰＤ｜．命题得证．
显然，在这个例题中，令原点Ｐ为△ＡＢＣ的外心Ｏ或内心Ｉ，

可以得到如下二命题：

命题１．１ 设△ＡＢＣ的外心为Ｏ，垂心为Ｈ，边ＢＣ的中点为

Ｄ，则ＡＨ ∥ＯＤ，且｜ＡＨ｜＝２｜ＯＤ｜．
命题１．２ 设△ＡＢＣ的内心为Ｉ，奈格尔点为Ｎ，边ＢＣ的中

点为Ｄ，则ＡＮ ∥ＩＤ，且｜ＡＮ｜＝２｜ＩＤ｜．
例１．２ 设△ＡＢＣ关于原点Ｐ的１号心为Ｑ，线段ＡＱ和ＢＣ

的中点分别为Ｍ 和Ｄ，求证：线段ＭＤ被△ＡＢＣ关于原点Ｐ的２
号心平分．

Ａ

Ｑ

Ｐ

Ｂ Ｄ Ｃ

Ｍ

Ｔ

图１－６

证明 应用同一法．如图１－６，
设线段ＭＤ 的中点为Ｔ，那么只需证
明点Ｔ是△ＡＢＣ关于点Ｐ的２号心就
行了．
因为Ｍ 和Ｄ分别是ＡＱ和ＢＣ的

中点，所以

→ＰＭ ＝１２
（→ＰＡ＋ →ＰＱ）；

→ＰＤ＝１２
（→ＰＢ＋ →ＰＣ）．

又因为Ｔ是ＭＤ的中点，所以有

→ＰＴ＝１２
（ →ＰＭ＋ →ＰＤ）＝１４

（→ＰＡ＋ →ＰＢ＋ →ＰＣ＋ →ＰＱ）．

注意到Ｑ为△ＡＢＣ关于点Ｐ的１号心，可知 →ＰＱ＝ →ＰＡ＋ →ＰＢ
＋ →ＰＣ（定义１．１），代入上式就得

·５·§１ 从三角形的七个心谈起



→ＰＴ＝１２
（→ＰＡ＋ →ＰＢ＋ →ＰＣ）．

由此可知，点Ｔ是△ＡＢＣ关于点Ｐ的２号心（定义１．１）．命题
得证．
显然，在这个例题中，令原点Ｐ为△ＡＢＣ的外心Ｏ或内心Ｉ，

可以得到如下二命题：

命题１．３ 设△ＡＢＣ的垂心为Ｈ，线段ＡＨ和ＢＣ的中点分别
为Ｍ 和Ｄ，则线段ＭＤ被△ＡＢＣ的欧拉圆心平分．
命题１．４ 设△ＡＢＣ的奈格尔点为Ｎ，线段ＡＮ和ＢＣ的中点

分别为Ｍ 和Ｄ，则线段ＭＤ被△ＡＢＣ的斯俾克圆心平分．
由以上两个例题可以看出，三角形的ｋ号心概念，不但拓宽了

三角形的心的领域，对研究三角形的某些已知的心的性质也有重

要意义．

·６· 趣谈闭折线的ｋ号心



§２ 平面闭折线的ｋ号心概念

设Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ是同一平面内的ｎ个点（ｎ≥３），其中Ａｉ，

Ａｉ＋１，Ａｉ＋２三点不在同一条直线上（ｉ＝１，２，⋯，ｎ，且Ａｎ＋１、Ａｎ＋２
分别为Ａ１、Ａ２），那么，由线段Ａ１Ａ２，Ａ２Ａ３，⋯，ＡｎＡ１组成的图
形，称为平面闭折线，简称为闭折线，记作Ａ１Ａ２⋯ＡｎＡ１，或简记为

Ａ（ｎ）．

图２－１

Ａ３Ａ２

Ａ５
Ａ１

Ａ４

图２－２

Ｂ１

Ｂ４

Ｂ５
Ｂ２

Ｂ６

Ｂ８

Ｂ７

Ｂ３

例如，图２－１是由５条线段Ａ１Ａ２、Ａ２Ａ３、Ａ３Ａ４、Ａ４Ａ５、

Ａ５Ａ１组成的闭折线，记作Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４Ａ５Ａ１，或简记为Ａ（５）．图２

－２是由８条线段Ｂ１Ｂ２、Ｂ２Ｂ３、⋯、Ｂ８Ｂ１组成的闭折线，记作

Ｂ１Ｂ２⋯Ｂ８Ｂ１，或简记为Ｂ（８）．特别的，由三条线段Ｃ１Ｃ２，Ｃ２Ｃ３，

Ｃ３Ｃ１组成的闭折线（图略）就是三角形，习惯上记作△Ｃ１Ｃ２Ｃ３．
在闭折线Ａ（ｎ）中，线段Ａ１Ａ２，Ａ２Ａ３，⋯，ＡｎＡ１称为这条闭

折线的边，点Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ称为这条闭折线的顶点，同一条边上
的两端的顶点称为相邻的顶点，从同一顶点出发的两条边称为相

邻的边，连结不相邻的两个顶点的线段称为对角线．
如果闭折线Ａ（ｎ）的所有顶点都在同一个圆周上（图２－３），



那么Ａ（ｎ）称为这个圆的内接闭折线，这个圆称为闭折线Ａ（ｎ）
的外接圆，其圆心称为Ａ（ｎ）的外心．

Ａ１

Ａ２

Ａ３
Ａｎ

Ｏ

图２－３ 图２－４

Ａ１

Ａ２

Ａ３

ＡｎＩ

如果闭折线Ａ（ｎ）的所有各边都与同一个圆相切（图２－４），
那么Ａ（ｎ）称为这个圆的外切闭折线，这个圆称为闭折线Ａ（ｎ）
的内切圆，其圆心称为Ａ（ｎ）的内心．
三角形是最简单的闭折线．仿效三角形的ｋ号心概念，运用类

比方法，我们可以建立一般闭折线的ｋ号心概念如下：
定义２．１ 设Ｐ为闭折线Ａ（ｎ）所在平面内的定点，ｋ为任意

给定的正整数，若点Ｑ满足

→ＰＱ＝１ｋ∑
ｎ

ｉ＝１
ＰＡ→ｉ ， （２－１）

则点Ｑ称为闭折线Ａ（ｎ）关于点Ｐ的ｋ号心，定点Ｐ称为原
点．
我们把等式（２－１）称为闭折线的“ｋ号心的向量公式”．
特别的，本书约定：

（１）闭折线Ａ（ｎ）关于点Ｐ的ｎ号心，称为闭折线Ａ（ｎ）的重
心（不难验证，闭折线Ａ（ｎ）的重心的位置，与原点Ｐ的选择无
关）．
（２）若闭折线Ａ（ｎ）内接于⊙Ｏ，则Ａ（ｎ）关于其外心Ｏ的

·８· 趣谈闭折线的ｋ号心
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１号心和２号心分别称为闭折线Ａ（ｎ）的垂心和欧拉圆心（关于圆
内接闭折线Ａ（ｎ）的欧拉圆概念，请参看本书§９）．
（３）若闭折线Ａ（ｎ）外切于⊙Ｉ，则Ａ（ｎ）关于点Ｉ的１号心
和２号心分别称为闭折线Ａ（ｎ）奈格尔点和斯俾克圆心（关于圆
内接闭折线Ａ（ｎ）的斯俾克圆概念，请参看本书§１０）．
根据上述定义及约定，我们可以推得

定理２．１ 设闭折线Ａ（ｎ）关于点Ｐ的ｋ号心为Ｑ（ｋ≠ｎ），
其重心为Ｇ，则Ｐ、Ｇ、Ｑ三点共线，且ＰＧ∶ＧＱ ＝ｋ∶（ｎ－ｋ）．
证明 应用同一法．在直线ＰＱ上取一点Ｍ，使ＰＭ∶ＭＱ＝

ｋ∶（ｎ－ｋ）（图略），那么只需证明点Ｍ 是闭折线Ａ（ｎ）的重心Ｇ
就行了．
因为Ｐ、Ｍ、Ｑ三点共线，且ＰＭ∶ＭＱ＝ｋ∶（ｎ－ｋ），所以有

（ｎ－ｋ） →ＰＭ ＝ →ｋＭＱ，但由向量的减法知 →ＭＱ＝ →ＰＱ－ →ＰＭ，代入
上式，经化简可得

→ｎＰＭ ＝ →ｋＰＱ．
又依题设，点Ｑ 是Ａ（ｎ）关于点Ｐ 的ｋ号心，所以 →ＰＱ ＝

１
ｋ∑

ｎ

ｉ＝１
ＰＡ→ｉ（定义２．１），代入上式，经整理就得

→ＰＭ ＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ＰＡ→ｉ．

这就表明点Ｍ 是Ａ（ｎ）关于点Ｐ的ｎ号心，即为Ａ（ｎ）的重
心．命题得证．
特别的，在这个定理中令Ａ（ｎ）内接于⊙Ｏ或外切于⊙Ｉ，令

Ｐ为圆心Ｏ或圆心Ｉ，ｋ＝１，２，可得
推论２．１ 圆内接闭折线Ａ（ｎ）的外心Ｏ，重心Ｇ，欧拉圆心

Ｅ，垂心Ｈ，四点共线，且ＯＧ∶ＧＥ＝２∶（ｎ－２），ＯＧ∶ＧＨ ＝
１∶（ｎ－１）．
推论２．２ 圆外切闭折线Ａ（ｎ）的内心Ｉ，重心Ｇ，斯俾克圆
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心Ｓ，奈格尔点Ｎ四点共线，且ＩＧ∶ＧＳ＝２∶（ｎ－２），ＩＧ∶ＧＮ
＝１∶（ｎ－１）．
显然，在这两个推论中令ｎ＝３是就得到§１中的定理１．１和

定理１．２，由此可知，定理２．１是定理１．１和定理１．２的统一推广．
定理２．２ 若同一平面内的两条闭折线Ａ（ｎ）和Ｂ（ｎ）的重

心重合，则这两条闭折线关于任一定点Ｐ的ｋ号心必定重合．
证明 设闭折线Ａ（ｎ）和Ｂ（ｎ）的重心分别为Ｇ、Ｇ′，这两

条闭折线关于定点Ｐ的ｋ号心分别为Ｑ和Ｑ′．依题设，点Ｇ与Ｇ′
重合，所以由定义２．１可得

→ＰＧ＝ →ＰＧ′１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ＰＡ→ｉ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ＰＢ→ｉ

１ｋ∑
ｎ

ｉ＝１
ＰＡ→ｉ＝

１
ｋ∑

ｎ

ｉ＝１
ＰＢ→ｉ

 →ＰＱ＝ →ＰＱ′．
由这里的最后一个等式可知，点Ｑ和Ｑ′重合．命题得证．
特别的，在这个定理中令Ａ（ｎ）和Ｂ（ｎ）内接于同一个圆Ｏ，

或外切于同一个圆Ｉ，且令原点Ｐ为圆心Ｏ或圆心Ｉ，ｋ＝１，２，可
得

推论２．３ 若闭折线Ａ（ｎ）和Ｂ（ｎ）内接于同一个圆，且它们
的重心互相重合，则它们的垂心必重合，欧拉圆心也重合．
推论２．４ 若闭折线Ａ（ｎ）和Ｂ（ｎ）外切于同一个圆，且它们

的重心互相重合，则它们的奈格尔点必重合，斯俾克圆心也重合．
例２．１ 考察闭折线Ａ（ｎ）的四个顶点Ａ１、Ａ２、Ａｌ、Ａｍ（２＜

ｌ＜ｍ≤ｎ，如图２－５），求证：若△Ａ１ＡｌＡｍ和△Ａ２ＡｌＡｍ关于定
点Ｐ的ｋ号心分别为Ｑ１和Ｑ２，则

Ｑ１Ｑ２∥Ａ１Ａ２，且｜Ｑ１Ｑ２｜＝
１
ｋ｜Ａ１Ａ２｜．

证明 依题设，Ｑ１和Ｑ２分别是△Ａ１ＡｌＡｍ和△Ａ２ＡｌＡｍ关
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图２－５

ＡｍＡｌ

Ａ１

Ｑ１
Ｑ２

Ａ２

于定点Ｐ的ｋ号心，由定义２．１可知

ＰＱ→１＝
１
ｋ
（ＰＡ→２＋ＰＡ→ｌ＋ＰＡ→ｍ）；

ＰＱ→２＝
１
ｋ
（ＰＡ→２＋ＰＡ→ｌ＋ＰＡ→ｍ）；

∴ Ｑ１Ｑ→２ ＝ ＰＱ→２－ＰＱ→１ ＝
１
ｋ
（ＰＡ→２－ＰＡ→１）＝

１
ｋＡ１Ａ

→
２．

由此可知，Ｑ１Ｑ２ ∥ Ａ１Ａ２，且

｜Ｑ１Ｑ２｜＝
１
ｋ｜Ａ１Ａ２｜．

命题得证．
显然，在这个例题中令Ａ（ｎ）内接于⊙Ｏ，且令原点Ｐ为圆心

Ｏ，ｋ＝１，２，可得
命题２．１ 如果两个三角形有公共的底边，且内接于同一个

圆，那么：

（１）它们的垂心的连线，平行且等于它们的顶点的连线；
（２）它们的欧拉圆心的连线，平行于它们的顶点的连线，且等
于后者的一半．
例２．２ 设五边形Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４Ａ５内接于⊙Ｏ，这五边形关于

点Ｏ的ｋ号心为Ｑ，三角形Ａ１Ａ２Ａ３关于点Ｏ的ｋ号心为Ｑ′，求
证：Ｑ′Ｑ⊥Ａ４Ａ５．
证明 依题设（图略），由定义２．１可知

→ＯＱ＝１ｋ∑
５

ｉ＝１
ＯＡ→ｉ， →ＯＱ′＝１ｋ∑

３

ｉ＝１
ＯＡ→ｉ．

∴ →Ｑ′Ｑ＝ →ＯＱ－ →ＯＱ′＝１ｋ
（ＯＡ→４＋ＯＡ→５）．

于是有

→Ｑ′Ｑ·Ａ４Ａ→５＝
１
ｋ
（ＯＡ→４＋ＯＡ→５）（ＯＡ→５－ＯＡ→４）

＝１ｋ
（ＯＡ２５－ＯＡ２４）．
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但顶点Ａ４和Ａ５都在⊙Ｏ上，可知ＯＡ２４＝ＯＡ２５．代入上式，
就得到 →Ｏ′Ｏ·Ａ４Ａ→５＝０，由此可知Ｑ′Ｑ⊥Ａ４Ａ５．命题得证．

·２１· 趣谈闭折线的ｋ号心



§３ ｋ号心与原点的距离公式

由闭折线ｋ号心的定义（即定义２．１）可知，对于给定的闭折
线Ａ（ｎ）来说，其ｋ号心的位置由原点所确定．考察它们之间的距
离，我们发现了如下结论：

定理３．１ 设闭折线Ａ（ｎ）关于原点Ｐ的ｋ号心为Ｑ，则

ＱＰ２＝ １ｋ２
（ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ＰＡ２ｉ－ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
ＡｉＡ２ｊ）． （３－１）

证明 由闭折线的“ｋ号心的向量公式”可知

→ｋＰＱ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ＰＡ→ｉ，

此等式的两边分别平方，可得

ｋ２·ＱＰ２＝∑
ｎ

ｉ＝１
ＰＡ２ｉ＋２· ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
ＰＡ→ｉ·ＰＡ→ｊ ①

又根据向量的减法有ＡｉＡ→ｊ＝ＰＡ
→
ｊ－ＰＡ

→
ｉ，所以有

∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

ＡｉＡ２ｊ＝ ∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
（ＰＡ→ｉ－ＰＡ→ｊ）２

＝（ｎ－１）·∑
ｎ

ｉ＝１
ＰＡ２ｉ－２· ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
ＰＡ→ｉ·ＰＡ→ｊ．②

将等式①与②的两边分别相加，可得

ｋ２·ＱＰ２＋ ∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

ＡｉＡ２ｊ＝ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ＰＡ２ｉ，

∴ ＱＰ２＝ １ｋ２
（ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ＰＡ２ｉ－ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
ＡｉＡ２ｊ）．

命题得证．
等式（３－１）称为闭折线的“ｋ号心与原点的距离公式”．



在定理３．１中令ｋ＝ｎ，可得
定理３．２ 设Ｇ为闭折线Ａ（ｎ）的重心，Ｐ为原点，则

ＧＰ２＝ １ｎ２
（ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ＰＡ２ｉ－ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
ＡｉＡ２ｊ）． （３－２）

这个等式称为闭折线的“重心与原点的距离公式”．
在定理３．１中，令Ａ（ｎ）内接于⊙Ｏ或外切于⊙Ｉ，且令Ｐ为

圆心Ｏ或圆心Ｉ，又可得
定理３．３ 设闭折线Ａ（ｎ）内接于⊙（Ｏ，Ｒ），且Ａ（ｎ）关于

点Ｏ的ｋ号心为Ｑ，则

ＱＯ２＝ １ｋ２
（ｎ２Ｒ２－ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
ＡｉＡ２ｊ）． （３－３）

这个等式称为圆内接闭折线的“ｋ号心与外心的距离公式”．
定理３．４ 设闭折线Ａ（ｎ）外切于⊙Ｉ，且Ａ（ｎ）关于点Ｉ的

ｋ号心为Ｑ，则

ＱＩ２＝ １ｋ２
（ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ＩＡ２ｉ－ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
ＡｉＡ２ｊ）． （３－４）

这个等式称为圆外切闭折线的“ｋ号心与内心的距离公式”．
特别的，在定理３．３和定理３．４中令ｋ＝１，２，可得
推论３．１ 设闭折线Ａ（ｎ）内接于 ⊙（Ｏ，Ｒ），其垂心为Ｈ，

欧拉圆心为Ｅ，则
（１）ＨＯ２＝ｎ２Ｒ２－ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
ＡｉＡ２ｊ；

（２）ＥＯ２＝１４
（ｎ２Ｒ２－ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
ＡｉＡ２ｊ）．

推论３．２ 设闭折线Ａ（ｎ）外切于⊙Ｉ，其奈格尔点为Ｎ，斯
俾克圆心为Ｓ，则

（１）ＮＩ２＝ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ＩＡ２ｉ－ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
ＡｉＡ２ｊ；

（２）ＳＩ２＝１４
（ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ＩＡ２ｉ－ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
ＡｉＡ２ｊ）．
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