


想，

一 首小牛写的《数的青春》的诗说：

从小时候就开始数了，

那缓缓流过你手臂的

稠密的阿拉伯数，

数到懂事，数到成熟，

还没有完全掌握数的含义。

为什么数字的海洋这般莫测？

像记忆和幻想，

永远背负着固执的谜。

如果不是古老的数字

焕发出青春的魅力，

我们会像原始人那样，

把石子拣回来，

进行简单的计数。

然而，历史已将一个个数字，

变幻成电子计算机的指令，

存贮智慧，存贮理

输出一丝丝生活的甜蜜。

你可曾知道，数海里蕴藏着无比瑰丽的世

界，它像明珠，闪烁着奇异的光彩。笔者从五彩

缤纷的明珠中，给你介绍几颗，让我们共同享受

这甘美的“人类智慧之果”！



一颗难找的珍珠

魅力无穷的完全数

前？

拉图（ ，前

在渺渺茫茫的数海中，蕴藏着许多迷人的数的珍珠，

其中有一颗最难觅的千古珍稀“完全数”。

发现完全数的先驱

公元前 世纪时，古希腊数学家对数字情有独钟。他

们在对数的因数分解中，发现了一些奇妙的性质，如有

些数的真因数之和（包括

居然等于自身，于

彼此相等，于是诞生了亲和

数；而有些数的真因数之和（包括

的真因数有

是发现了完全数。

例如， ，真因数之和恰好等于

。因此，， 即 是人们最先认识的完全数。

，前研究数字的先师毕达哥拉斯（

发现 后，十分感的真因数之和等于

兴趣地说： 象征着完满的婚姻以及健康和美丽，因为

它的部分是完整的，并且其和等于自身。”

前

历史上最早有文字记载完全数的是古希腊哲学家柏

在他的《共和国》一书中

提出了完全数的概念。

约公元前 ，在年，几何大师欧几里得（

他的巨著《几何原本》中有这样一段话：“在自然数中，
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千年跨一步

，那么自然数 一定是

是素数 则 真因数之和为

的数叫完全数。”（与柏恰好等于其全部真因子（包括

是一个素数

拉图提出的概念一样）他并且在第九章最后一个命题首

次给出了寻找完全数的方法，被誉为欧几里得定理：“如

果

一个完全数。”并给出了证明。

公元

）在他的数论专著《算术

世纪，毕达哥拉斯学派成员、古希腊著名数

学家尼可马修斯（

这四个入门》一书中，正确的给出了

完全数，并且通俗地复述了欧几里得寻找完全数的定理

及其证明。由于完全数少之又少，且有趣味，曾使他感

慨地赞叹道：“奇迹发生了，世界上善和美寥寥可数，恶

和丑的东西却比比皆是。自然数中遍布着杂乱无章的盈

数和亏数，完全数却以它特有的性质熠熠发光，珍奇而

稀少。”他在此将自然数划分为三类：盈数、亏数和完全

数，其意义分别是大于、小于和等于所有真因数之和。

完全数先在古希腊诞生以后，吸引着众多数学家和

数学爱好者像淘金般去寻找。可是，自然数浩如烟海，完

全数又如沧海一粟，在茫茫一片的数海中捞针，寻找这

稀有的“数字之珠”，一代又一代人付出了无数的心血，

第五个完全数还是没有露面。

的自然数，如果只能被① 大 于 与自身整除 这样的数称为素数

也可称为质数。

若②证 明十分 简单

根据完全数定义获证

据等比数列

（ ）（） ）＋



光阴似箭，

古代科学发展非常缓慢，长期停滞不前。在尼可马

修斯以后，由于欧洲不断进行战争，希腊、罗马科学逐

渐衰退。在群雄割据，烽火连天，陷于一片混乱下，一

些优秀的科学家带着他们的成果和智慧纷纷逃往阿拉

伯、印度、意大利等地，“凤凰台上凤凰游，凤去台空江

自流”。从此，希腊、罗马文明一蹶不振。接着中世纪的

欧洲又处在黑暗时期，科学园地一片荒芜，人们又经历

了一千多年的探索，仍无进展。

直到

？

年才出现一线曙光，意大利的斐波那契

，青年时随父游历古代文

世纪在欧洲传播东方文化、系

明的希腊、埃及、阿拉伯等地区，学到了不少数学知识。

他才华横溢，回国后潜心研究所搜集到的数学，写出了

名著《算盘书》，成为

统将东方数学介绍到西方的第一个人，并且成为西方文

艺复兴前的数学启明星。斐波那契慧眼识珠，没有放过

完全数的研究，他经过推算，宣布找到了一个寻找完全

数的有效法则，可惜没有人产生共鸣，成为过眼烟云。

年，正当人们迷惘之际，有人偶然

全数 大了

发现在一位无名氏的手稿中，竟神秘地给出了第五个完

起第四个完全数 多

倍。跨度如此之大，在计算落后的古代可想发现者之艰

辛了。但是，手稿里没有说明他用什么方法得到的，作

者也没有公布自己的姓名，这更使人迷惑不解了。

当时的欧洲，有一种风气，发现惊人的结果不愿公

布姓名，一方面是为了增加问题的神秘感；另一方面是

怕暴露身份，引来是非。当时科学水平不高，要找出著

作的不足是一点也不费力的。



世纪出现了小

和

世纪至

世纪是研究完全数不平凡的日子，其中

高潮。许多数学家扬起生命的风帆在黑暗中颠簸，幸好

命运之神的匣子里不全是失败与错误，它还有成功与希

望，伴随着一代又一代的人生搏击，朝着阳光灿烂的目

标迈进。

世纪意大利数学家塔尔塔利亚（

？ ，小时曾被法国入侵者伤及口舌，落下了

口吃的疾病（“塔尔塔利亚”意大利语就是“结巴”的

意思），后来靠自学成为一位著名数学家。他研究发现：

至 的奇数时，

世纪“神数术”大师庞格斯（

页的巨著《数的玄学》中，一口气列出了

谓“完全数”，他是在塔尔塔利亚给出的

个。可惜两人都没有给出证明和运算过程，后

人发现其中有许多是错误的。

）和

年，数学家克特迪历尽艰辛，终于证明了无名

氏手稿中第五个完全数是正确的，同时他还正确地发现

了第六个和第七个完全数 ，但

）和他又错误地认为

）先后否定了。

也是完全数。这三个数后来被大数学家费马（

）和欧拉（

个“完全数”中，

年，法国神甫兼大数学家梅森（

）指出，庞格斯给出的

只有 个是正确的，即当

当

洋

补充了

发现不是一帆风顺

在无名氏千年跨出一步的成果鼓励下，

是完全数。

）在一本洋

个所

个的基础上



时是完全数是错和

个完全数。”同

是完全数，同时他又发现第九、十、时，

。在未证明的情况和

时，只有这

十一个完全数，即

下他武断地说：当 个完全数。这

”的素数被就是著名的“梅森猜测”，其中形如“

誉为“梅森素数”。

“梅森猜想”吸引了许多人的研究，哥德巴赫认为是

对的；微积分发现者之一的德国人莱布尼茨

）也认为是对的。他们低估了完全

数的难度，结果屡屡出错，致使“梅森猜测”统治了

多年。

时年

年，被称为世界四大数学家雄狮之一的欧拉，

岁，正值风华茂盛。他出手不凡，给出了一个出

的自

是素数，

色的定理：“每一个偶完全数都是形如

然数，其中 也是素数”，并且给出了他

一直没有发表的证明。这是欧几里得定理的逆定理。

有了欧几里得与欧拉两个互逆定理，公式

成为判断一个偶数是不是完全数的充要条件了。

个小于 的素数使

欧拉研究“梅森猜测”后指出：“我冒险断言：每一

的素数，甚至小于

取

个，我从一个优美的定理出发得到了这些结果，

是完全数的仅有

，共

我自信它们具有真实性。”

年后的

）的一封信中说

年，欧拉因过度拼命研究数学双目

已经失明了，但他仍未停止研究，他在致瑞士数学家丹

尼尔（ “我已经

时，心算证明 ）是第

时他发现他过去说
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个完全数的方法，使完全

）创

误的。

欧拉定理和他发现的第

数的研究发生了深刻变化，可是，人们仍不能彻底解决

“梅森猜测”。

年，法国数学家吕卡（年后的

时确实是一立了一种检验素数的新方法，证明

，

个完全数，这使“梅森猜测”之一变成事实。吕卡的新

方法给研究完全数者带来生机，同时也动摇了“梅森猜

测”。因数学家借助他的方法发现猜测中

不是完全数，从此拉开了最后攻克“梅森猜测”的序幕。

年间，数学家发现“梅

时三

从

，在科学挚友梅森的要求下，也

曾“下海”去寻找完全数这颗珍珠，聪明的笛卡尔经过

努力失败了，认为要多找出一个完全数实非易举，他公

开预言：“能找出完全数是不会多的，好比人类一样，要

找出完美的人亦非易事。”

历史证实了他的预言。

年以后，人们开始用计算机发现完全数。

范围内漏掉了

年的在以后

森猜测”中

个完全数。

法，利用笔算纸录，耗时二千多年，只找到

至此，人们前赴后继，不断另辟新路径，创造新方

个完全数，

，即

时，

，，， ， ，，， ， ， ，

是完全数。

稀奇古怪的传说

解析几何学发现者之一，法国数学家笛卡尔（



个完全数是 时，

月止，至少已找到 个梅

年至

个，约平均二年

我们容易看到，前面所讲的完全数都是偶数，后人

称之为“偶完全数”。根据欧几里得与欧拉两个互逆定理，

找到一个 型素数，即找到一个偶完全数，而

型素数恰好为梅森素数。至此人们终于发现：偶完全数

与梅森素数一一对应着。这就是说，发现一个梅森素数，

即相当于找到一个偶完全数，反之成立。

年由此，人们至

森素数（见本章第三节）。如此一来，人类至少也已找到

个偶完全数。第

位。）是完全数，它有

从公元前到

到 年才找到一个；

年间，历时二千多年，用笔算共找

个完全数，约平均

年共找到年用计算机，历时

找到 个。因计算机功能与数学方法不够，至今还没有

结束这项工作。

由于完全数稀少，“物稀为贵”，极难找到，被一些

人编出了许多美丽动人的传说，其中还带上迷信色彩。

例如，中世纪《圣经 创世纪》的注释者，在开篇

中记载：“上帝造物之始，第一天传播光明，第二天创造

空气，第三天聚水成海，第四天日月经天，第五天游鱼

飞雀，第六天塑造人类与走兽。这时，上帝完成了创造

世界，开始了第七天的休息。”他们通过神学家的口说：

比作维纳斯，

是最神圣、最理想、最完

世纪，意大利还把数字

天创造了世界，所以“上帝

全的数。”直到

喻为美的象征。

对于完全数

的月亮周而复始一轮是 天，而 恰是第二个完

《圣经》的注释者又说：“上帝创造



月，法国数学家笛卡尔给梅森一封信中

⋯ ⋯ ＋

）除

是亏数的人，而不是

第二次创造世界时，诺亚方舟上救得的是

个，因

世界是个混乱的。

曾风趣地说：

这些注释是十分荒唐的，中世纪著名学者奥古斯丁

是个自身完美的，并非鬼使神差”，至于

运行一周只用了

与日月周期的关系，更是牵强附会，因为月球绕地球

天，因此，这些美丽的传说与评注，

只能解释为局外人对有趣的完全数的厚爱与崇拜。

迷人的性质和待揭之谜

完全数是数而不是神，它有许多迷人的性质，例如：

每一个完全数都可以写成连续自然数之和，如

年数学家发现：

；
⋯ ⋯

；

。

外，完全数可以表示成连续奇数的立方和，

如： ＋ ；；

。

每一个完全数，它所有的因数的倒数和都等于

完全数都是偶数，人们不禁要问，存不存在奇完

全数？

年

全数。”

甚至神学家荒诞地说：在洪水淹没世界之后，上帝

个神灵下凡

，因此，



年，有人证明它必大于 年，有

的形式，其中

首次开创奇完全数的研究，他认为每一奇完全数必具有

是素数。声称不久他会找到，可是不

仅直到他死时未能找到，而且至今没有任何一个数学家

发现一个奇完全数，它成为世界数论又一大难题。至今，

谁也不知道它们是否存在，也没有人证明过它们不可能

存在。但经过一代又一代数学家研究计算，有一点是明

确的，那就是如果存在一个奇完全数的话，那么它一定

是非常大的。

）检

年，塔克查过

有多大呢？远的不说，当代大数学家奥尔（

以下自然数没有一个奇完全数；

，这是一个曼宣布，如果奇完全数存在，它必须大于

位数；

⋯这种难于捉摸的奇完全数人证明，它必须大于

也许可能有，但它实在太大，以至超出了人们能够用计

算机计算的范围了。

对奇完全数是否存在，就急忙产生如此多的估计，也

许是数学界的一大奇闻！

完全数至今还有许多待揭之谜，如完全数之间有什

么关系；完全数是有限还是无穷多个？奇完全数存在吗？

除 外，把一个完全数的各位数字加起来得到一个数，再

把这个数的各位数字加起来，又得到一个数，一直这样

做下去，结果一定是 ，对吗？如

； 等等。

以上这些问题，与数学难题一样，有待人们去攻克。

尽管我们现在还看不到完全数的实际用处，但它反映了

自然数的某些规律。探索自然数规律，揭开科学上的未

知之谜，正是科学追求的目标。
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看似平凡最崎岖
艰辛寻找亲和数

的所有真因数

第一对亲和数

的所有真因数

人和人之间讲友情，有趣的是，数与数之间也有相

类似的关系，数学家把一对存在特殊关系的数称为“亲

和数，，。如

；而，其和是

，像这样的两个自然数，其和又恰是

称之为一对“亲和数”。

常言道，知音难觅，寻找亲和数更使数学家绞尽了

脑汁。亲和数是数论王国中的一朵小花，它有漫长的发

现历史和美丽动人的传说。

世纪的毕达哥拉斯学派说起。故事还需从公元前

是第一个男人数与第一个女人数之和，故

毕氏学派视数为世界万物的本源，提出“万物皆数”的

名言。正如毕氏的弟子菲罗芬斯断言：“如果没有数和数

的性质，世界上任何事物本身或其与别的事物的关系都

不能为人所清楚了解⋯⋯”他们还把数加以人性化，如

说奇数象征男性，起名“男人数”；偶数象征女性，叫

“女人数”（也有史书记载，把奇数象征女性，偶数象征

男 性 ）；数

”则象征完满的婚姻以及健”表示结婚或联合；数“



元

斯

只母山羊， 只公山羊和 只母

，以体现送

。它最早出现在公

康和美丽。他们又把世间的一切事物用数来表示，即把

”代表“同一”，数加以事物化，如“ ”代表“对

立”或“意见”， ”代表“正义”，”代表“实在”，

，代表“理性”或“完满”等等。

相传，有一次毕氏学派的成员在一起讨论“万物皆

数”的一个问题：“数对于万物有什么作用？”讨论十分

热烈。一位门徒问道：“我结交朋友时，存在着数的作用

和

毕氏果断地回答说：“朋友是你的灵魂的倩影，要

一样亲密。”又说：“什么叫朋友？就像这

两个数，一个是你，另一个是我。”后来毕氏解释说，人

与

与人之间讲友谊，数与数之间也有“相亲相爱”的。从

叫做“亲和数”或“友数”、此，人们便把

“相亲数”。这就是“亲和数”来源的传说。

章经

古欧洲人推崇亲和数，赋予其种种神秘色彩，《圣

创世纪》第 节中写道：“人类的始祖雅各曾

只公绵羊，以表达他内心的深情。”山、绵羊

送给他哥哥伊绍

绵羊，

，其中隐含着它的亲和数数之和各是

礼和受礼人之间的亲密。这又是一种表示友好的吉祥

传说。

和

传说不足为据，可供旁证。在数学历史上，有文字

记载的第一对亲和数就是

年左右一位有影响的新柏拉图哲学家伊安布利库

）的书中，他是在对希腊数学家、毕氏学

派成员尼可马修斯的《算术入门》一书的注释中首次记

载的。这是远古时期数学家发现惟一的一对亲和数。亲

和数概念的发现，归功于毕氏学派。

吗

像



二千多年跨出一步

年间，凡涉毕氏学派发现第一对亲和数以后的

足探寻亲和数的数学家，都深感难度迷津，面对茫茫的

数海难以大海捞针。经过一代又一代人的穷思皓首，却

没有收获。第二对亲和数你在哪里？

公元

依本

世纪，酷爱数学的伊拉克哲学、医学、天文

学和物理学家泰比特 库拉（

凝神苦索，提出了一个求亲和数的法则：

设形如

是一对亲和数和的三个数是素数，则

的正整数）。

很大时，无法运

这位生活在《天方夜谭》故乡的科学家所发现的公

式，因繁杂，难以实际操作，尤其是

算或辨其真伪，所以它并没有给人们带来希望或者走出

困境。数学家花几百年时间仍没有找到第二对亲和数。

世纪，甚至有人认为自然数王国里，就仅有这到

一对独苗苗了。一些无聊之士，过分偏爱这对亲和数，视

为珍宝，借机给它抹上一层迷信色彩，增添神秘感，大

谈其魅力之深，作用之大，编出了许许多多神话故事。如

说是用亲和数可以预测婚姻大事，两人佩带写上这两个

数护身符的人，必将保持良好的友谊，还宣传这对亲和

数在魔术、法术、占星术和占卦上都起着重要作用等等。

世纪，距第一对亲和数诞生历史的时针转到

多年之后，法国数学家重新点燃寻找亲和数的火

炬，他们经过穷思猛算，在黑暗中找到光明，在绝路中

得以复生，终于在数海中捞出两枚“金针”，迸发出两束



多年的沉寂。给平静的世界数

年，法国“业余数学家之王”费马向夺目的火花。

。两年和

月 日

年，年仅

，他用试的

世人宣布，他找到了第二对亲和数

年

和

后，法国“解析几何之父”笛卡尔于

也宣布找到了第三对亲和数

费马和笛卡尔越过一座座高山峻岭，跨过一个个礁

石险滩，以极顽强的精神，坚持不懈，进行了大量冗长

乏味的计算，终于跨出了极为重要的一大步，在两年的

时间内，他俩打破了

坛，投下了两颗不大不小的“石头”，激起了数学界重新

寻找亲和数的层层波澜。

世纪历史的宏篇，艰难地翻动了一页又一页，在

以后的岁月，许多数学家绞尽脑汁，投身到寻找新的亲

和数的行列。他们殚思极虑，企图用灵感与枯燥的计算

发现新大陆，他们磨秃了一枝又一枝的笔，结果是“上

穷碧落下黄泉，两处茫茫皆不见”（白居易诗）。这时，数

学家才省悟到他们已经陷入了数学迷宫，恐怕很难再出

现法国人的辉煌了。

一鸣惊人的欧拉

正当数学家陷入数学迷宫不能自拔的百余年之后的

岁的瑞士著名应用数学大师、博学多产

对亲和的欧拉突然向全世界宣布：他一口气找到了

数，后来又扩展到 对，不仅列出了亲和数的数表，而

且还公布了全部运算过程。

的亲和数对，

欧拉的方法与众不同，他将亲和数划分为五种类型

加以讨论。例如第一类是寻找形如

的互异素数，这里 是不能整除



方法讨论了 ，得到了第一

对亲和数，依此又分别讨论其他情况，在第一类型里经

过计算一共得到了 对亲和数。

欧拉超人的数学思维，不仅发现几十对亲和数，在

后来的

捉住了。这戏剧性的发现

年在他双目失明以后，还心算找到困扰数坛

赞誉

百年很难寻觅的一个梅森素数。引起人们对欧拉超人的

计算技巧刮目相看。法国物理学家阿拉哥（

地说：“欧拉进行复杂的演算不费吹灰之力，就像常人进

行呼吸，或如雄鹰翱翔于天空那样轻松自如。”

多年的难欧拉发现的亲和数，解开了令人止步

题，使数学家惊喜叫绝，无人与他争雄。可是，由于方法与

工具受限，人们却难以一个一个地验算核对，只好将信将

疑。“试玉要烧三日满，辨材须待七年期”（白居易诗）。

年，到时间又过了 年，意大利有一个爱动

岁的中学生白格黑尼（脑筋，勤于计算的

和

初生牛犊不怕虎，运用欧拉的方法也不停地算呀算呀，竟

然发现了数学大师欧拉的疏漏，把大师眼皮下溜走的一

对较小的亲和数

使数学家如痴如醉，致使有人叹道：神奇绝妙的亲和数

呀，你这个精灵，怎么同数学大师欧拉开玩笑？这只证

明智者千虑，必有一失，何况科海茫茫，学无止境，玉

有瑕疵也斑斓。

年 ， 数 学 家 麦 达 其 （

时光在流失的半个多世纪里，数学家在前人的基础

上更新方法，陆陆续续又找到了许多对新的亲和数。

到 ） 和 叶 维 勒

位。同年，另一个荷

）汇总前人研究成果与自己研究所得，发表了

对亲和数，其中最大的数有



，这是否是规

。例如近 年来，美国

与 与

）找到了一对有兰数学家里勒（ 位的亲和数。

随着时间的推移，人们靠笔算很难像欧拉那样一鸣

惊人地发现众多的亲和数，随着数位越来越大，发现的

亲和数也越来越少。此时有数学家推测：若一对亲和数

的数值愈大，则这两个数之比愈接近于

律，人们企盼着胜利的喜讯。

看似平凡最崎岖

年，第一台计算机诞生以来，结束了笔算寻找

亲和数的历史。据 多对年代统计，人们共找到

亲和数，并且，有人还曾有序不漏地用计算机检验与搜

寻亲和数，它的基本方法比较简单：对于每一个自然数

；然，先用计算机确定它的所有真因数及它们的和

后对

数 和

施行同样的运算，若经过这一运算后回到原来的

，则找到一对亲和数

万以下

对亲和数，发现

数学家在耶鲁大学先进的计算机上，对所有

的数逐一进行了检验，总共找到了

对，如

。部分地消除了对欧拉等人列出的亲和数

万以下的仅有

与

数表的疑虑。但因计算机功能与数学方法的不足，对亲

和数的寻找还没有重大突破，越往下难度更大。但是，数

学家与计算机专家寻觅知音的苦楚有胜于终日推演的艰

辛，正如我国一首古诗所表达的情怀：

一弹再三叹，

慷慨有余音。

不惜歌者苦，

但伤知音稀。

⋯ ⋯
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