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第 一 部 分

模糊集合与模糊数





第 1章 模 糊 集 合

1.1 模糊集合的定义与运算

1.1.1 经典集合与特征函数

  集合论是现代数学的基础,集合可以表现概念.

当我们讨论一个具体问题时, 总是将自己讨论的对象限制在

一个特殊的范围内 . 称这个特殊的范围为基本集合或论域, 记为

X , X 中的一部分称为 X 中的子集, 记为 A、B、C、⋯. 称 X 中的对

象为元素, 记为 x . 如果 x 属于 A, 记为 x∈A. 如果 x 不属于 A, 记

为 x| A, 以�表示空集, X 表示全集.

设 p 是任意给定的一个性质, p ( x )表示“x 具有性质 p”, 则

A = {x ; p ( x ) }.

表示 X 中具有性质 p 的全体元素构成的子集.

设 A、B 是 X 中的两个子集. 如果 x∈A 时必有 x∈B, 称 A

含于 B, 或 B 包含 A, 记为 A�B. 显然,包含关系具有以下性质:

( 1) 自反性: A�A;

( 2) 对称性:如果 A�B, B�A, 则 A = B;

( 3) 传递性:如果 A�B, B�C,则 A�C.

设 X 是论域, 记

P ( X ) = {A ; , A � X },

称 P ( X )为 X 的幂集, 约定�、X∈P ( X ) .

设 A , B∈P ( X ) , 记

A ∪ B = {x ; x ∈ A 或 x ∈ B},
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A ∩ B = {x ; x ∈ A 且 x ∈ B},

A
c

= {x ; x ∈ X 且 x | A },

A∪B 与 A∩B 分别称为 A 与 B 的并集与交集, A
c 称为 A 的补

集.显然, ( P ( X ) ,∪, ∩, c)具有以下性质:

( 1) 封闭性: A∪B, A∩B, A
c
∈P ( X ) ;

( 2) 交换律: A∪B= B∪A, A∩B= B∩A;

( 3) 结合律: X( A∪B)∪C= A∪( B∪C) ,

( A∩B)∩C= A∩( B∩C) ;

( 4) 单位元存在性: A∪�= A, A∩X = A ;

( 5) 互补律: A∪A
c= X , A∩A

c= �;

( 6) 吸收律: A∪( A∩B) = A , A∩( A∪B) = A;

( 7) 分配律: XA∪( B∩C) = ( A∪B)∩( A∪C) ,

A∩( B∪C) = ( A∩B)∪( A∩C) ;

( 8) 幂等律: A∪A= A, A∩A = A;

( 9) 两极律: A∪X = X , A∩�= �;

( 10) 对合律: ( A
c) c= A;

( 11) 对偶律: ( A∪B) c= A
c∩B

c, ( A∩B) c= A
c∪B

c.

如果 B t∈P ( X ) ( t∈T , T 是一个任意指标集) , ( 7)和( 11)有

下面的更一般的形式:

( 7′) A∪ ∩
t∈ T

B t = ∩
t∈ T

( A∪B t) , A∩ ∪
t∈ T

B t = ∪
t∈T

( A∩B t) ;

( 11′) ∪
t∈T

B t
c
= ∩

t∈ T
B

c
t , ∩

t∈ T
B t

c
= ∪

t∈T
B

c
t ,

其中

∪
t∈ T

B t= {x ;存在 t∈T ,使得 x∈B t},

∩
t∈ T

B t= {x ;对于任何 t∈T ,都有 x∈B t}.

从上面的性质, 我们可以看到, 在任何集合运算的公式中, 将∪与

∩互换,公式仍然成立. 这即是集合论中的对偶性原则.

设 A∈P ( X ) , 称

·4·



A( x ) =
1

0
 

x ∈ A

x | A

为 A 的特征函数. 记

F 0 ( X ) = ( A ( ¡¤) ; A( ¡¤) : X → {0, 1}}.

  设 A (·) , B(·)∈F 0 ( X ) ,记

A( ¡¤) ∨ B( ¡¤) = max ( A( ¡¤) , B( ¡¤) ) ,

A( ¡¤) ∧ B( ¡¤) = min ( A( ¡¤) , B( ¡¤) ) ,

Ac( ¡¤) = 1 - A( ¡¤) .

  容易证明

( P ( X ) , ∪, ∩, c) ǖ ( F 0 ( X ) , ∨, ∧, c) .

1.1.2 模糊集合的定义

设 X 是经典集合.

定义 1.1.1 设映射 μA�∶ X→ [ 0, 1] , x 砙 μA�( x ) . 我们说 μA�

确定一个 X 的模糊子集 A�. μA�称为 A�的隶属函数, μA�( x )称为 x

对于 A
�的隶属度. 由于模糊集合是由它的隶属函数唯一确定的,

所以,我们用 A�(·)来代替 μA�.

显然,模糊集合是经典集合的一般化, 经典集合就是它的隶属

函数的值域是{0, 1}的特殊情况, 这时的隶属函数就是经典集合的

特征函数.

记

F ( X ) = {A
�

; A
�
∶ X → [ 0, 1] },

称 F ( X )为 X 的模糊幂集.

例 1.1.1 以人的年龄作为论域, X , L. A . Zadeh 给出“年老”

O�与“年青”Y�两个模糊集合,它们的隶属函数分别是

O�( x ) =

0, 0≤ x ≤ 50,

1 +
x - 50

5

- 2 - 1

, x > 50;
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Y
�

( x ) =

1, 0≤ x ≤ 25,

1 +
x - 25

5

2 - 1

, 25 < x ,

  图 1.1.1 给出“年老”与“年青”的隶属函数图象 . 对于“年老”

O�来说, O�( 60) = 0. 8, O�( 80) = 0. 97, 表示 60岁的年龄属于“年老”

的隶属度是 80% , 80 岁的年龄属于“年老”的隶属度是 97% . 对

“年青”Y�来说, Y�( 60) = 0. 02, Y�( 80) = 0. 0082. 表示 60 岁的年龄

属于“年青”的隶属度是 2% , 80岁的年龄属于“年青”的隶属度是

0.82% . 故认为 60 岁和 80 岁是比较年老的. 而且 80 岁比 60 岁

更老.

图 1.1.1

当基本论域为 R
1 时,常用下面三种标准函数表示模糊集合的

隶属函数.

( 1) S 函数(偏大型隶属函数,见图 1.1.2)

图 1.1.2
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S( x ; a, b) =

0, x ≤ a ,

2
x - a
b - a

2

, a < x ≤
a + b

2
,

1 - 2
x - b
b - a

2

,
a + b

2
< x ≤ b,

1, b < x .

S ( x ; a , b)是 x 的连续函数, 且当 x =
a + b

2
时, S( x ; a , b) =

1
2

. S ( x ;

a , b)是 x 的单增函数.“年老”O
�可以定义为

O
�

( x ) = S( x ; 50, 80) .

  ( 2) Z 函数(偏小型隶属函数, 见图 1.1.3)

图 1.1.3

Z( x ; a, b) = 1 - S ( x ; a , b) ,

Z( x ; a , b)是连续的单调减函数, 且当 x =
a + b

2
时, Z( x ; a , b) =

1
2

.

“年青”Y
�的隶属函数可以表示为:

Y�( x ) = Z( x ; 25, 60) .

  ( 3) π函数(中间型隶属函数, 见图 1.1.4)

π( x ; a , b) =
S( x ; b - a , b) , x ≤ b,

Z( x ; b, b + a ) , x > b.

  π( x ; a , b)是 x 的连续函数, 且当 x = b时, π( x ; a , b) = 1. 当 x

≤b时, π( x ; a , b)是单调增函数;当 x≥b时, π( x ; a , b)是单调减函

数.π( x ; a , b)是关于 x = b对称的.“中年”M
�的隶属函数可以表

·7·
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图 1.1.4

示为:

M�( x ) = π( x ; 10, 40) .

  模糊集合的表示方法有很多.一般地可以表示为

A�= {( x , A�( x ) ) ; x ∈ X }.

  ( 1) 当 X 是有限集或可数集时, 采用 L.A.Zadeh 记法, A�可

以写成

A�= ∑A�( xi) / xi.

  ( 2) 当 X 是有限集时, A�可以写成

A�= ( A�( x 1 ) , A�( x 2 ) , ⋯, A�( xn ) ) ,

即将 X 的元素排上次序, 将第 k个元素 x k 的隶属度 A
�( xk )作为模

糊向量 A�的第 k个分量.

( 3) 当 X 是无限不可数集时, Zadeh 记法推广为

A�=∫
X
A�( x ) / x .

  注意:此处积分号不表示积分, ∑ 也不表示求和,而是表示

各个元素与其隶属度的对应关系的总括.“/”也不表示除, 而是表

示在 x 点对应它的隶属度 A�( x ) .

1.1.3 模糊集合的运算及其性质

定义 1.1.2 设 A
�, B
�∈F ( X ) . 我们定义:

·8·



( 1) 如果对于任意的 x∈X ,有 A�( x )≤B�( x ) , 则称 A�含于 B�,

或 B
�包含 A
�,记为 A
��B
�;

( 2) 如果对于任意的 x∈X ,有 A�( x ) = B�( x ) , 则称 A�等于 B�,

记为 A
�= B
�;

( 3) A�与 B�的并记为 A�∪B�,其隶属函数为(见图 1.1.5) :

( A�∪ B�) ( x ) = A�( x ) ∨ B�( x )

= max( A
�

( x ) , B
�

( x ) ) ;

图 1.1.5

  ( 4) A�与 B�的交记为 A�∩B�,其隶属函数为(见图 1.1.6) ;

图 1.1.6

( A�∩ B�) ( x ) = A�( x ) ∧ B�( x )

= min( A�( x ) , B�( x ) ) ;
  ( 5) A�的补模糊集合记为 A�

c,其隶属函数为(见图 1.1.7) :

·9·



图 1.1.7

A�c( x ) = 1 - A�( x ) .

  设 T 是任意指标集, 如果 A
�

t∈F ( X ) , ( " t∈T ) ,则可以定义

模糊集合的任意并与任意交的运算如下:

∪
t∈T

A
�

t ( x ) = ∨
t∈ T

A
�

t( x ) = sup
t∈ T

A
�

t ( x ) ;

∩
t∈T

A�t ( x ) = ∧
t∈ T

A�t( x ) = inf
t∈T

A�t ( x ) .

  显然, 如果 A�, A�t∈F ( X ) ( " t∈T ) , 则∪
t∈T

A�t , ∩
t∈ T

A�t , A�
c∈

F ( X ) .

定理 1.1.1 ( F ( X ) ,∪, ∩, c)具有以下性质:

( 1) 最大、最小模糊集合存在性:��A
��X ;

( 2) 自反性: A��A�;

( 3) 对称性:如果 A��B�, B��A�, 则 A�= B�;

( 4) 传递性:如果 A��B�, B��C�,则 A��C�;

( 5) 交换律: A�∪B�= B�∪A�, A�∩B�= B�∩A�;

( 6) 结合律: |A
�∪( B
�∪C
�) = ( A
�∪B
�)∪C
�,

A�∩( B�∩C�) = ( A�∩B�)∩C�;

( 7) 分配律: |A�∪( B�∩C�) = ( A�∪B�)∩( A�∪C�) ,

A�∩( B�∪C�) = ( A�∩B�)∪( A�∩C�) ;

( 8) 吸收律: |A�∪( A�∩B�) = A�,

A
�∩( B
�∪A
�) = A
�;
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( 9) 幂等律: A�∪A�= A�, A�∩A�= A�;

( 10) 对合律: ( A
�) c= A
�;

( 11) 两极律: �X∩A= A, X∪A= X ,

�∩A= �, �∪A= A;

( 12) 对偶律: �( A�∪B�)
c= A�

c∩B�
c,

( A�∩B�)
c= A�

c∪B�
c.

如果 A�t∈F ( X ) ( t∈T ) , ( 7)和( 12)有更一般的形式:

( 7′) �A�∪( ∩
t∈ T

A�t) = ∩
t∈T

( A�∪A�t) ,

A
�∩( ∪

t∈ T
A
�

t) = ∪
t∈T

( A
�∩A
�

t) ;

( 12′) 7(∩
t∈ T

A�t)
c
= ∩

t∈ T
A�

c
t ,

(∩
t∈ T

A�t)
c
= ∪

t∈ T
A�

c
t .

其中�( x )≡0, X ( x )≡1, " x∈X .

证明 直接验证即得.以( 7)为例,由于对任意的 x∈X ,有

( A
�
∪ ( B
�
∩ C
�

) ) ( x ) = max ( A
�

( x ) , ( B
�
∩ C
�

) ( x ) )

= max ( A�( x ) , min( B�( x ) , C�( x ) ) )

= min ( max( A
�

( x ) , B
�

( x ) ) , max( A
�

( x ) , C
�

( x ) ) )

= min ( ( A�∪ B�) ( x ) , ( A�∪ C�) ( x ) )

= ( ( A
�
∪ B
�

) ∩ ( A
�
∪ C
�

) ) ( x ) ,

则

A�∪ ( B�∩ C�) = ( A�∪ B�) ∩ ( A�∪ C�) .

同理可证

A�∩ ( B�∪ C�) = ( A�∩ B�) ∪ ( A�∩ C�) .

  从上面的性质,可以看到, 在任何模糊集合运算的公式中, 将

∪与∩互换,公式仍然成立, 即模糊集合论中保持了经典集合论中

的对偶原则,还可以看到, 模糊集合的运算性质保持了经典集合运

算的几乎所有性质,只是互补律不成立. 即

A�∪ A�
c

= X , A�∩ A�
c

= �,

·11·



一般不再成立.

例 1.1.2 设 X = [ 0, 1] , A
�( x ) = x ,则 A

�c
( x ) = 1- x ,

( A�∪ A�c) ( x ) = max( x , 1 - x ) =
1 - x , x ≤

1
2

,

x , x >
1
2

.

( A
�
∩ A
�c

) ( x ) = min( x , 1 - x ) =

x , x ≤
1
2

,

1 - x , x >
1
2

.

于是, ( A�∪A�
c
) ( x ) á 1, ( A�∩A�

c
) ( x ) á 0. 特别是

( A�∪ A�c)
1
2

= ( A�∩ A�c )
1
2

=
1
2

.

  例 1.1.3 “年青或年老”Y
�∪O
�的隶属函数为

( Y�∪ O�) ( x ) = Y�( x ) ∨ O�( x )

=

1, 0≤ x ≤ 25,

1 +
x - 25

5

2 - 1

, 25 < x ≤ x
*

,

1 +
x - 50

5

- 2 - 1

, x
*

< x ,

其中 x
* =

1
2

( 75+ 5 29) = 50. 96291.

“年青又年老”Y�∩O�的隶属函数为

( Y�∩ O�) ( x ) = Y�( x ) ∧ O�( x )

=

0, 0 ≤ x ≤ 50,

1 +
x - 50

5

- 2 - 1

, 50 < x ≤ x * ,

1 +
x - 25

5

2 - 1

, x * < x .

  “不年青”Y
�c 的隶属函数为
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Y�
c
( x ) = 1 - Y�( x )

=

0, 0 ≤ x ≤ 25,

1 - 1 +
x - 25

5

2 - 1

, 25 < x .

  “不年老”O
�c
的隶属函数为

O�c( x ) = 1 - O�( x )

=

1, 0≤ x ≤ 50,

1 - 1 +
x - 50

5

- 2 - 1

, 50 < x .

1.2 模糊集合的分解定理与表现定理

1.2.1 模糊集合的截集

  一个元素 x 是否属于模糊集合 A
�,回答是不确切的, 如果我们

选定一个“阀限”λ( 0≤λ≤1) , 当 x 对于 A�的隶属度 A�( x )≥λ时,

便说 x∈Aλ, 否则便说 x | Aλ, 于是 x 是否属于 Aλ的回答将是确

切的.这样便得到一个经典子集 Aλ. 从而导出截集的概念.

定义 1.2.1 设 A�∈F ( X ) , 对任意的λ∈[ 0, 1] , 记

( A�) λ= Aλ= {x ; A�( x ) ≥ λ},

称 Aλ为 A
�的λ-截集或λ水平集(见图 1.2.1) , λ称为置信水平. 又

记

( A�) λ
¡¤

= Aλ
¡¤

= {x ; A�( x ) > λ},

称 A λ
·
为 A�的 λ-强截集或 λ弱水平集. 称

A0
¡¤

= {x ; A�( x ) > 0} = suppA�

为 A�的支集.称 A1 为 A�的核, 记作 KerA�. 称 A 0
·

- A1 为 A�的边界

(见图 1.2.1) .

Aλ的直观意义是由那些对模糊集合 A
�的隶属度不小于水平

λ的元素构成. 它是论域 X 的一个经典子集. 如果 x∈Aλ, 我们称
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