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第 1章 点的运动学 

1.1 向量描述法 
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第第11章章

向量描述法向量描述法

运动方程 ( )t=r r

位 移 ( ) ( )t t t∆ = + ∆ −r r r

( )tr

向量端图

O

P
P´

∆r

速 度 0

dlim dt t t∆ →

∆= = =
∆

r rv r&
2

20

d dlim d dt t t t∆ →

∆= = = =
∆

v v ra r&&加速 度

( )t t+ ∆r

从O点指向P点的向量 ( )tr
称为 P点相对 O点的向径，可以

完全确定点的位置。向径末端在

空间划出一条空间曲线，叫做向

量端图，它描绘了点的运动轨迹。

所以 ( )t=r r 又可以理解为（参

数形式的）轨迹方程。 
向量描述法主要用于理论推

导，在解决具体问题时，往往还

需要借助直角坐标或自然坐标等

描述法。 
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1.2  直角坐标描述法 
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第第11章章

直角坐标描述法直角坐标描述法

( ) ( ) ( ) ( )t x t y t z t= + +r i j k

( ) x y zt v v v x y z= + + = + +v i j k i j k& & &

( ) x y zt a a a x y z= + + = + +a i j k i j k&& && &&

y

z
p

( )tr

o

i
j

k

x

运动方程

速 度

加 速 度

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章 设梯子的两个端点A

和B分别沿着墙和地

面滑动，它和地面

夹角 是时间的已

知函数，求梯子上M

点的运动轨迹、速

度和加速度。

)(tϕ

B

A

)(tϕ

M
a

b

例例11

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章

12

2

2

2
=+

b
y

a
x

0≥x 0≥y

ϕ= cosax

ϕ= sinby

取如图所示的直角坐标系，则M点的坐标为

由此得M点的轨迹方程为

例例1                                                               1                                                               解解

y

O

A

B

M
a

x
)(tϕ

b

设直角坐标系 Oxyz 在参考
系中固定不动， i， j， k 分别
是坐标轴 Ox，Oy，Oz 的单位向
量，所以， i， j， k 是大小和
方向都不变的常向量。 

x(t)，y(t)，z(t)表示点在直角
坐标系 Oxyz下的坐标，是标量。

相应地， 

xv x= &， yv y= &， zv z= & 
表示速度在该直角坐标系下的投

影，都是标量。 

xa x= &&， ya y= &&， za z= &&表
示加速度在该直角坐标系下的投

影，也都是标量。 
 
 
 
 
 
 
 
 
坐标 x，y可以分别由 AM，

MB 段向对应的坐标轴投影得
到，坐标 x，y关于时间的表达式
就是运动方程。写成向量形式为：

cos sinOM a bϕ ϕ= +r i j  

运动方程联立消去ϕ(t)可以
得到轨迹方程，这里是四分之一

椭圆。 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第第11章章 M点的速度为

( sin ) ( cos )
x y

a bϕ ϕ ϕ ϕ
= +
= − +

v i j
i j

& &
& &

M点的加速度为

2 2( sin cos ) ( cos sin )
x y
a bϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

= +

= − + + −

a i j
i j

&& &&
&& & && &

y

O

A

B

M
a

x
)(tϕ

b

例例1                                                               1                                                               解解
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运
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第第11章章

例例1                                                               1                                                               讨论讨论

当 a = b = l时，M点的运动轨迹：

12

2

2

2
=+

b
y

a
x 0≥x 0≥y

y

O

A

B

M
a = l

x
)(tϕ

b = l

a b l= =

2 2 2   0, 0x y l x y+ = ≥ ≥

四分之一圆

点
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运
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第第11章章

例例1                                                               1                                                               讨论讨论

当 a = b = l时，M点的速度：

( sin cos )lϕ ϕ ϕ= − +v i j&

(cos sin )l ϕ ϕ= +r i j

0⋅ =v r
M点的速度垂直于其向径！

( sin ) ( cos )a bϕ ϕ ϕ ϕ= − +v i j& &

a b l= = y

O

A

B

M
l

x
ϕ

lr

物理解释？

按照定义，运动方程对时间

求 1次和 2次导数可以得到速度
和加速度。也可以写成分量形式：

2

2

sin
cos

( sin cos )

( cos sin )

x

y

x

y

v a
v a

a a

a a

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

= −
=

= − +

= −

&
&

&& &

&& &

 
 
 
 
这里针对 M 点处于 AB 杆的

中点这一特殊位置分析运动的几

个特性。 
当 M 点处于 AB 杆的中点，

椭圆运动方程退化为圆的运动方

程。 
 
 
 
 
 
 
 
现在分析速度。 
向量点乘得零表示两个向量

相互垂直。 
速度与向径垂直说明速度为

环向。这实际上是圆周运动的一

般性质。 
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第第11章章

例例1                                                               1                                                               讨论讨论

当 a = b = l、且 时，M点的加
速度：

2 2( sin cos ) ( cos sin )a bϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − + + −a i j&& & && &

a b l= =

2 (cos sin )lϕ ϕ ϕ= − +a i j&

0ϕ =&&

y

O

A

B

M
l

x
ϕ

lra指向O点—-匀速圆周运动

物理解释？

点
的
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第第11章章

例例22

绳的一端连在小车的A点上另一端跨过B点
的小滑车绕在鼓轮C上，滑车离地的高度
为h。若小车以匀速度v沿着水平方向向右
运动，求当 时B、C之间绳上一点P
的速度和加速度。

45θ = o

h P θ

C A

B

x

v

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章 Pv l= &
Pa l= &&

sinx l θ=
tanx h θ=

几何关系：
2secv hθ θ= &

sin cospv v lθ θ θ= + &
2sin cospv vθ θ= +

cosh l θ=

cosl vθ θ=&

sin 2 / 2pv v vθ= =

22 3 2cos
4

vv
h h

θ= =

cospa vθ θ= &
对时间求导

例例2                                                               2                                                               解解

h P θ

C A

B

x

v

Pv
l

 
最后一个式子可以写成： 

2
OMϕ= −a r&  

前面的负号表示加速度与向

径方向相反。由此说明加速度a
指向原点 O。这正是向心加速度。
这是匀速圆周运动的一般规律，

变速运动则不然。 
 

 
 
 
 
 
 
 
因直线 PB 方向不变，P 点

速率 vp 就是 P 点到 B 点距离减
少的速率。因绳不可伸长，P 点
到 B点之间距离的减少速率就等
于 A点到 B点之间距离的增加速

率 l&。所以，P点速率 vp= l&，对

时间求导得到加速度。 
利用几何关系建立 h, l, x,

θ 之间的解析表达式，对时间求
1次和 2次导，可求解出 P点的
速度和加速度的表达式。 

另解：将
2 2l x h= + 对时

间求 1次和 2次导，再将 

, , , , 0p pl v l a x h x v x= = = = =& && & &&

代入即可。 
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第第11章章 半径为R的轮子沿直线轨道纯滚动(无滑动
地滚动)。设轮子保持在同一竖直平面内运
动，且轮心的速度为已知值u，试分析轮子
边缘一点M的运动。

例例33

MM ϕ R

O ϕ

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章 取坐标系Axy如图所示，并设M点所在的一
个最低位置为原点A，则当轮子转过一个角
度后，M点坐标为

)sin(
sin

ϕϕ
ϕ

−=
−=

R
OMACx

)cos1(
cos

ϕ
ϕ

−=
−=

R
OMOCy

这是旋轮线的参数方程。

ϕ
O

R

CA x

y

M

例例3                                                               3                                                               解解
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第第11章章

例例3                                                               3                                                               解解

 
 
 
 
图示为轮子在任意两个时刻

的位置。 
 
 
 
 
 
 
 

( )OC OM R= = 为半径。 

由于纯滚动，所以直线段 AC
等于弧 MC。而弧段 MC 又等于

Rϕ 。所以 OAC x Rϕ= = 。C

为切点，ϕ为半径ΟΜ转过的角
度。 
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第第11章章 M点的速度为：

x y= +v i j& &

其中 可由轮心速度求出：ϕ&

d( )
dO
Ru x R
t
ϕ ϕ= = =& &

ϕ
O

R

CA x

y

M

例例3                                                               3                                                               解解

( sin )
(1 cos )

x R
y R

ϕ ϕ
ϕ

= −
= −

(1 cos ) ( sin )R Rϕ ϕ ϕ ϕ= − +i j& &

u
R

ϕ =& a
R

ϕ =&&

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章

例例3                                                               3                                                               讨论讨论

(1 cos ) ( sin )R Rϕ ϕ ϕ ϕ= − +v i j& &

0v =

ϕ
O

R

CA x

y

M

— M点在该瞬时速度为零！

当M点位于最高点时，
即 (2 1)πkϕ = +

2 πkϕ =当M点与地面接触时，即

2Rϕ=v i&

为什么？

点
的
运
动
学

点
的
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第第11章章

例例3                                                               3                                                               讨论讨论

M点的速度始终垂直于CM

sin (1 cos )
CM AM AC

R Rϕ ϕ
= −
= − + −

r r r
i j

(1 cos ) ( sin )R Rϕ ϕ ϕ ϕ= − +v i j& &

ϕ
O

R

CA x

y

M

( sin ) (1 cos )AM R Rϕ ϕ ϕ= − + −r i j

AC Rϕ=r i

0AC⋅ =v r

2 2 2 sin
2 CMv x y R rϕϕ ϕ= + = =& & & &

 
 
将 M 点的坐标对时间求一

次导得到 M点的速度。注意，这
里的ϕ不是常数，其导数可以对
根据前面求得的表达式 xO=Rϕ求
导得到。而这里Ο点的速度和加

速度 ,O Ox u x a= =& && 作为已知。 

 
 
 
 
车轮切点受到轨道的限制，

使车轮与轨道的切点在公法线方

向的速度相等，所以竖直方向速

度为零，否则车轮会嵌入或脱离

轨道；纯滚动要求切点与直线轨

道之间没有相对滑动，这要求车

轮的切点与轨道在切线方向的速

度相等，所以水平方向速度为零。

 
 
 
 
车轮的速度分布与以切点为

转轴的定轴转动的速度分布完全

一样，即：任意一点的速度方向

垂直于该点到切点的连线，速度

的大小与该点到切点的距离成正

比。区别在于，这里的切点并不

是固定的转轴。在下一章的刚体

平面运动中，我们还将利用速度

瞬心的概念讨论这个问题。 
 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第第11章章

例例3                                                               3                                                               解解

M点的加速度为：

=a v& (1 cos ) ( sin )R Rϕ ϕ ϕ ϕ= − +v i j& &

2 2[ (1 cos ) sin ] ( sin cos )R Rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − + + +i j&& & && &
2 2

[ (1 cos ) sin ] ( sin cos )u ua a
R R

ϕ ϕ ϕ ϕ= − + + +i j

ϕ
O

R

CA x

y

M

讨论讨论：当M点与地面接触时
2 πkϕ =

2
0u

R
= ≠a j

为什么a向上？

 
 
 
记住，圆轮纯滚动时切点的

速度为零，但加速度并不为零，

而是具有向心加速度，竖直向上

指向圆心。后面还会用到该结论。
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1.3  自然坐标描述法 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章

自然坐标描述法自然坐标描述法

如果点沿着已知的轨迹运动，则点的运动方
程可用点在已知轨迹上所走过的弧长随时间
变化的规律描述。

运动方程： )(tss =

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章 d d d( )
d d d

st
t s t

= =
r rv

( ) ( )t s s=v τ&

0

d lim
d ss s∆ →

∆
=

∆
r r

d 1
ds

=
r d

ds
=

r τ
)(tss =

τ

0=s

P´

∆r

s∆

′r
P

o

r

( ( ))s t=r r

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章

( )t s s= +a τ τ&& &&

( ) ( )t s s=v τ&

2
( ) st s

ρ
= +a τ n&&&

切
向
加
速
度

法
向
加
速
度

d d
d d

s
s t

= ττ&

d ?
ds

=τ 大小？

1
ρ

= n
方向？

 
以点的运动轨迹(曲线)上任

一点为原点，并规定一个正方向，

以点到原点之间的弧长(及其正
负号)来描述运动的方法为自然
坐标描述法。相应的运动方程为

弧坐标形式的运动方程。它适于

描述运动轨迹已知的运动。 
 
 
 
借助向量描述法推导自然坐

标描述的点的运动规律。 
第一步利用了复合函数求导

公式。 

0
lim
s s∆ →

∆
∆
r
的大小和方向可以

从图中P′  点趋于 P 点时直观地
看出来。 
速度表达式 s=v τ&中的 s&表

示速度的大小， τ是轨迹曲线的
切向单位向量，表示速度的方向。

 
 
速度表达式 s=v τ& 对时间

求导即可以得到加速度。注意这

里的 τ是变量，是单位向量，大
小为 1，保持不变，但方向随时
间变化，求导一般不为零。下面

具体研究其导数的大小和方向。 
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第第11章章
0

d lim
d ss s∆ →

∆=
∆

τ τ
0

1lim 2sin
2s s
θ

∆ →

∆= ⋅
∆

0
lim
s s

θ
∆ →

∆=
∆

d
ds
θ=

1
ρ

=

)(tss =

τ

0=s

P´
s∆

′r
P

o

r

′τ
τ∆ r

′τ

θ∆

—曲线上P点的曲率

2sin
2
θ∆∆ =τ

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章

)(tss =

τ

0=s

P´

P

′τ
∆τ
′τ
n

d
ds
τ
与 τ垂直，令 d

ds
ρ= τn

n是单位向量，如果运动轨迹为平面曲
线，它就是曲线在P点的法向单位向量

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章 如果P点的运动轨迹为空间曲线

密切面：密切面：由轨迹上无限接近的两点的两条
切线所确定的极限平面。

P´ ′ττ
P

′τ
∆τ

n

密切面
b

= ×b τ n —副法线方向

d 1
ds
θ

ρ
= 是曲率（ ρ为曲率

半径）在数学中的定义。根据这

个定义可以计算出圆的曲率半径

就是圆的半径。 
由 P 点 处 的 三 个 向 量

, ,′ ∆τ τ τ 构成的三角形关系得到

2sin
2
θ∆

∆ =τ 。推导中还用到

了关系式：
0

lim 2sin 1
2θ

θ
θ∆ →

∆
=

∆
。

 
由于 τ是切向单位向量，导

数应垂直于自身（切向）方向，

沿着法向n。 
另外，从图中可以看出

′+ ∆ =τ τ τ ，因此 ′∆ = −τ τ τ
表示了 t∆ 时间间隔切向的变化
量，取极限时指向法向n，这就
是 τ的导数方向。 

 
 
 
为描述空间曲线，需要定义

几个平面：密切面，法平面（与

密切面垂直并包含法线 n的平
面）。 
副法向b：同时垂直于法向

和切向的方向，即垂直于密切面

的方向。 
切向 τ，法向 n和副法向 b

构成了正交坐标系，称为自然坐

标系。 
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第第11章章

例例11

单摆的运动规律为 ，ω为常数，
OA = l。求摆锤A的速度v和加速度a。

0 sin tϕ ϕ ω=

解：以O1点为原点建立弧坐标s。

0 sins l l tϕ ϕ ω= =
O

1O A

l

s

ϕ

A点弧坐标形式的运动方程为

0 coss l tϕ ω ω= =v τ τ&

( )

2

2 2
0 0sin cos

ss
l

l t tϕ ω ω ϕ ω

= +

= − +

a τ n

τ n

&&&

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章

例例22

设有一点M的轨迹是平面曲线，M点的向径
为r，速度为v。直线OA垂直于过M点的切线，
并且与切线交于A点。试求A点的速率速率。

O

M

A
v

x

y

r
q

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章

例例2                                                          2                                                          解解

l= +q r τ

l = − ⋅r τ

vl v
ρ

= − ⋅ − ⋅ = − − ⋅v τ r τ r n& &

q = − ⋅r n

A
q l v

ρ
+

=
( )τ nv

O

M
A

x

y

r
q

vlτ

n

A
rvv
ρ

=

( )d
dA

l lvl
t ρ
+

= = + +
r τ

v v τ n&
qv v
ρ

= − +

 
 
根据几何关系列出弧长 s 的

表达式，将弧长 s对时间的 1次
和 2次导数代入前面导出的加速
度向量表达式中即可。这里是圆

周运动，曲率半径就是圆的半径，

即绳长 l。 
 
 
 
 

设 MA l= ，OA q= 。因向

量从 M指向 A的向量沿 M点的
切向，可记为 lτ。由图中几何关

系可以看出： OA l= +r r τ ，此式

求导即得 Av 。其中用到的关系式

l = − ⋅r τ 和 q = − ⋅r n是根据投

影关系得到的。
v
ρ

=τ n& 是前面

的推导结果。 
最后的速度大小是根据上一

个向量速度表达式中两个分量的

合成得到的。其中利用了直角三

角形的几何关系
22 lqr += 。

 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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1.4  极坐标描述法 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章 点P沿着平面曲线平面曲线运动，其在任意时刻的

位置可以用极坐标表示为：

t tρ ρ ϕ ϕ= =( ), ( )

P点的向径:

t t tρρ=( ) ( ) ( )r e

极坐标描述法极坐标描述法

ϕ
o

Pr
ρe

ϕe

—径向单位向量ρe —横向单位向量ϕe

ρ ϕϕ=e e& & ϕ ρϕ= −e e& &
由向量对时间的导数的物理意义可得：

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章 P点的速度为

( ) ( )t t=v r&

径
向
速
度

横
向
速
度

t t tρρ=( ) ( ) ( )r e

ρ ρρ ρ= +e e& &

ρ ϕρ ρϕ= +e e& &
ρ ϕϕ=e e& &

ϕ
o

Pr
ρe

ϕe

v的方向？

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章 P点的加速度为
( ) ( )t t=a v&

请注意径向和法向、
横向和切向之间的
差别！

径向加速度aρ 横向加速度aϕ

2( ) (2 )ρ ϕρ ρϕ ρϕ ρϕ= − + +e e&& && & &&

( )t ρ ϕρ ρϕ= +v e e& &

ρ ρ ϕ ϕ ϕρ ρ ρϕ ρϕ ρϕ= + + + +e e e e e&& && & && && &

ϕ
o

Pr
ρe

ϕe

ρ ϕϕ=e e& &
ϕ ρϕ= −e e& &

径向和横向单位向量 ,ρ ϕe e

在直角坐标系中可以写作： 

cos sin

sin cos
ρ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= +

= − +

e i j

e i j
 

对 t求导即可验证最后两个等式。
 
 

将向径表达式 ( ) ( ) ( )t t tρ=r e
对时间求 1次和 2次导数分别得

到速度和加速度。每次求导后都

作替换： 

,   ρ ϕ ϕ ρϕ ϕ⇒ ⇒ −e e e e& && &  

即可。速度的方向一般既不沿径

向也不沿横向，而是二者的合成

结果。 
加速度也可以类似地得到。 
这里的径向和横向是相对向

径方向而言，与原点 O的选择位
置有关。而法向和切向是相对运

动轨迹而言，是运动自身的特性，

与坐标系的选取无关。特别地，

当点沿着圆周运动时，横向和切

向平行，径向与法向平行。 
极坐标系下的速度和加速度

的表达式一般是以径向和横向分

量形式给出的，当然也可以写成

切向和法向分量的形式，但那要

复杂得多。同学们可以试着推导

一下。 
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点
的
运
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学

点
的
运
动
学

第第11章章

例例11

已知点的运动方程是 ρ = e(1-cosωt), ϕ = ωt,
其中e、 ω均为常数，求当t = π /2ω瞬时点
的速度和加速度。

sine tρ ϕ ρ ϕρ ρϕ ω ω ρω= + = +v e e e e& &

π / 2t ω=e ρ ϕω= +( )v e e

2 2cosa e tρ ρ ρϕ ω ρ ω= − = −( )&& &
22 2 sina e tϕ ρϕ ρϕ ω ω= + =&& &&

2 22e eρ ϕω ω= − +a e e

解：解：

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章

例例2                                          2                                          开普勒定律开普勒定律

• 行星沿着椭圆形轨道绕太阳运动，椭圆
方程为 ；

• 在行星运动过程中，从太阳到行星的向
径所扫过的面积与时间成正比，或者说

面积速度始终保持是常数，即

•• 求求行星的加速度。

/(1 cos ), 0 1, 0p e e pρ ϕ= + ≤ ≤ >

2 Cρ ϕ =&

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章

例例2                                                           2                                                           解

2

2
d1 ( ) 0
d

a

t

ϕ ρϕ ρϕ

ρ ϕ
ρ

= +

= =

&& &&

&

2 2 3/a Cρ ρ ρϕ ρ ρ= − = −&& &&&

1 cosp e ϕ
ρ

= +

2 Cρ ϕ =&

sinCe
p

ρ ϕ=&

2

2

1cos cosCe C e
p p

ρ ϕ ϕ ϕ
ρ

= =&& &

2 sinp eρ ϕ ϕ
ρ

− = −& &

2

2

ρρ p
Ca −=

行星的加速度始终指向太阳！

2

2 ( cos )C pe
p

ϕ
ρρ

= −

直接将已知条件中关于ρ ，ϕ
的表达式代入前面推出的速度和

加速度表达式中做相应的求导运

算，最后将确定的时间 t 代入即
可。 

 
 
 
 
 
 
 
将已知条件 C=ϕρ &2

代入

横向加速度表达式得 0=ϕa ，即

加速度沿径向。 

将椭圆方程 

/ 1 cosp eρ ϕ= + 对时间求导

得
2 sinp eρ ρ ϕ ϕ−− = −& & ，进一步

改写成
2 sin /e pρ ρ ϕ ϕ=& & ，将

C=ϕρ &2
代入得 

sin /Ce pρ ϕ=& 。再次对时间求

导得 cos /Ce pρ ϕ ϕ=&& & 。再将

C=ϕρ &2
代入得到 

ϕ
ρ

ρ cos1
2

2

p
eC

=&&  

将上面导出的 ρ&&和 C=ϕρ &2
代

入径向加速度表达式中，即可得

径向加速度。可见，行星的加速

度大小与行星到太阳的距离平方

成反比，方向指向太阳。 
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1.5  曲线坐标描述法 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章
空间一点可以由三个独立变量 )(),(),( 321 tqtqtq

(称为曲线坐标)来描述，该点的向径写成为

则该点的速度用曲线坐标表示为

曲线坐标描述法曲线坐标描述法

1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))t q t q t q t=r r

1 2 3
1 2 3

( )t q q q
q q q

∂ ∂ ∂
= = + +

∂ ∂ ∂
r r rv r& & & &

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章

其中
])([1

iii
q q

T
q
T

dt
d

H
a

i ∂
∂

−
∂
∂

=
&

∑==
=

3

1

22 )(
2
1

2
1

i
iiqHvT &

3

1
iq i

i
a

=

= ∑a e

容易证明：如果 ie相互垂直，则点加速度为

同理，点加速度也可以用曲线坐标写出来。

3

1
iq i

i
v

=

= ∑v e则 iiq qHv
i

&=

1
i

i iH q
∂

=
∂

re i
i

H
q

∂
=

∂
r )3,2,1( =i若令

点
的
运
动
学

点
的
运
动
学

第第11章章

例例11

zvvv z &&& =ϕρ=ρ= ϕρ ,,
径向、横向和 z方向速度为

由此得
2 2 2 21 ( )

2
T z= ρ + ρ ϕ +& & &

于是径向、横向和 z方向加速度为

zaaa z &&&&&&&&& =ϕρ+ϕρ=ϕρ−ρ= ϕρ ,2,2

zzyx =ϕρ=ϕρ= ,sin,cos
zqqq =ϕ=ρ= 321 ,,解：令 ，则有：

1,,1 =ρ== ϕρ zHHH

试求柱坐标形式的速度和加速度公式。

利用复合函数求导公式可以

得到速度表达式。这里 iq&是标量，
/ iq∂ ∂r 是向量，但不是单位向量。

每个向量 / iq∂ ∂r 除以其长度 iH
（称为拉梅系数）得到单位向量。

速度就可以写成： 

1( )( )i i i i
i i

H q v
H q

∂
= =

∂∑ ∑rv e&    

 
加速度公式的推导比较复杂，

不在这里给出。推导过程与拉格朗

日第二类方程的推导类似，同学们

可以等学过第 8章之后再来练习补
充这里未给出的推导。 
 
 
 
 
 
 
 

在柱坐标系下，三个坐标 q1，

q2，q3分别取为ρ ，ϕ ，z。向直角

坐标系投影可以得到与 x，y，z 的

关系。根据定义得到 Hi。再将 Hi

及三个坐标的导数ρ&，ϕ&， z&代入
速度和 T的计算公式得到速度分量

iiq qHv
i

&= 和 T。将 T和 Hi代入加

速度表达式得到加速度。 
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第 2章  刚体运动与复合运动 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
滑块随着摆动式运输机运动

时，尽管其运动轨迹是曲线，但

是滑块上下表面始终平行于水平

面，因此，滑块作平动。 
注：刚体是否平动与其运动

轨迹无关。 
 

 

 

 

 

 

刚体绕竖直轴定轴转动。 

 

刚
体
运
动
与
复
合
运
动

刚
体
运
动
与
复
合
运
动

第第22章章
目录目录

刚体的运动形式

第1节 刚体运动的向量-矩阵描述

第2节 刚体定点运动

第3节 刚体平面运动

第4节 点的复合运动

第5节 刚体复合运动

刚
体
运
动
与
复
合
运
动

刚
体
运
动
与
复
合
运
动

第第22章章
刚体的运动刚体的运动——平动平动

刚体运动过程中，其上刚体运动过程中，其上
任一条直线始终保持与任一条直线始终保持与
其自身原位置平行。其自身原位置平行。

刚
体
运
动
与
复
合
运
动

刚
体
运
动
与
复
合
运
动

第第22章章
刚体的运动刚体的运动——定轴转动定轴转动

刚体运动过刚体运动过
程中，刚体程中，刚体
或其延拓部或其延拓部
分上有一直分上有一直
线始终保持线始终保持
不动。不动。
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第第22章章
刚体的运动刚体的运动——定轴转动定轴转动

刚
体
运
动
与
复
合
运
动

刚
体
运
动
与
复
合
运
动

第第22章章
刚体的运动刚体的运动——平面运动平面运动

刚体运动刚体运动
过程中，过程中，
其上所有其上所有
点的运动点的运动
始终平行始终平行
于某一固于某一固
定平面。定平面。

刚
体
运
动
与
复
合
运
动

刚
体
运
动
与
复
合
运
动

第第22章章
刚体的运动刚体的运动——平面运动平面运动

  
 
 
电机的转轴及固结其上的齿

轮绕电机的轴线定轴转动。与其

啮合的另一齿轮绕自身的轴线也

是定轴转动。 
 
 
 
 
 
任取两个运动位置就可以发

现：在运动过程中杆 DBC并不与
自身保持平行，所以不是平动；

其上（及延拓部分）也不存在一

点保持静止，所以也不是定轴转

动。容易看出，杆 DBC上所有点
都在图示的平面内运动，运动轨

迹都是图示平面内的曲线。因此，

杆 DBC是作平面运动。 
 
 
 
 
三个行星轮绕各自的轮心转

动，而轮心作圆周运动。 
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第第22章章
刚体的运动刚体的运动——定点运动定点运动

刚体运动过程中，刚体或其刚体运动过程中，刚体或其
延拓部分上某一点始终保持延拓部分上某一点始终保持
不动。不动。

刚
体
运
动
与
复
合
运
动

刚
体
运
动
与
复
合
运
动

第第22章章
刚体的运动刚体的运动——定点运动定点运动

 
 
 
 
万向节的中心位置保持不

动，是定点运动。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
假设陀螺与水平面接触点静

止不动，陀螺即为定点运动。陀

螺绕其对称轴高速旋转，而对称

轴又绕垂直轴转动。 
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