
 
 
 
 

 

离散数学考研指导 
 

胡新启  编著 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

清 华 大 学 出 版 社 
 

计算机专业考研系列教材 



（京）新登字 158号 

内 容 简 介 

离散数学是各大专院校计算机专业的核心课程，也是很多高校招收计算机专业硕士研

究生的必考科目之一。 

本书围绕考研大纲，有针对性地对学习过程中的重点、难点进行了解答，引导学生系

统、科学地理解离散数学的理论，掌握解题方式和方法。书中每章的开头都给出了该章的

核心考点，并用“★”号数量来表示考试频度。此外，我们还在近几年各科研院所的考研

试题前加上“▲”号，同时给出了详解或参考答案，使读者能够清晰地了解离散数学课程

的主要内容和考试的重点，快速地把握解题的方法。 

本书主要针对考研读者，但也适于作为计算机及相关专业的教学辅导材料，还可供参

加计算机等级考试者使用。 

 

 

版权所有，盗版必究。 

本书封面贴有清华大学出版社激光防伪标签，无标签者不得销售。 

 
图书在版编目（CIP）数据 
离散数学考研指导 / 胡新启编著.－北京： 

清华大学出版社，2002 

（计算机专业考研系列教材） 

ISBN 7-302-06178-5 

I. 离⋯ Ⅱ. 胡⋯ Ⅲ. 离散数学-研究生-入学考试 

-自学参考资料  Ⅳ. 0158 

中国版本图书馆 CIP 数据核字（2002）第 105908 号 

 

 
出版者 ： 清华大学出版社（北京清华大学学研大厦.邮编 100084） 
          http://www.tup.com.cn 

印刷者 ： 北京市耀华印刷有限公司 

发行者 ： 新华书店总店北京发行所 

开  本 ： 787×1092  1/16       印张：16.75       字数：407千字 

版  次 ： 2003年 1月第 1版     2003年 1月第 1次印刷 

书  号 ： ISBN 7-302-06178-5/TP·3697 

印  数 ： 0001~6000 

定  价 ： 25.00元 



目    录 

第1章   集合论 ............................................................................................................. 1 
1.1  集合及其表示 ......................................................................................................................................... 1 

1.1.1  集合的定义及常用记号................................................................................................................. 1 
1.1.2  集合的表示方法............................................................................................................................. 2 
1.1.3  子集，集合的相等......................................................................................................................... 2 
1.1.4  集合的幂集..................................................................................................................................... 3 

1.2  集合的运算及其性质 ............................................................................................................................. 4 
1.2.1  集合的基本运算............................................................................................................................. 4 
1.2.2  文氏图............................................................................................................................................. 5 
1.2.3  运算的基本性质............................................................................................................................. 5 
1.2.4  广义并和广义交............................................................................................................................. 7 
1.2.5  幂集的运算性质............................................................................................................................. 8 

1.3  笛卡尔积 ................................................................................................................................................. 9 
1.4  集合的覆盖与划分 ............................................................................................................................... 10 
1.5  基本计数原理 ....................................................................................................................................... 10 

1.5.1  鸽巢原理（抽屉原理）............................................................................................................... 10 
1.5.2  容斥原理....................................................................................................................................... 11 

1.6  习题 ....................................................................................................................................................... 13 
1.7  参考答案 ............................................................................................................................................... 15 

第2章   二元关系........................................................................................................ 20 
2.1  关系的定义及表示 ............................................................................................................................... 20 

2.1.1  关系的定义................................................................................................................................... 20 
2.1.2  关系的表示................................................................................................................................... 21 

2.2  关系的运算 ........................................................................................................................................... 22 
2.2.1  关系的并、交、差、补............................................................................................................... 22 
2.2.2  关系的逆运算............................................................................................................................... 23 
2.2.3  关系的复合运算........................................................................................................................... 24 

2.3  关系的基本类型 ................................................................................................................................... 25 
2.4  关系的闭包 ........................................................................................................................................... 29 
2.5  等价关系与集合的划分 ....................................................................................................................... 32 
2.6  相容关系与集合的覆盖 ....................................................................................................................... 35 
2.7  偏序关系 ............................................................................................................................................... 36 
2.8  习题 ....................................................................................................................................................... 40 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



2 目    录 

2.9  参考答案 ............................................................................................................................................... 43 

第3章   函数............................................................................................................... 52 
3.1  函数的基本概念 ................................................................................................................................... 52 
3.2  函数的复合、反函数 ........................................................................................................................... 57 
3.3  集合的基数 ........................................................................................................................................... 59 
3.4  习题 ....................................................................................................................................................... 62 
3.5  参考答案 ............................................................................................................................................... 64 

第4章   代数系统........................................................................................................ 71 
4.1  代数运算与代数系统 ........................................................................................................................... 71 
4.2  同态与同构 ........................................................................................................................................... 73 
4.3  半群和生成元 ....................................................................................................................................... 74 
4.4  群及其性质 ........................................................................................................................................... 75 
4.5  子群的定义与判定 ............................................................................................................................... 77 
4.6  群的同态 ............................................................................................................................................... 80 
4.7  陪集、正规子群、基本同态 ............................................................................................................... 82 
4.8  环、域 ................................................................................................................................................... 86 
4.9  习题 ....................................................................................................................................................... 88 
4.10  参考答案 ............................................................................................................................................. 90 

第5章   格 .................................................................................................................. 98 
5.1  格的定义与性质 ................................................................................................................................... 98 

5.1.1  格的定义....................................................................................................................................... 98 
5.1.2  格的基本性质............................................................................................................................. 101 

5.2  子格  格同态 ..................................................................................................................................... 102 
5.2.1  子格............................................................................................................................................. 102 
5.2.2  格同态......................................................................................................................................... 103 

5.3  分配格  有补格 ................................................................................................................................. 103 
5.3.1  分配格......................................................................................................................................... 103 
5.3.2  有补格......................................................................................................................................... 109 

5.4  布尔代数 ............................................................................................................................................. 110 
5.5  有限布尔代数的表示定理 ................................................................................................................. 113 
5.6  习题 ..................................................................................................................................................... 117 
5.7  参考答案 ............................................................................................................................................. 118 

第6章   图论............................................................................................................. 125 
6.1  图的基本概念 ..................................................................................................................................... 125 

6.1.1  无向图与有向图......................................................................................................................... 125 
6.1.2  结点的度..................................................................................................................................... 126 
6.1.3  子图............................................................................................................................................. 126 



 目    录 3 

6.1.4  图的同构..................................................................................................................................... 127 
6.1.5  图的运算..................................................................................................................................... 127 
6.1.6  通路与回路................................................................................................................................. 128 

6.2  连通性 ................................................................................................................................................. 129 
6.3  图的矩阵表示 ..................................................................................................................................... 130 
6.4  最短路径问题 ..................................................................................................................................... 133 
6.5  欧拉图与哈密尔顿图 ......................................................................................................................... 136 

6.5.1  欧拉图......................................................................................................................................... 136 
6.5.2  哈密尔顿图................................................................................................................................. 138 

6.6  平面图 ................................................................................................................................................. 143 
6.7  覆盖集、独立集和匹配 ..................................................................................................................... 146 
6.8  图的着色 ............................................................................................................................................. 148 

6.8.1  点的着色..................................................................................................................................... 148 
6.8.2  地图的着色................................................................................................................................. 150 

6.9  习题 ..................................................................................................................................................... 151 
6.10  参考答案 ........................................................................................................................................... 157 

第7章   树 ................................................................................................................ 172 
7.1  无向树 ................................................................................................................................................. 172 
7.2  生成树 ................................................................................................................................................. 175 
7.3  根树 ..................................................................................................................................................... 177 
7.4  带权树 ................................................................................................................................................. 179 
7.5  应用举例 ............................................................................................................................................. 181 

7.5.1  前缀码......................................................................................................................................... 181 
7.5.2  波兰表示法................................................................................................................................. 183 

7.6  习题 ..................................................................................................................................................... 184 
7.6  参考答案 ............................................................................................................................................. 188 

第8章   命题逻辑...................................................................................................... 199 
8.1  命题及其符号化 ................................................................................................................................. 199 

8.1.1  命题与命题变量......................................................................................................................... 199 
8.1.2  命题联结词................................................................................................................................. 200 
8.1.3  命题符号化................................................................................................................................. 201 

8.2  命题公式及其真值 ............................................................................................................................. 202 
8.2.1  命题公式..................................................................................................................................... 202 
8.2.2  命题公式的等值式..................................................................................................................... 204 
8.2.3  命题公式的逻辑蕴含式............................................................................................................. 207 
8.2.4  全功能联结词集合..................................................................................................................... 208 

8.3  范式 ..................................................................................................................................................... 208 
8.4  命题演算的推理理论 ......................................................................................................................... 213 



4 目    录 

8.5  习题 ..................................................................................................................................................... 216 
8.6  参考答案 ............................................................................................................................................. 221 

第9章   谓词逻辑...................................................................................................... 232 
9.1  谓词逻辑的基本概念及其符号化 ..................................................................................................... 232 
9.2  谓词公式及其真值 ............................................................................................................................. 234 
9.3  谓词公式的前束式 ............................................................................................................................. 240 
9.4  重言蕴含式与推理规则 ..................................................................................................................... 242 
9.5  习题 ..................................................................................................................................................... 246 
9.6  参考答案 ............................................................................................................................................. 250 

 
 
 

                         
 
                          



前    言 

古人云：书山有路勤为径，学海无涯苦作舟。作者从孩提时代开始到完成学士、硕士、

博士学业至今，都是在书山之中漫游，深深体会到学习的快乐与苦涩，深感教材的重要，

并常为能找到一本好教材而欣喜不已。面对当前的考研热潮，作者在自己多年教学和参加

离散数学命题、阅卷的基础上，收集了部分重点高校（北京大学、南京大学、复旦大学、

上海交通大学、东北大学、上海大学、西安交通大学、武汉大学、武汉水利电力大学、北

京航空航天大学、北京理工大学、大连理工大学、重庆大学、华中科技大学等）以及中科

院计算所、软件所等近几年的考研真题，掌握了大量的一手资料。作者对这些考研真题进

行了全面、系统的分析整理，编著成册。 
本书不能完全算一本教材，它要求读者已经学习过离散数学的基本内容，因为本书对

大部分基本的离散数学知识仅作了概括性描述，并较少地使用例题来加以解释说明，而只

是针对考研中经常出现的真题进行分析讲解。 
本书围绕考研大纲，有针对性地对学习过程中的重点、难点进行了解答，引导学生系

统、科学地理解离散数学的理论，掌握解题方式和方法。书中每章的开头都给出了该章的

核心考点，并用“★”号数量来表示考试频度。书中每章首先简要介绍了主要内容，列举

了一些重要概念和主要结论，并在近几年各科研院所的考研试题前加上“▲”号，同时给

出了详解或参考答案，使读者能够清晰地了解离散数学课程的主要内容和考试重点，快速

地把握解题的方法。按教学大纲，本书共分9章：第1章集合论，讨论了集合的定义、运算
及相关运算性质、幂集、笛卡尔积、基本计数原理等；第2章二元关系，讨论了关系的定义
及表示、关系的运算（复合与求逆）、关系的基本类型、关系的闭包、等价关系、相容关

系等；第3章函数，讨论了函数的定义、复合函数、反函数及集合的基数；第4章代数系统，
主要给出了代数系统的定义和性质、半群、群及子群、陪集等的定义和性质及其判定等；

第5章格，讨论了格的两种等价定义、几种特殊的格、布尔代数等；第6章图论，讨论了图
的基本定义、图的连通性及图的矩阵表示、最短路径、欧拉图和哈密尔顿图、平面图、图

的着色等；第7章树，讨论了树的几种等价定义、根树、最小生成树、最优二元树等；第8
章命题逻辑，讨论了命题及其符号化、命题公式及其真值、范式、重言式与自然推理；第9
章谓词逻辑，讨论了谓词逻辑命题的符号化、谓词公式及其真值、前束范式、重言蕴含式

与推理规则等。 
尽管本书是专为考研的读者编写的，但也适合作为计算机及相关专业本科生“离散数

学”课程的提高教材。 
付汉斌参与了本书部分章节的编写，赵迎媛女士承担了全书的文字录入，在此表示深

深的感谢。由于水平所限，尽管编者不遗余力，书中仍可能存在错误和不足之处，敬请读

者批评指正。读者若有问题或需要考研试题，请与作者联系，联系方式：

huxinqifox@163.com。 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



第１章   集 合 论 

 
 
 
 
 
 
 
 

1.1  集合及其表示 

1.1.1  集合的定义及常用记号 

集合是没有给出精确定义的基本的数学概念，通常用大写英文字母表示集合，如 A，B，
X 等。组成一个集合的不再细分的个体，称为元素，用小写英文字母表示元素，如a,b,c等。
若a是集合A中的元素（或成员、元），则称a属于集合A，记作 Aa∈ ；用 Xx∉ 表示元素x
不在集合X中。当 AaAaAa n ∈∈∈ ,,, 21 Λ 时，常简写为 Aaaa n ∈,,, 21 Λ 。 
集合由它的元素所决定，集合简称集。集合中的元素具有如下性质： 

· 确定性。对一个具体的集合来说，其元素是确定的，一个元素或者在此集合中，或
者不在此集合中，两者必居其一，这与模糊集合不同。不清晰的对象构成的集合不

在本书讨论范围之内。 
· 无重复性。集合中的元素彼此不同，没有重复的元素，这与后面图论中涉及的多重
集合不同，那里因为特殊的原因允许有重复的元素。例如， }2,1{}1,2,1{ = 。 
· 无序性。集合中的元素无顺序。例如， }1,3,2{}3,2,1{ = 。 
· 抽象性。集合中的元素是抽象的，甚至可以是集合。例如， { }}1{,,1 α=A 。 

经常用到的几个集合有： 

N 自然数集 
Z 整数集 
Q 有理数集 
R 实数集 
C 复数集 

 集合及其表示 1.1 

核心考点：幂集、补集、差集、对称差；集合的基本

运算和集合代数的基本公式；基本计数原理。 
考试频度：★ 
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不含任何元素的集合称为空集，用∅（或{}）表示。在所讨论的问题中，所涉及到的
全体对象构成的集合称为全集（也称为论域），通常用U（或E）表示。由于全集随着研讨
问题的不同而不同，因此全集是相对惟一的，而非绝对惟一。 
集合中元素的个数可以是有限的，也可以是无限的，前者所对应的集合称为有限集，

后者所对应的集合称为无限集。若A是有限集，用 || A 表示A中元素的数目，也称为集合的
基数，记为card(A)。无限集的基数在第3章讨论。显然有： 0|| =∅ 。 

1.1.2  集合的表示方法 

集合的表示方法一般有两种，即列举法和描述法。 
列举法是列出集合中的所有元素，其间用逗号相隔，放在花括号内，如 }3,2,1{=A ，

{ }春，夏，秋，冬,},{ baB = 。有限集都可用列举法表示。 
对于某些有规律的无限集，如其元素与自然数可建立一一对应关系的集合，也可使用

列举法表示，例如 },4,2,0,2,4,{ ΛΛ −−=C 。这种表示一定得让人能看出其元素间的规律。 
描述法是把集合中的元素应当满足的条件描述出来的方法。如： }|{ 2 NnnB ∈= ，

}11,|{ <<−∈= xRxxC 且 等。 
上面两种表示法中，列举法适用于元素不太多或元素的规律比较明显、简单的情况，

而描述法则刻画了集合中元素的共同特征。 
有时也提到表示集合的另一种方法：归纳定义的方法，如自然数集N 可定义为： 

（1） N∈0 ； 
（2）若 Nn ∈ ，则 Nn ∈+1 。 

实际上，第8章中的命题公式和第9章的谓词公式就是用归纳定义给出的。 
虽然此处给出了几种集合的表示方法，但这一说明并不是十分准确的，并且我们也并

不十分在意到底用的是何种表示方法，例如也可通过集合的运算 )( CBAX −= Υ 来表示集

合X，或通过其他方式来表示等。 

1.1.3  子集，集合的相等 

集合的包含与相等是集合间的两种基本关系，也是集合论中的两个基本概念。 

定义1.1  设有A,B 两集合，若B中的每个元素都是A中的元素，称B是A的子集，也称B
被A包含，或A包含B，记为 AB ⊆ 或 BA ⊇ 。若B是A的子集，且A中至少有一个元素不属于
B，则称B为A的真子集，记为 AB ⊂ 或 BA ⊃ ，称为B真包含于A。 

由定义可知： A⊆∅ ， AA ⊆ ，特别地，有 ∅⊆∅ 。 
据定义有： 

AxBxAB ∈∈∀⇔⊆ 有, 。                       (1.1) 
BxAxAxBxAB ∉∈∃∈∈∀⇔⊂ 00 ,;, 且有 。               (1.2) 

由此可得出： AB /⊆ ⇔ AxBx ∉∈∃ 00 , 。 
若两个集合A和B没有公共元素，称A和B是不相交的。 
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注意：要会区分⊆与∈。 BA∈ 表示集合A是集合B的一个元素； BA ⊆ 表示集
合A中的每个元素都是集合B中的元素。∈是一个最基本的概念，⊆由∈定义而

得。例如 

（1） }},{{/}{ baa ⊆ ，但 }},{{}{ baa ∈ 。 

（2） }}{,,{},{ ababa ⊆ ，但 }}{,,{},{ ababa ∉ 。 

由集合间的包含关系可以定义两集合的相等。 

定义1.2  若两集合A与B包含的元素相同，称A与B相等，记作 BA = 。也解释为：若A
是B的子集且B是A的子集，称A与B相等，即 

ABBABA ⊆⊆⇔= 且 。                        (1.3) 

这一定义很重要。以后要证明两个集合相等，只需证明两集合互为子集或互相包含即

可。这是证明集合相等的基本思路和依据。从这个定义可以推证，两集合相等当且仅当它

们有完全相同的元素。在第2章“二元关系”中，很多地方涉及到证明两关系相等，因为关
系实际上是一种特殊的集合，因此也可以用这种方法来证明。 
若A与B不相等，则 AB /⊆ 和 BA /⊆ 至少有一个发生。 

注意： }}{{}{ aa ≠ ，因为两个集合中元素不同，一个是a，另一个是 }{a 。 

称集合A的子集∅和A为A的平凡子集；任何集合是全集的子集。 
由定义易得：空集是惟一的。 

1.1.4  集合的幂集 

定义1.3  设A是一集合，A的所有子集构成的集合称为A的幂集，记为 )(AP （或
)(Aρ , A2 ）。即 }|{)( ABBAP ⊆= 。 

【例1.1】  （1） }{)( ∅=∅P ； 
（2） ( ) { }}{,}{ ∅∅=∅P ； 
（3） ( ) { }},{},{},{,},{ ∅∅∅=∅ aaaP ； 
（4）▲设 { }}{,, aaA ∅= ，则A的幂集 
           { }}}{,,{}},{,{}},{,{},,{}},{{},{},{,)( aaaaaaaaAP ∅∅∅∅∅= 。 

根据幂集的定义，因为 A⊆∅ ， AA ⊆ ，显然有以下事实： 

（1） )(AP∈∅ ；               
（2） )(APA∈ 。 

定理1.1  若A是有限集，则有 ||2|)(| AAP = 。 

证  设 nA =|| ，则A的子集只能含有0个、1个、⋯、n个元素。A的恰含 )0( nii ≤≤ 个元

素的子集个数为 i
nC ，即从n个不同的元素中取i个元素的不同组合数，所以A的所有子集数

为： nnn
nnn CCC 2)11(10 =+=+++ Λ ，从而 ||2|)(| AAP = 。 

M 

M 
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为便于在计算机中表示有限集，可对集合中的元素编定一种次序，在集合与二进制数

间建立对应关系：设全集 { }naaaU ,,, 21 Λ= ，则 

· 对于任意 US ⊆ ，使S与一个n位二进制数 nbbb Λ21 对应，其中 1=ib 当且仅当
Sa i ∈ ； 

· 对于一个n位二进制数 nbbb Λ21 ，使之对应一个集合 { }1== ii baS 。 

这样，含n个元素的集合的子集个数与n位二进制数的个数相同，这也说明了定理的正
确性。 

1.2  集合的运算及其性质 

1.2.1  集合的基本运算 

给定集合A和B，可以通过集合的并Υ，交 Ι ，相对补－，绝对补 ，对称差⊕等运算
产生新的集合，这也是表示集合的一种方法。 

定义1.4  任意两集合A与B的并是一个集合，它由所有至少属于A或B之一的元素所构
成，记为 BA Υ 。 

任意两集合A与B的交是一个集合，它由所有属于A且属于B的元素所构成，记为 BA Ι 。 
任意两集合A与B的差是一个集合，它由所有属于A但不属于B的元素所构成，记为A-B

（或A\B），也称为B相对A的补集。 
任意两集合A与B的对称差（也称为环和）是一个集合，它由所有属于A不属于B和属于

B不属于A的元素所构成。记为 BA⊕ （有教材记为 BA? ）。 

集合A的补集是一个集合，它由所有不属于A的元素所构成，记为 A（或~A、 cA 、A'
等），也称为A的绝对补集。 
对任意两集合A与B，若 ∅=BA Ι ，即A与B没有公共的元素，则称A与B不相交。 

由以上定义，有 

}|{ BxAxxBA ∈∈= 或Υ 。 

}|{ BxAxxBA ∈∈= 且Ι 。 
}|{ BxAxxBA ∉∈=− 且 。 
)()( ABBABA −−=⊕ Υ 。 

}|{ AxUxxA ∉∈= 且 。 

【例1.2▲】  设 { }}0{,0=A ，计算 }0{)( −AP ， AAP ⊕)( 。 

【解】  因 { }}}0{,0{}},0{{},0{,)( ∅=AP ，故 { }}}0{,0{}},0{{,}0{)( ∅=−AP 。 

因 { }}}0{,0{}},0{{,)( ∅=− AAP ， { }0)( =− APA ，故 
{ }}}0{,0{}},0{{,0,))(())(()( ∅=−−=⊕ APAAAPAAP Υ 。 

 集合的运算及其性质 1.2 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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1.2.2  文氏图 

集合之间的相互关系和运算可以用文氏图（John Venn）形象描述，它有助于我们理解
相关问题，有时对解题也很有帮助。它的优点是形象直观、易于理解，缺点是理论基础不

够严谨，因此只能用于说明，不能用于证明。 
在文氏图中，用矩形代表全集U，矩形内部的点表示全集中的全体元素，用（椭）圆
或其他闭曲线代表U的子集，其内部的点表示不同集合的元素，并将运算结果得到的集合
用阴影部分表示。 

1.2.3  运算的基本性质 

集合的运算具有下面一些基本性质。 

定理1.2  对于全集U的任意子集A，B，C，有表1-1所示的算律（这些算律在不同教材
中可能名称、性质等会有所不同）。 

表1-1 

幂等律 AAA =Υ  AAA =Ι  

结合律 )()( CBACBA ΙΙΙΙ =  )()( CBACBA ΥΥΥΥ =  

交换律 ABBA ΙΙ =  ABBA ΥΥ =  

分配律 )()()( CABACBA ΙΥΙΥΙ =  )()()( CABACBA ΥΙΥΙΥ =  

同一律 AA =∅Υ  AUA =Ι  

零律 UUA =Υ  ∅=∅ΙA  

双补律 UAA =Υ  ∅=AA Ι  

德摩根律 

(De Morgan) 

BABA ΙΥ =  
)()()( CABACBA −−=− ΙΥ  

BABA ΥΙ =  
)()()( CABACBA −−=− ΥΙ  

吸收律 ABAA =)( ΥΙ  ABAA =)( ΙΥ  

对合律 AA =  

除了上面的性质外，关于集合的差与对称差，还有下面一些性质。 

定理1.3  设A,B,C为任意集合，有 

（1） BABA Ι=− 。 
我们通常用此式将差运算转化为其他的集合运算。 

（2） )( BAABA Ι−=− 。 
（3） BAABA ΥΥ =− )( 。 
（4） CBACBA −=− )()( ΙΙ 。 

（5） ∅=− AAB Ι)( 。 
（6） )()()( CABACBA ΙΙΙ −=− 。 
（7） ABBA ⊕=⊕ 。 

（8） AA =∅⊕ ； ∅=⊕ AA ； AUA =⊕ ； UAA =⊕ 。 
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（9） )()( CBACBA ⊕⊕=⊕⊕ 。 
（10） )()()( CABACBA ΙΙΙ ⊕=⊕ 。 

下面给出（9），（10）的证明： 

证  对于（9）， ))(())(()( ACBCBACBA ΙΥΙ ⊕⊕=⊕⊕      

               )))()((())()(( ABCCBBCCBA ΙΙΥΙΥΙΥΙΙ=  

               )()()))()((( ABCACBBCCBA ΙΙΥΙΙΥΥΙΥΙ=  

               )()()))()((( ABCACBCBCBA ΙΙΥΙΙΥΙΥΙΙ=  

               )()()()( ABCACBCBACBA ΙΙΥΙΙΥΙΙΥΙΙ= 。 

这是一个关于A，B，C对称的式子，同样可以证明： 

CBA ⊕⊕ )( )()()()( ABCACBCBACBA ΙΙΥΙΙΥΙΙΥΙΙ= 。 

故结论得证。 
对于（10），可用集合相等的定义证明（请读者自己完成），也可利用性质（6）证明，
下面不直接使用（6），利用集合运算性质证明。 

( ) ( )BACACABACABA ΙΙΙΥΙΙΙΙΙ =⊕ )()(  

( ) ( ))()( BACACABA ΙΙΙΥΥΙΙ=  

( ) ( ) ( ) ( )BCAACACBAABA ΙΙΥΙΙΥΙΙΥΙΙ=  

( ) ( )BCACBA ΙΙΥΙΙ=  

( ))()( BCCBA ΙΥΙΙ=  

)( CBA ⊕= Ι 。 

故结论得证。 

说明：但 )()()( CABACBA ΥΥΥ ⊕=⊕ 不一定成立，如 },,{ cbaA = ， }{aB = ，
}{bC = ，则右边为空集，而左边为非空集。 

【例1.3▲】  试证明：如果 CABA ⊕=⊕ ，则 CB = 。 
此题可用定义证明，但比较烦琐，也可借助于对称差所满足的性质来证明。 

证法1：用集合相等的定义证明。对任意的 Bx ∈ ： 

（1）若 Ax ∈ ，则 BAx Ι∈ ，从而 CABAx ⊕=⊕∉ 。由 Ax ∈ 和 CAx ⊕∉ ，可得

CAx Ι∈ ，得 Cx ∈ ； 
（2）若 Ax ∉ ，则 ABx −∈ ，从而 CABAx ⊕=⊕∈ 。由 Ax ∉ 和 CAx ⊕∈ ，可得  

Cx ∈ 。 

即 CB ⊆ 。 
同理可证： BC ⊆ ，得证 CB = 。 

证法2：由于对称差满足结合律，由 CABA ⊕=⊕ ，有 )()( CAABAA ⊕⊕=⊕⊕ ，

F 
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即 CAABAA ⊕⊕=⊕⊕ )()( ，由性质（6），得 BC ⊕∅=⊕∅ ，故 CB = 。 

【例1.4】  A,B是两个集合，给出 BBA =⊕ 成立的充分必要条件，并证明你的结论。 

【解】  因 )()( ABBABA −−=⊕ Υ ，从而由 BBA =⊕ ，有 ∅=− BA 且 BAB =− 。

而 ∅=− BA 等价于 BA ⊆ ，从而有 ∅=A ，并且显然当 ∅=A 时有 BBA =⊕ ，故 ∅=A 为

BBA =⊕ 的充分必要条件。 

说明一个集合为另一集合的子集是我们经常遇到的问题。借助于已知的结论，可以证

明下面结论等价，我们有时可以直接使用这些结论： 

（1） BA ⊆ ；  （2） BBA =Υ ； （3） ABA =Ι ； （4） AB ⊆ ； 
（5） ∅=− BA ； （6） ∅=BA Ι ； （7） UBA =Υ 。 

1.2.4  广义并和广义交 

两个集合的并和交可以推广到n个集合的并和交： 

ni

n

i
AAAA ΥΛΥΥΥ 21

1
=

=
；  ni

n

i
AAAA ΙΛΙΙΙ 21

1
=

=
。 

上面定义中若 1=n ，规定 1
1

AAi

n

i
=

=
Υ ， 1

1
AAi

n

i
=

=
Ι 。 

并和交的运算还可推广到无穷集合的情形，设J为一非空指标集，有 

},|{ 00 AjxJjxA j
Jj

∈∈∃=
∈
Υ ；  },|{ jj

Jj
AxJjxA ∈∈∀=

∈
Ι 。 

上面的运算也满足德摩根律： 

（1） j
Jj

j
Jj

AA
∈∈

= ΙΥ ； 

（2） j
Jj

j
Jj

AA
∈∈

= ΥΙ 。 

定义1.5  若集合A的元素都是集合，则把A的所有元素的元素组成的集合称为A的广义
并，记作 AΥ ；把A的所有元素的公共元素组成的集合称为A的广义交，记作 AΙ 。 

取广义交时，要求 ∅≠A ，否则 UA =Ι 。 

【例1.5▲】  A是集合，A的元素也是集合，P(A)是A的幂集，定义 { }yxAyxA ∈∈∃= ,Υ 。 

（1）计算 { }},{},,,{},,,{ faedacbaΥ 。 
（2）证明： AAP =)(Υ 。 
（3）请问： AAP =)(Υ ？ 

【解】 
（1）依定义，有： 



 

 

离散数学考研指导 

8 

{ } },,,,,{},{},,{},,{},{,},,{,},,{ fedcbafaedacbafaedacba == ΥΥΥ  

（2）下面证明 AAP =)(Υ 。 
)(APX Υ∈∀ ， )(APY ∈∃ ， AYX ⊆∈ ，从而有 AX ∈ 。有 AAP ⊆)(Υ 。 

另一方面， AX ∈∀ ， )(}{ APX ∈ ，从而 )(APX Υ∈ 。有 AAP ⊇)(Υ 。 
综合可得 AAP =)(Υ 。证明成立。 
事实上， { }yxAyxA ∈∈∃= ,Υ 等价定义为 { }ABBA ∈= ΥΥ ，从而 

{ } { } AABBAPBBAP =⊆=∈= ΥΥΥ )()( 。 

（3） AAP =)(Υ 不一定成立。例如： { }}{},{ baA = ，则 

( ) { }},{},{},{,},{)( bababaPAP ∅==Υ 。 

两者不相等。 

下面给出广义并和广义交的性质。 
对集合的集合A和B，有 

（1）若 BA ⊆ ，则 )()( BA ΥΥ ⊆ 。 
（2）若 BA ⊆ ，则 )()( AB ΙΙ ⊆ ，其中A和B非空。 

（3） )()()( BABA ΥΥΥΥΥ = 。 

（4） )()()( BABA ΙΙΙΥΙ = ，其中A和B非空。 

1.2.5  幂集的运算性质 

定理1.4  对任意集合A，B，有 

（1）若 BA ⊆ ，则 )()( BPAP ⊆ ；反之，若 )()( BPAP ⊆ ，则 BA ⊆ 。 
（2）若 BA = ，则 )()( BPAP = ；反之，若 )()( BPAP = ，则 BA = 。 
（3） )()()( BAPBPAP ΥΥ ⊆ 。 
（4） )()()( BAPBPAP ΙΙ = 。 
（5） }{))()(()( ∅−⊆− ΥBPAPBAP 。 
（6） AAP =))((Υ 。 

证  下面给出部分证明，其他的请读者自证。 
对于（3）， )()( BPAPX Υ∈∀ ， )(APX ∈ 或 )(BPX ∈ ，有 AX ⊆ 或 BX ⊆ ，从而

BAX Υ⊆ ， )( BAPX Υ∈ 。得证 ( ) ( ) ( )P A P B P A B⊆ 。 
对于（4）， )()( BPAPX Ι∈∀ ， )(APX ∈ 且 )(BPX ∈ ，有 AX ⊆ 且 BX ⊆ ，从而

BAX Ι⊆ ， )( BAPX Ι∈ ，由于上述过程可逆，故 )()()( BAPBPAP ΙΙ = 。 
对于（5），对任意 )( BAPX −∈ ，若 ∅≠X ，则有 BAX −⊆ ，从而 AX ⊆ 且 BX ⊆ ，
有 )(APX ∈ 且 )(BPX ∉ ，即 )()( BPAPX −∈ ，得 

}{))()(()( ∅−⊆− ΥBPAPBAP 。 

说明：可举例说明 )()()( BAPBPAP ΥΥ ≠ 。例如， }1{=A ， }2{=B ，F 
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}2,1{=BA Υ ， }}2{},1{,{)()( ∅=BPAP Υ ，但 }}2,1{},2{},1{,{)( ∅=BAP Υ 。也可

从元素数目的角度说明两者不等。 

（3）式等号成立的条件为： BA ⊆ 或 AB ⊆ 。 
事实上，若存在有 BxAx ∉∈ , ，且存在有 AyBy ∉∈ , ，则 )(},{ BAPyx Υ∈ ，但

)()(},{ BPAPyx Υ∉ 。 

1.3  笛卡尔积 

称 >< ba, 为由元素a和b组成的有序对（或序偶），其中a为第一元素，b为第二元素，
a，b可以相同。有教材也将此有序对表示为 ),( ba 。 
有序对具有这样的性质： 

vyuxvuyx ==>⇔>=<< ,,, 。 

定义1.6  设A，B为两集合，取A中元素为第一元素，B中元素为第二元素，构成有序
对，所有这样的有序对组成的集合称为A与B的笛卡尔积（也称为直积或叉积），记作 BA× ，
即 },|,{ BbAabaBA ∈∈><=× 。 

据上面定义可知：若A或B中有一个空集，则 ∅=× BA 。且一般来说， ABBA ×≠× 。 
推广上面概念，可以用n元组定义n阶笛卡尔积。 
若 1>n 为自然数，而 nAAA ,,, 21 Λ 是n个集合，它们的n阶笛卡尔积记作 nAAA ××× Λ21 ，

并定义为 { }niAxxxxAAA iinn ,,2,1,,,, 2121 ΛΛΛ =∈><=××× 。 

注意：根据定义，一般情况下，有 )()( CBACBA ××≠×× 。 

下面给出笛卡尔积的几条性质。 

定理1.5  对任意集合A,B,C，有 

（1） )()()( CABACBA ××=× ΥΥ 。 
（2） )()()( CABACBA ××=× ΙΙ 。 
（3） )()()( ACABACB ××=× ΥΥ 。 
（4） )()()( ACABACB ××=× ΙΙ 。 
（5） )()()( CABACBA ×−×=−× 。 
（6） )()()( ACABACB ×−×=×− 。 
（7）若 ∅≠C ，则 BCACCBCABA ×⊆×⇔×⊆×⇔⊆ 。 
（8）若A,B,C,D非空，则 DCBA ×⊆× 的充要条件是 CA ⊆ 且 DB ⊆ 。 

注意：上面结论（7）在条件 ∅≠C 不满足时，结论不一定成立。 

关于有限集合的基数，有下面一些结论（假定下面出现的集合均为有限集合）： 

 笛卡尔积 1.3 

M 

M 
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（1） |||||||| 2121 nn AAAAAA ×××=×× ΛΛ 。 
（2） |||||| BABA +≤Υ 。 
（3） |}||,min{||| BABA ≤Ι 。 
（4） |||||| BABA −≥− 。 
（5） ||2|||||| BABABA Ι−+=⊕ 。 

1.4  集合的覆盖与划分 

定义1.7  设A是非空集，称II是集合A的划分（也称为分划），若II是A的非空子集的
集合，即II= },|{ ∅≠⊆ ααα AAAA ，则满足：  

（1） βαβα ≠∅= ,AA Ι 。 
（2） AA =α

α
Υ 。 

定义1.8  非空集A的一个覆盖C是A的非空子集的集合，即 },|{ ∅≠⊆= ααα AAAAC ，

满足 AA =α
α
Υ 。 

若 },|{ ∅≠⊆= ααα AAAAC 是集合A的一个覆盖，且C中任意元素不是其他元素的子
集，则称C是A的完全覆盖。 
集合的覆盖与划分的区别在于前者不要求各个子集两两之交为空。 

1.5  基本计数原理 

1.5.1  鸽巢原理（抽屉原理） 

定理1.6  把 1+n 个物体放入n个盒子里，则至少有一个盒子里有两个或两个以上的物

体。 

【例1.6▲】  从1到 n2 的正整数中任取 1+n 个数，则这 1+n 个数中至少有一对数，其

中一个数是另一个数的倍数。 

证  把1到2n共2n个正整数放入n个盒子，其中每个盒子放 )2,( ii ，现从2n个数中取 1+n

个数，相当于从n个盒子中取 1+n 个数。由鸽巢原理知，必有两个数出自同一盒，故这 1+n
个数中至少有一对数，其中一个数是另一个数的倍数。 

【例1.7】  设n和 21 ,aa ，…， 1+na 都是正整数，则总可以找到一对数 ia 和 ja （其中：
11 +≤<≤ nji ），使得它们的差能够被n整除。 

证  对 1aa i − 取被n除后的余数， 1,,3,2 += ni Λ ，则有余数n个。若n个数互不相同，
则其中必有一个数为0，不妨设为 10

aa i − ，则 10
aa i − 能够被n整除。否则，由鸽巢原理，必

有两个数相同，不妨设 1aa i − 与 1aa j − 的余数相同，则 ji aa − 能被n整除。 

 集合的覆盖与划分 1.4 

 基本计数原理 1.5 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


