
第一章　　集　　合 论

年代，当时德国数学家

得到了关于

提出了 集理论。

集合的概念与运算

二元关系

关系的性质及闭包运算

序关系

等价关系

映射

集合的基数

模糊集

集合论是现代数学的基础，集合的有关概念是现代科学技术

的基础概念之一。

世纪，当时主要对各种数集进行研集合的起源可以追溯到

世纪究。但集合论的迅速发展是在

康托尔（

世纪

）在对无穷集合的研究中，提出了关于对等、

等势、基数、序数、超穷数和良序集等概念，并获得了一系列重

要成果，奠定了集合论的基础。而后，随着集合论的发展，在本

世纪初，由著名哲学家、数学家罗素提出的罗素悖论，动摇了集

合论的基础，引起一场数学基础的危机。这场危机激发了数学家、

哲学家为克服集合概念的缺陷而努力工作的热情，先后建立了各

种公理化集合论的体系。 年代，

世纪

连续统与选择公理的独立性成果。同时，美国数学和控制论专家

年代，波兰数学家

发表了 集合论。这两种集合的理论区别于以往经



集合的概念与运算

物作为一个整体来研究，这个整体称为集合（ ，其中的事物

称为集合的元素 。常用英文大写字母 等表示集

合，以英文小写字母 等表示集合的元素。 表示 是

的元素， 表示 的元素。不是

【定义

数为零的集合称为空集（

表

的元素组成。

典集合论，被称为非经典集合论。它们的广泛应用及迅速发展，

以及在理论与实践中所获得的丰硕成果，受到学术界及科技工作

者的高度重视。

随着现代科学技术的发展，集合论的概念和理论发展得十分

迅速，应用日趋广泛。以计算机为例，各种数字、符号、图像、

语言、数据、信息等都可以作为集合的元素进行研究。可以肯定

地说，集合论的原理与方法已经成为数学工作者、计算机工作者

和科技工作者，甚至社会科学工作者的不可缺少的一种数学技术。

集合论分经典集合论与非经典集合论，经典集合论又分为朴

素集合论与公理集合论，这里主要介绍朴素集合论。

一、集合的概念

在研究问题时，通常把具有某种性质且彼此不同的确定的事

】一个集合若由有限个元素组成，称为有限

集（ ，否则称为无限集（ 。特别，对元素个

，记 为 。

由元素

常见的集合表示法分为枚举法和特性描述法。枚举法是将集

合的元素一一列出。如集合 组成，可记为

刻画集合。如 。一般集合可用

。特性描述法是用集合的元素所具有的共同性质来

是正偶数

示，其中 由满足性质表示某性质，集合

关于集合概念的说明：



与

含有

【定义

（

。

【例

【解】

我们以

表示

，使

表示

。

，二者必居且

，不能定

。

，则

，即

元素相同，称

，即

中选出

、整

、复数集

。。约 定，它们有关系

数 集（ 、有理数集（ 、实数集（

分别表示自然数集

】 ，求 ）。

＋

个元素构成子集，全部子集数为

个元素，则 有 个子集。事实上，从

的所有子集组成的集，有时也记为

，称做 的幂集（

做 相等。

且 ，即 与

，且存在

是 的真子集（

是表示 的子集（ ，即 若

】集合间的关系有如下定义：

二、集合之间的关系

集合中的元素无次序之分。如集合

，不能写成集合的元素彼此不同。如集合

义集合。

集合的确定不应引起逻辑矛盾。如

仅居其一。

（ 集合的元素是确定的，即 或

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



【定义

又称布尔和，

三、集合的运算

则

的交集 ，记为

根据讨论问题的需要，常设一个充分大的集合为全集

，也称为基本集，所讨论的集合均为这个集合的子

集。

（

相等与包含关系具有以下性质：

空集是任一集合的子集。

任一集合是全集的子集。

）包含关系有：

（自反性）

则 （反对称性）

（传递性）

集合 有并、交、差、补、对称差等运算。

的并集（与 ，记 为 ，即

或

与

【定义

【定义

② 若

③ 若

，

，即记为

与】 的对称差（

，即记为

的补集（为基本集，【定义

且

，即为

，记与 的差集（【定义



的代数系统，有性质：

（封闭性）

（交换律）

（结合律）

（单位元存在性）

（互补律）

（吸收律）

（分配律）

（幂等律）

（两极律）

（对合律）

（笛摩根律）

的前式，其他由读者完成。我们仅证明

其中

） 和（如果 ）有下面更一般的形式：

（

（ （）

（

）

，为基本集， 为集合

四、集合的运算性质

集合的运算可以用文氏图表示，简洁而意义清楚，请读者自

绘。



记为 。两个

。其中，称

个有序元素

相等，当且仅当对应元素相等。

为序偶的第一元素，

组成一

为第

，二元序组（

现实生活中存在有序成对出现的事物，据此数学上抽象出序

偶的概念。

是两集合，【定义

称为序偶

二元素。

【定义 元序组，

与元序组

由式（

由以上性质知，在任何集合运算的公式中，将

公式仍然成立。这就是集合论的对偶原则。

互换，

证 毕

与

】 ，求【例

的笛卡尔积为】 集 合【定义

因此有

，即，于是即任取

，即 ，因此

【 证 明 】 任 取 ，即 ，有

证得等式成立。

五、序偶与笛卡尔积



二 元 关 系

一、二元关系及其表示

其中

的笛卡尔积】 集 合【定义

为

当 时，记

个

计算机内的字是由固定的【 例 】

没有关系

【解】 ，

一般 。

个有序二

进位组成它的全体可以表示成 元序组

关系理论最早出现在 年的著作中，它与集合

论、组合数学、图论和数理逻辑等有着密切的联系。后来发现，

关系理论与拓扑学甚至线性代数也有多方面的联系。关系的概念

不仅在数学领域有重要作用，而且广泛应用于计算机科学技术中。

如数据库的数据特性关系和计算机语言的字符关系等。它是数据

结构、情报检索、算法分析、计算机理论等计算机科学不可缺少

的数学工具。

，称【定义 为集合 到集合 的一个

相等，称和 为 上的二元关系。

，读作“

二元关系（

若 。若有关系对

，读作“记为

，若

，记为

对

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



令

令

由定义知二元关系

【定义

为空关系，

称为恒等关系。

【 例 实数

上可找到满足关系的点集，它是以 为界的右

之间的关系

到 的有向边表

示。当 是

若 ，用从

在平面

半平面。

关系的表示法：

集合表示法

关系是特殊的集合，用集合表示关系，如例

关系图表示法

当 到

，用从将

为有限集时，用有向图表示

中的元素作为节点，若

上的关系时，

到

中每个元素分别用一个节点表示，

带箭头的圆圈表示。这种图称为关系图

是

，称为

，称为

，称为

对任何集合

的值域（

的域。

的子集，

，空集

关系，

。

所示。的关系图如图

，用（可调用一种调用关系 设，若 表示

】 设【例 是六个程序，它们之间有

（

上的“ ”关系可定义为

称为全（

是 的子集，称

中的元素是有序对。

，记为

，记 为的定义域（令



的关系矩阵（

到是从

应于

其中

， ，

适用于关系。设 到 的关系，则都是集合

由于关系是特殊的集合，有关集合的并、交、差、补运算也

关系的并、交、差、补运算

二、关系的运算

用有向图表示关系比较直观，但复杂的图不便于表示，关系

矩阵便于用计算机处理分析。

【例 例 中关系 的关系矩阵

，

当（

当（

（ 图

的一个二元关系，则对

是两个有限集。

定义 】 设

关系的矩阵表示法



，使（

，由此得从

，且

的复合元关系，

复合关系是 到 的关系。

】 设例

从

是从到

的关系

列矩阵，关

列矩阵，关系行为

的全集，因此是相对于由于

复合运算

到【定义

表示

是

和

到 的关系

（ 图

这个复合关系的关系图容易作出。将

组成

两个关系的复合可以用矩

阵的运算来表示，这里举例说

明 。

设

的关系，是从

的关系，关系到

行为

的关系矩阵

矩阵

系

矩阵。为

的关系矩阵

图

通过与 有边相连

，即到 的关系

从 到 的关系

，这个

，即

是的二元关系， 到 的二

且

【



，有

。因此，

，进而（

，进 而

，由定义

，称 为

【例

这里的矩阵乘法为布尔乘法。

到设

复合关系是由复合运算所得，它满足结合律。

分别为

的关系，则有

，

，故必有

【证明】 设

因为（

，故有

类似可证

，则 的为 上的关系，】 设【定义

定义为 。

中的例

到 到【定理

关系的逆运算逆关系

的关系，则有 到是从 到【定义

的逆关系（ 。

。

。

的关

次幂

由于复合运算满足结合律，因此可以将复合运算中的括号省

略，运算仍有意义。即

。 证 毕

，有

则

系

。
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，使

到

（证明由读者完成）

元集合，为】 设【定理

，使 得在自然数 和

上关系，为【证明】

【定理

的关系矩阵

逆关系也可以用关系图与关系矩阵表示，

中的有向边的方向改变所得。

置。

】 设

容易得到下面定理：

【定理

我们有：

分别是从

） 。

的不同子集仅有，于是元素个数为

时，必存在

为 上的关系，

设

，有

，有

，

。

。

。

）对 ，有归纳。若 ，假设

证明】（

令 ，则

，其中

（

使得 ，则：

【定理 为 上的关系，若存在自然数

用归纳法不难证明。

，则：

。 证 毕

个。 的各次幂为

。又

是 上的关系，则存

到 的关系，

是 的转

图的图是将

【



归纳命题得证。

则

【例

已知（

和

任取

应用定理

）已知

解】（

因此

因此

） ，则

的指数。，化 简】 设

可以将关系的幂化简。

此 。 证 毕

，因，而

。于是，其 中，有自然数

，则存在；若，显然有，若

其中

【



关系的性质及闭包运算

一、关系的性质

上的关系。

，若（ 为自反的，则 称

，若（ ，则称 为反自反的

，若（ ，有（ ，则 称 是对

称 的（

且

”是自反的，不是反自反的，

关系的性质主要有五种：自反性、反自反性、对称性、反对

称性和传递性。

为【定义

，若（ ，有（ ，则 称

是反对称的

，有 ，，若 且

则称 是传递的

【例

上的关系“整数集

是反对称的，是传递的。

整数集上的“相等”关系是自反的、对称的、传递的。

“父子”关系是反自反、反对称、反传递的。

上的“＜”关系是反自反、反对称，然而是整数集

传递的。

是自反的，当且仅当

将关系用关系图与矩阵表示，则上述性质容易判断。

关系 的主对角线上的元素全

为

的主对角线上元素全为

，或关系图中每个节点都有一自闭合的有向圈，或

是反自反的，当且仅当

或关系图中每个节点均无自闭的有向圈，或



用

包，

是对称的，当且仅当

有边， 到 有边，则

同两点若有有向边，必有两条方向相反的有向边。

是反对称的，当且仅当

元素不会同时都为

相反的有向边，或

是传递的，当且仅当

到 有边，或

上的一个关系，则是集合 的自反【定义 】 设

用 表示

【例

【例

以上性质证明略。

二、关系的闭包运算

关系的闭包运算是一种对关系扩充一些的二元序组，使它具

是一个满足下列条件的关系

是自反的（对称的、传递的 。

）
。

（

设 是自反的（对称的、传递的），且 ，则

。

的对称闭包，的自反闭包，用 表示

表示

是具有相应性质的包含

的传递闭包。由定义知，自反（对称，传递）闭

的最小关系集合。

】 整 数 集 上的“＜”关系的自反闭包是“

”关系；它的传递闭包是它本身。

】 设 ，求

。

。

，虽然它仍是自反的，，得 到中再加上如果在

【解

的自反闭包

关系；它的对称闭包是“

（对称、传递）闭包

有某种特殊性质的运算。

到的关系图中如果顶点

，或关系图中不同两点间不存在成对的方向

中关于主对角线对称的两

是对称矩阵，或关系图中不



是

时，必有

【定理

【证明

。 证 毕

上的关系，则

。因此得

但却不是最小的，因而不是它的自反闭包。

给定一个关系，是否总存在相应的关系闭包？为此有下面的

定理。

是集合 上的关系，则 ，【定理

其中

，显 然 是自反的，且

是一个

【证明】令

设 上的具有自反性质的关系，且 ，只需证

，因为 ，当 时，有

是自反的，必有

。任取（

，因为 ；当 时，

，因为有 ，必 有

】 设

由自反闭包的定义知，

【定理 是集合

的逆。是

，显然， 是对称的。，且

上的对称关系，且

【证明】令

设 ，只需证 。任取

时，必有（，当（ ；当

，因为 是对称的，所以

。 由 对 称 闭 包 的 定 义 知

。由此

总 之 有

。

。用数学归纳法。，有首先证明对任意

证明

上的关系，则是集合设

。 证 毕



由传递闭包的定义知

。因为

是传递的，令

，有

，因为

，由归纳假设

，由

。

由于对每个 均有

证明 。

传递的。由传递闭包的定义知，

结论成立。

有

是有限集时，有以下结果。

设集合

。

，这样必有

是

是其中的任意两

，

，令

， 有

，故有

，

。

至故个元素，有。由于

，且对，其 中中存在序列

，此时时，设（；当时，显然有

时，有 事实上当【证明】首先证明，当

则

上的关系，是【定理 个元素，

当

由（ 证毕

，由此

元素，必存在

首先证

，于是有

由此得

的传递性，

，至少存在一个

。假 设
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