
教育科学“十五”国家规划课题研究成果

离 散 数 学
杜忠复  陈兆均  主  编

高等教育出版社



内容提要

  本书是教育科学“十五”国家规划课题“21 世纪中国高等学校应用型人才培养体系的

创新与实践”数学类子课题项目成果之一。

  全书内容包括 : 集合论、关系、代数系统、图论和数理逻辑。本书避免先从数理逻辑

开始 , 用逻辑联结词来处理各段内容 , 并简介了图论的实际应用问题 , 使学生易于接受。

叙述上力求简单、直观易懂 , 选择大量且较为典型的例题、习题 , 以便于学生理解、消化。

  本书可作为应用型院校计算机专业及相关专业的学生使用 , 也可供科技人员参考。

 图书在版编目 (CIP)

 离散数学/ 杜忠复 , 陈兆均主编 . —北京 : 高等教育

出版社 , 2004.4

 ISBN 7 - 04 - 014000 - 4

 Ⅰ. 离 ...  Ⅱ.①杜 ...②陈 ...  Ⅲ. 离散数学 -

高等学校 - 教材  Ⅳ. O158

 中国版本图书馆 CIP数据核字

策划编辑  马  丽   责任编辑  丁鹤龄   封面设计  王凌波   责任绘图  朱  静

版式设计  王艳红   责任校对  俞声佳   责任印制   

出版发行  高等教育出版社          _购书热线  010 - 64054588

社   址  北京市西城区德外大街 4 号 免费咨询  800 - 810 - 0598

邮政编码  100011

总   机  010 - 82028899

网   址

 
 

http : / / www.hep.edu.cn

http : / / www.hep.com.cn

经   销  新华书店北京发行所

印   刷

开   本  787×960  1/ 16 版   次    年  月第 1 版

印   张  13.25 印   次    年  月  第  次印刷

字   数  240 000  定   价  15.70 元  

本书如有缺页、倒页、脱页等质量问题 , 请到所购图书销售部门联系调换。

版权所有  侵权必究



总   序

  为了更好地适应当前我国高等教育跨越式发展需要 , 满足我国高校从精英

教育向大众化教育的重大转移阶段中社会对高校应用型人才培养的各类要求 ,

探索和建立我国高等学校应用型人才培养体系 , 全国高等学校教学研究中心

世纪中国高等教育人才培养体系的创新与实践”研究工作的基础上 , 组织全国

100 余所以培养应用型人才为主的高等院校 , 进行其子项目课题———“21 世纪

中国高等学校应用型人才培养体系的创新与实践”的研究与探索 , 在高等院校

应用型人才培养的教学内容、课程体系研究等方面取得了标志性成果 , 并在高

等教育出版社的支持和配合下 , 推出了一批适应应用型人才培养需要的立体化

教材 , 冠以“教育科学‘十五’国家规划课题研究成果”。

  2002 年 11 月 , 教研中心在南京工程学院组织召开了“21 世纪中国高等学

校应用型人才培养体系的创新与实践”课题立项研讨会。会议确定由教研中心

组织国家级课题立项 , 为参加立项研究的高等院校搭建高起点的研究平台 , 整

体设计立项研究计划 , 明确目标。课题立项采用整体规划、分步实施、滚动立

项的方式 , 分期分批启动立项研究计划。为了确保课题立项目标的实现 , 组建

了“21 世纪中国高等学校应用型人才培养体系的创新与实践”课题领导小组

课题立项申报 , 有 63 所高校申报了近 450 项课题。2003 年 1 月 , 在黑龙江工

程学院进行了项目评审 , 经过课题领导小组严格的把关 , 确定了首批 9 项子课

题的牵头学校、主持学校和参加学校。2003 年 3 月至 4 月 , 各子课题相继召

开了工作会议 , 交流了各校教学改革的情况和面临的具体问题 , 确定了项目分

工 , 并全面开始研究工作。计划先集中力量 , 用两年时间形成一批有关人才培

养模式、培养目标、教学内容和课程体系等理论研究成果报告和在研究报告基

础上同步组织建设的反映应用型人才培养特色的立体化系列教材。

  与过去立项研究不同的是 ,“21 世纪中国高等学校应用型人才培养体系的

创新与实践”课题研究在审视、选择、消化与吸收多年来已有应用型人才培养

探索与实践成果基础上 , 紧密结合经济全球化时代高校应用型人才培养工作的

实际需要 , 努力实践 , 大胆创新 , 采取边研究、边探索、边实践的方式 , 推进

高校应用型人才培养工作 , 突出重点目标 , 并不断取得标志性的阶段成果。

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



  教材建设作为保证和提高教学质量的重要支柱和基础 , 作为体现教学内容

和教学方法的知识载体 , 在当前培养应用型人才中的作用是显而易见的。探

索、建设适应新世纪我国高校应用型人才培养体系需要的教材体系已成为当前

我国高校教学改革和教材建设工作面临的十分重要的任务。因此 , 在课题研究

过程中 , 各课题组充分吸收已有的优秀教学改革成果 , 并和教学实际结合起

来 , 认真讨论和研究教学内容和课程体系的改革 , 组织一批学术水平较高、教

学经验较丰富、实践能力较强的教师 , 编写出一批以公共基础课和专业、技术

基础课为主的有特色、适用性强的教材及相应的教学辅导书、电子教案 , 以满

足高等学校应用型人才培养的需要。

  我们相信 , 随着我国高等教育的发展和高校教学改革的不断深入 , 特别是

随着教育部“高等学校教学质量和教学改革工程”的启动和实施 , 具有示范性

和适应应用型人才培养的精品课程教材必将进一步促进我国高校教学质量的提

高。

全国高等学校教学研究中心

2003 年 4 月
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前   言

  离散数学是描绘一些离散量与量之间的相互逻辑结构及关系的学科。它的

思想方法及内容已渗透到计算机科学的各个领域中。因此它成为计算机及相关

专业的一门重要专业基础课。

  本书是针对大学本科应用型人才培养目标及要求 , 适用于应用型本科计算

机及相关专业的教材。在编写过程中 , 考虑到这一层次学生的特点及其培养要

求 , 我们在内容上本着必需够用、突出思想方法的原则 , 选取了离散数学的主

要内容 : 集合论、关系、代数系统、图论和数理逻辑五个部分。在教学实践中

我们体会到 : 结构上 , 先从集合论入手 , 后介绍数理逻辑。这样做比先介绍数

理逻辑 , 而只通过逻辑联结词 , 贯穿全书这种体系更便于学生学习。文字处理

上力求简洁、通俗、直观易懂。为使学生能很好的消化理解书中内容 , 书中列

举了大量的较为典型、易于接受、说明问题的例题 , 配备了相当数量的习题 ,

也列举了部分实际应用问题。

  本书由杜忠复、陈兆均主编 , 其中杜忠复编写第一～第四章 , 陈兆均编写

第五章。全书最后由杜忠复统一定稿。全国高等教育研究会数学学科专业委员

会副主任委员、吉林大学数学科学院博士生导师李辉来教授 , 详细的审阅了本

书 , 提出了一些中肯的意见 , 作者向他表示衷心的感谢。

  高等教育出版社数学策划编辑李艳馥同志 , 多年来在工作中从各方面给予

作者大力的支持和帮助 ; 我校的冯莹女士、赵宏伟老师在本书的编排工作中 ,

也做了许多的工作。作者在这里也一并向她们表示真诚的谢意。

  本书是作者在多年从事离散数学教学、总结教学经验的基础上编写而成 ,

由于学识有限 , 不妥之处必定难免 , 敬请同行指正。

作者

2003 年 10 月于北华大学
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  第一章  集 合 论  

  集合论简称集论 . 这一数学分支是在 19 世纪初开始发展起来的 . 德国数

学家康托尔

透到所有的数学分支 , 并且改变了它们的面貌 , 因而各数学分支的完整体系 ,

都是在所取集合上 , 设定其元素及子集的性质和运算的公理而构成 . 所以 , 不

熟悉集合论的原理就不可能对近代数学获得正确的理解 . 本章就是先对集合论

做一下简单介绍 .  

第一节  集合的概念

  一、集合的概念

  数学中的概念有两种定义形式 . 其中 , 一种概念可以用严格的数学逻辑形

式来定义 , 叫做可定义概念 . 另一种则不能用严格形式来定义 , 而只能用语言

对它进行大致的描述 , 叫做不可定义概念 . 集合便属于后一种概念 . 虽然我们

不能给集合以确切的定义 , 但是一提到一个集合 , 我们便都清楚所指的是什

么 ; 这是因为所提集合中的事物都具有某种共同的性质 . 为此我们有 :

  定义 1  把具有某种共同属性的事物的全体称为一个集合 .

  通常用大写字母 A、 B、 C、⋯、 M 等表示集合 . 集合中的每一事物叫做

集合的元素 . 常用小写字母 a、 b、 c等表示集合中的元素 .

  以上只是对集合进行了一些描述 , 在研究具体问题时 , 还需把它具体表示

出来 . 集合的常用表示法有三种 :

  i)

  例 1  小于 5 的所有自然数集合 .

A = {0 , 1 , 2 , 3 , 4}

  全体正奇数集合 .

B = {1 , 3 , 5 , 7 , 9 ,⋯ }



  ii ) x 具有某种性质 P x )

叙述之 , 或可表成 x | x 具有性质 P( x ) } x | P( x) }

  例 2  ①全体有理数的集合 .

A = { x | x 是有理数 }

  ② 方程 x
2

- 1 = 0 的解的集合 .

B = { x | x 是 x
2

- 1 = 0 的解}

  iii )

  注意

  1. 所谓给出一个集合 , 就是规定了这个集合是由哪些元素组成的 . 并且 ,

对于任意一个元素都能判定它是否是这个集合的元素 , 是这个集合的元素 , 或

者不是这个集合的元素 , 二者必居其一 .

  2. 集合里若干个相同的元素 , 只能算作一个 , 也只用一个符号表示出来 .

比如 , M = {1 , 1 , 1 , 2} 1 在集合 M 中虽出现三次 , 但元素 1 只能算作集

合 M的一个元素 , 通常写成 M = {1 , 2}

  3. 集合里不考虑元素的顺序 . 如 a , b, c} b, c, a} a , c, b}

同 , 但从元素看来都认为是同一个集合 .

  一个元素 a, 或者是集合 A 的元素 , 或者不是集合 A 的元素 , 二者必居

其一 . 元素与集合的这种关系叫做从属关系 .

  若 a是集合 A 中的元素 , 就说 a 属于 A , 记为 a∈ A . “∈”读作“属

于”. 若 a 不是集合 A 的元素 , 就说 a 不属于 A , 记为 a∈  A 或 aú A .“∈  ”

或“ú ”读作“不属于”.

  例 3  A = { x | x 是自然数}

3∈ A , 10∈ A , 0∈ A , 而 - 5∈  A .

  二、集合间的关系

  一个集合 , 如果它能包括我们所考虑的对象之内的全体元素 . 则称此集合

为全集合 , 简称全集 , 记为 E X )

  例 4  在有理数集合内 , 讨论它的一些元素所成的集合 . 像自然数集合 ,

整数集合 , 奇数集合 , 方程 x
2

- 1 = 0 的解集等等 , 都是一些有理数组成的集

合 . 而全体有理数构成的集合 , 包含了我们所考虑对象的全体元素 , 故在这里

全体有理数集合便是一个全集合 .

  与全集相对应的 , 不包含任何元素的集合 , 则称为空集 , 记作�或{  }

  例 5  方程 x
2

+ 1 = 0 的实数解的集合便是空集 .

  定义 2  如果集合 A 与 B 之元素相同 , 则称这两个集合是相等的 . 记为

A = B , 否则称这两个集合为不相等 , 记为 A≠ B .

2 第一章  集  合  论



  定义 3  设有集合 A、 B , 如果对于任一 a∈ A , 都有 a∈ B , 则称集合

A 是集合 B 的子集合 , 或者说 B 包含 A . 记为 B� A 或 A� B , “�”读作

“包含”,“�”读作“包含于”. 若 B� A 且有 b∈ B但 b∈  A , 则称 A 是 B 的

真子集 , 或者说 B 真包含 A , 记为 B� A 或 A� B , “�”读作“真包含”,

“�”读作“真包含于”.

  A 不被 B包含或 B不包含 A , 记作 Aň B 或 Bǹ A .

  例 6  ① 设 A = { a , b, b, c} B = { a , b , c} A = B .

  ② 设 A = {1 , 2 , 3 ,⋯ ,100 } N = {0, 1, 2, 3,⋯ } A�N且有 A�N .

  ③ 设 A = { x | x≥5} B = { x | x≥0} A� B 且有 A� B .

  关于集合的一些属性 , 直观上可用图示法 , 即所谓的文氏 Venn )

述 . 用矩形表示全集合 , 用圆表示集合 . 子集合的概念 , 可用图 1 - 1 直观表

示出来 .

图 1 - 1  

  关于集合还有 :

  定理 1  任意集合 A , 必有�� A .

  证  假设 A 不包含� , 则至少存在一个元素 x , x∈� ; 但�中无有元

素 , 故 x∈  � , 与假设矛盾 . 这个矛盾说明必有�� A . 证毕 .

  定理 2  对任意集合 A , 都有 E� A .

  定理 3  对任意集合 A , 必有�� A� E .

  定理 4  设有集合 A、 B, 则 A = B 充要条件是 A� B 且 B� A .

  证  充分性  设 A� B且 B� A . 假设 A≠ B , 由定义 2 至少有一元素属

于其中之一 , 而不属于另一集合 . 令其为 x , 且令 x∈ A , 而 x∈  B; 但由于

A� B , 故当 x∈ A 时必有 x∈ B , 与 x∈  B 矛盾 ; 同理对于 x∈ B 且 x∈  A 亦

可产生矛盾 . 这表明必有 A = B .

  必要性  设 A = B且假设 A� B, B� A 至少有一个不成立 ; 不妨设 B�

A 不成立 , 则必至少存在一个 x∈ A 且 x∈  B这与 A = B 是矛盾的 . 故 A� B

且 B� A 成立 . 证毕 .

3第一节  集合的概念



练习题 1 - 1

  1. 下列所述是否能组成集合 ?为什么 ?

  

  

  

  

  

  

  

  2. 令 S = {2 , a , {3} , b} M = {{ a} , 3 , { b} ,1 }

  ( 1) a}∈ S , 2) 3∈  S , 3 ) a}∈ M , 4 ) 3∈ M , 5) b∈ M .

  3. 举出两个集合 :

  ( 1) 一个集合是另一个集合的子集合 ;

  ( 2) 一个集合是另一个集合的真子集合 ;

  ( 3) 两个集合相等 .

  4. 集合 A、 B、 C有 A� B且 B� C, 证明 :

A� C,

并举例说明 .

  5. 试问 : 集合 A与集合 B在什么条件下有 B� A 和 B� A , 同时成立 ?

  6.
*
证明 : 空集是惟一的 .

第二节  集合的运算

  一、集合的基本运算

  定义 1  由集合 A、 B之所有元素合并组成之集合 , 叫做集合 A 与 B 的

并集 , 记作 A∪ B . 即

A∪ B = { x | x∈ A 或 x∈ B}

  例 1  若 �A = { a , b, c, d} B = { c, d , e, f }

A∪ B = { a , b, c, d , e, f } .

  例 2  A = { x | x 是有理数} B = { x | x 是无理数} A∪ B = { x | x 是

实数}

  注意  两个集合的公共元素在并集中只能出现一次 .

  定义 2  由集合 A、 B 所有的公共元素所组成的集合 , 叫做集合 A 与 B

的交集 , 记作 A∩ B . 即
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A∩ B = { x | x∈ A 且 x∈ B}

  例 3  若 A = {1 ,2 ,3 ,4 } B = {2 , 4 , 6 , 8} A∩ B = {2 , 4}

  例 4  若 A = { x | x≥3 } B = { x | x≤7 } A∩ B = { x | 3≤ x≤7}

  定义 3  集合 A、 B若满足 A∩ B =� , 则称 A , B 是分离的 .

  例 5  A = {1 , 2 , 3} B = { a , b , c} A∩ B =� , 即 A 与 B 是分离的 .

  定义 4  由集合 A、 B中所有属于 A , 而不属于 B 的元素所组成之集合 ,

叫做 A 与 B的差集合 , 记作 A - B . 即

A - B = { x | x∈ A 但 x∈  B}

  例6  A = { a , b , c, d} B = { b, c, e} A - B = { a , b} B - A = { e}

  定义 5  集合 A 之补集 , 记作 A . 定义为 A = E - A .

  例 7  设 E = {0 ,1 ,2 ,3 ,⋯} A = {0 , 2 , 4 , 6 ,⋯ }

A = E - A = {1 ,3 ,5 ,7 ,⋯}

  定义 6  集合 A、 B之对称差 , 记作 A� B . 定义为

     A� B �= ( A - B)∪ ( B - A)

= { x | ( x∈ A 且 x∈  B)或 ( x∈ B且 x∈  A) }

  例 8  A = {1 , 2 , 3 , 4} B = {3 , 4 , 5 , 6} A� B = {1 , 2 , 5 , 6 }

  前面 , 我们定义了交集合 , 那里集合中的元素是定义中两个集合中公共元

素 , 交集合是由这些公共元素作成的集合 , 而对称差与之正好相反 , 它恰是去

掉二集合的所有公共元素 , 由剩下的所有元素组成的集合 . 以上我们定义了集

合中的六种基本运算均可通过文氏图 , 清楚地表示出来 . 如图 1 - 2 .

图 1 - 2  

  下面介绍几个集合运算的重要公式 .
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  定理 1  对于任意的集合 A、 B, 有

A∩ B� A , A∩ B� B ,

A� A∪ B , B� A∪ B .

  证  A� A∪ B , B� A∪ B显然成立 . 其次 , 如果 x∈ A∩ B , 则 x∈ A

且 x∈ B , 故 A∩ B� A 且 A∩ B� B . 证毕 .

  定理 2  若 A� B, 则 A∪ B = B , A∩ B = A .

  证  设 x∈ A∪ B , 则 x∈ A 或 x∈ B . 若 x∈ A , 则由 A� B , 可知 x∈

B , 总之有 A∪ B� B . 由定理 1 , 有 B� A∪ B , 故 A∪ B = B . 同理 A∩ B

= A . 证毕 .

  定理 3  设 A、 B为任意集合 , 则有

  a) A - B = A∩ B .

  b) A - B = A - A∩ B .

  证  a)

  b) x∈ A - B , 即 x∈ A 且 x∈  B . 故必有 x∈  A∩ B , 因此 x∈ [ A -

( A∩ B) ]

A - B� [ A - ( A∩ B) ]

  又设 x∈[ A - ( A∩ B) ] x∈ A 且 x∈  ( A∩ B) x∈ A 且 x∈ ( A∩

B) x∈ A 且 [ x∈ A 或 x∈ B] . A∩ B) = A∪ B 后面将介绍 .)

x∈ A 且 x∈ A 是不可能的 , 故只能有 x∈ A 且 x∈ B . 由 a) x∈ A -

B , 从而得到 A - ( A∩ B)� A - B . 因此

A - B = A - ( A∩ B)

  定理 4  设 A、 B为两个集合 , 若 A� B , 则

  a) B� A ;

  b) B - A )∪ A = B .

  证  a) x∈ A , 则 x∈ B , 因此 x∈  B 必有 x∈  A ,故 x∈ B , 必有 x∈

A , 即 B� A .

  b) 设 x∈ ( B - A )∪ A , 则 x∈ B - A 或 x∈ A . 若 x∈ B - A , 则 x∈

B; 若 x∈ A , 由已知 A� B , 应有 x∈ B . 因此 , B - A)∪ A� B .

  反之 , 设 x∈ B , 由 A� B 有 , 或者是 x∈ A , 或者是 x∈ B - A , 总之

有 x∈ ( B - A )∪ A , 即 B� ( B - A )∪ A . 因此

( B - A)∪ A = B . 证毕 .

  二、集合的运算律

  集合上的运算是用给定去指定一新的集合 . 如上我们所定义的六种运算便

是如此 . 它们之间各种运算还可以混合进行 , 且运算遵循一定的规律 , 其一些
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运算律如下 :

  (1 ) 幂等律     4A∪ A = A .

A∩ A = A .

  (2 ) 结合律 A∪ B)∪ C = A∪ ( B∪ C)

( A∩ B)∩ C = A∩ ( B∩ C)

  (3 ) 交换律 A∪ B = B∪ A .

A∩ B = B∩ A .

  (4 ) 分配律 A∪ ( B∩ C) = ( A∪ B)∩ ( A∪ C)

A∩ ( B∪ C) = ( A∩ B)∪ ( A∩ C)

  (5 ) A∪� = A .

A∩� =� .

  (6 ) A∪ E = E .

A∩ E = A .

  (7 ) A∪ A = E .

A∩ A =� .

  (8 ) 吸收律 A∪ ( A∩ B ) = A .

A∩ ( A∪ B ) = A .

  (9 ) 德·摩根律 ( A∪ B ) = A∩ B .

( A∩ B ) = A∪ B .

  (10) � = E .

E =� .

  (11) A = A .

  以上共介绍了二十一个恒等式 , 除最后一个外 , 其他的都是成对出现的 .

我们现在来证其中的公式 9 ) ·摩根律 , 其他从略 .

  往证 ( A∪ B) = A∩ B ( A∩ B ) = A∪ B 同理 ) x∈ ( A∪ B)

则 x∈  A∪ B , 因此 x∈  A 且 x∈  B, 从而 x∈ A 且 x∈ B , 即 x∈ A∩ B ,

从而 A∪ B )� A∩ B .

  反之 , 设 x∈ A∩ B , 则 x∈ A 且 x∈ B , 从而 x∈  A 且 x∈  B , 还有

x∈  A∪ B , 于是必有 x∈ ( A∪ B) A∩ B� ( A∪ B) A∪ B) = A

∩ B . 证毕 .

  三、例题

  上面两段 , 我们介绍了集合的运算及运算律 , 现在通过几个例子 , 我们来

观察一下 , 集合的运算律在运算过程及实际中的应用 .
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  例 1  化简 ( A∪ B)∩ ( A∪ B)

  解  ( A∪ B)∩ ( A∪ B)
分配律

A∪ ( B∩ B)
公式 7 )

A∪�

公式 5 )
A .

  例 2  化简 ( A∪ B)∪ ( A∩ B)

  解  ( A∪ B)∪ ( A∩ B)

      
分配律

[ ( A∪ B)∪ A]∩[ ( A∪ B)∪ B]

      
结合律

[ A∪ B∪ A]∩[ A∪ B∪ B]

      
交换律、 7 )

( E∪ B)∩ ( A∪ B)

      
( 6)

E∩ ( A∪ B)

      
( 6)

A∪ B .

  例 3  证明若 A∪ B = A∩ B, 则 A = B .

  证  A
吸收律

A∪( A∩ B)
已知条件

A∪( A∪ B)
(2)

( A∪ A)∪ B
(1)

A∪ B .

而  B
吸收律

B∪ ( B∩ A )
已知条件

B∪ ( B∪ A )
(2 )

( B∪ B)∪ A
( 1)

A∪ B .

故得   A = B . 证毕 .

  例 4  某图书馆有藏书 100 万册 , 有一读者前往查阅 , 他希望了解 19 世

纪法国的以描写农民生活为题材的长篇小说 , 以及 1979 年出版的 , 我国的 ,

不是描写“文化大革命”的长篇小说之书名 . 请将此读者所要了解之书名用集

合论的方法描述之 .

  解  令 E表示该图书馆全体藏书之集合 ;

    A : 所有法国图书之集合 ;

    B: 所有 19 世纪的书组成的书名集合 ;

    C: 所有描写农民生活题材长篇小说的书组成的书名集合 ;

    D: 所有长篇小说所组成的书名集合 ;

    F: 所有 1979 年出版的书的书名集合 ;

    G: 所有中国的书之书名集合 ;

    H: 所有描写“文化大革命”长篇小说的书之书名集合 ,

则此读者所要了解之书可用集合方式描述为

D∩[ ( B∩ A∩ C)∪ ( F∩ G∩ H) ]

此例只是集合论在实际中的一个简单应用 , 它的应用绝不只于此 , 这里我们不

再一一赘述 .
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练习题 1 - 2

  1. 设 A = { x | x < 5 , x∈N} B = { x | x < 7 , x 是正偶数 } N是自然数集合 ) :

   A∪ B, A∩ B , A - B , B - A , A� B .

  2. 设 A = { x | x 是 book中的字母} B = { x | x 是 black 中的字母}

   A∪ B, A∩ B , A - B , B - A , A� B .

  3. 证明 : a) � = E .     b) E = � .

  4. 简化下列集合运算 :

  ( 1) A∪ B)∩ ( A∪ B)

  ( 2) A∪ B)∪ ( A∪ B)

  ( 3) A∪ B)∪ ( A∩ C∩ B)

  ( 4) A∩ B)∪ ( B∩ A)∪ ( A∩ B)

  ( 5) A∪ B∪ C)∩ ( A∩ B∩ C)

  5. 设 A、 B、 C 为三个集合 , 则

  A∩( B - C) = ( A∩ B) - ( A∩ C)

  6. 应用集合的运算证明 :

  ( 1) A - ( B∪ C) = ( A - B) - C .

  ( 2) A - ( B - C) = ( A - B)∪ ( A∩ C)

  ( 3) A∪ B) - C = ( A - C)∪( B - C)

  ( 4) A∩ B) - C = ( A - C)∩( B - C)

  ( 5) A∪ B)∪ ( B - A) = A∪ B .

  7. 设 A、 B为任一集合 , 证明 A� B的充要条件为 A∩ B = � .

  8. 设全集 E = { x | x 是自然数 }

   A = { 1 ,2 ,7 ,8} B = { x | x
2

< 50 }

   C = { x | x 可被 3 整除 ,0≤ x≤30}

   D = { x | x = 2 k , k是正整数 0≤ k≤6}

  求下列集合 :

  ( a) A∪ [ B∪ ( C∪ D ) ]     �( A∩ [ B∩( C∩ D) ]

  (c) B - ( A∪ C) ( ( A∩ B)∪ D .

  9. ( a) A∪ B = A∪ C是否必须 B = C ?

  ( b) A∩ B = A∩ C是否必须 B = C ?

  (c) A� B = A� C是否必须 B = C ?

第三节  幂集合与笛卡儿乘积

  一、幂集合

  定义 1  设 A 是一集合 , A 的幂集合ρ A) A 的所有子集作元素所
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组成的集合 �及 A 自身 )

  例 1  设 A = { a , b , c} A 有子集 :

  A1 =� , A2 = { a} A3 = { b} A4 = { c} A5 = { a , b} A6 = { a , c}

  A7 = { b, c} A8 = { a, b, c}

因此 A 的幂集合为

ρ A ) = {� , a} b} c} a , b} a , c} b , c} a, b, c} }

  一个给定集合的幂集合是惟一的 , 因此求一个集合的幂集合是以集合为运

算对象的一元运算 .

  从上面例子我们看到 , 求一个集合的幂集 , 关键是把它的所有子集全部找

到 , 然而一个集合究竟有多少个子集呢 ? 下面的定理便回答了这一问题 .

  定理 1  若集合 A 为由 n 个元素所组成之有限集合 , 则ρ A )

由 2
n
个元素组成 . 即 A 有 2

n
个子集 .

  证  我们将ρ A ) A 之子集 )

对应关系 . 设 A = { a1 , a2 , a3 , ⋯ , an } n 位二进制数 ; b1 ,

b2 , ⋯ , bn , 当 A 的某一子集出现有 ai 时 , 则对应之 bi 为 1 , 当不出现 ai 时 ,

则对应之 bi 为 0 . 这样 , 任一个 A 的子集就与一个二进制数建立一一对应关

系 : 给一个二进制数可得到一个 A 的子集 , 反之 , 给一个 A 的子集可得到一

个二进制数 , 而 n 位二进制数共有 2
n
个数 , 因此可知 ρ A ) 2

n

个 . 证毕 .

  例 2  设集合 A = { a , b , c} ρ A) 2
3

= 8 个元素 . 若 A =� , 则

ρ A) 2
0

= 1 个元素 , 即ρ A ) = {�}

  显见 , 即使 A 为空集 , ρ A ) A 也是不同 .

  例 3  A = { a} ρ A) = {� , a} }

  以上我们只介绍了有限个元素的集合情形 , 对集合为无限个元素时 , 仍有

幂集之说 , 若 A 是无限元素之集 , 则ρ A )

  二、笛卡儿乘积

  在实际生活中 , 有许多事物是成对出现的 , 而这种成对出现的事物 . 具有

一定的顺序 . 例如 , 上、下 ; 左、右 ; 2 < 7 ; 平面上点的坐标 . 一般地有 :

  定义 2  两个按一定顺序排列之客体 ; a , b 组成一个有序列 , 我们叫做

序偶 , 并记作 a , b)

  加上面我们所说的便可记为 (上、下 ) 2 , 7) x , y )

映了两个客体之间的顺序 , 当顺序不同时 , 序偶也是不同的 . 如 : x , y )≠

( y , x ) 2 ,7 )≠ ( 7 , 2)

  定义 3  两个序偶相等 : a , b) = ( c, d ) a = c, b = d .
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