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第一章 向童空间

第一章 向量空间

    本章的陈述遵循从具体到抽象的原则，即在务1首先讲述

我们在物理与力学中曾经遇到过的向量及其线性运算，然后在

荟2引入向量空间的公理化定义，于是芬1与芬2的关系是芬1

为荟2提供直观背景.而务2及其以后一系列由公理导出的结

论，对于马1那些具体的向量同样适用，

'1 几何向量及其线性运算

    在自然现象中，有些量在取定单位以后，可以用数值来表

示，例如时间、长度、质量、温度等等，而数学中的实数，便是这些

量的概念的抽象.

    然而在自然现象中，还有一些量，例如位移、速度、力等等，

它们的性质，不仅与大小有关，而且还与方向有关，即在这一类

的量里，包含有大小与方向两个要素，这样的量我们称之为向

量，即我们有

    定义1 在空间中一个有大小、有方向的量称为向t，用符

号a, b,。等来表示.向量a的长度记作I a I，它是一个非负实

数.

    向量在有些书中也称为矢量或矢，向量在图形表示中常用
有向量线段来表示.设用来表示向量的有向线段有起点A，终

点B，则该向量也用记号AB来表示，如图1-1.

    两个向量如果长度相等，方向相同(即平行于同一直线且方



2 空间解析几何

向相同)，则认为它们是相等的，如图1-2.因此现在讨论的是容

许任意平移的有向线段，这样表示的向量也称为自由向t.

图1-1向皿庙 图1-2 相等的向盆

    定义2 设a, b是两个向量，把b的起点(由于自由向量)

放在a的终点，得到的三角形第三边所代表的向量c，称为。与

‘之和，记作
                                a+b=c

如图1-3所示，也就是说它是一个从a的起点到b的终点的向

量.

    这个加法规则通常称为向量相加的“三角形法则”，与此相
应的，若使a与b的起点重合，则以a, b为边的平行四边形中

与a, b同起点的对角线，也代表a与b之和c，它称为平行四边

形法则”，如图1-4.

图1-3·向且加法 图1-4 向最加法

关于向量的加法，有下列两条基本性质:

(a+b)+c=a+

a+b=b+a。

b+c)
O

O

，
几

2

证明 关于10，根据三角形法则，由图1-5可见，(a+b)+

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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前
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                    七翻

    在新世纪来临的今天，教改又成了人们关注的话题.几十

年过去了，现在虽没有必须学习前苏联的号召，但是以几何、
拓扑方面教材而言，其不断变革，力图反映现代科技成就的精

神，仍然值得我们参考与借鉴.

    本书是在吉林大学数学系现行教材基础上，参照苏联著名

拓扑学家M. M.  IIOCTHKOB在莫斯科大学数学系的教本 (解
析几何)的中译本 (周友成译，高教出版社出版)编写的，与

现行教材相比，有以下几点区别.

    1.线性部分 (第一章至第三章)参照扑氏的教本，把向

量空间、仿射空间与欧氏空间各立一章，以示区别.用公理化

方法进行定义，而把普通的几何向最及其运算的证明.作为对

于公理化定义的一个验证与证明，这样做虽然似乎头绪多了一

些，但是有利于以后与 《泛函分析》、《线性代数》、(微分流
形》等课程的衔接，而且让学生一开始即分清比如欧氏空间与

欧氏向量空间之间的区别等等，是有利的.

    2.二次部分 (第四章至第七章)，除了通常的二次曲线与

二次曲面方程的化简与分类以外，还增加了极坐标系之下的圆

锥曲线方程.因为在天文学中，用极坐标给出这些曲线的方程
是方便的.

    3.射影部分 (第八章)除介绍射影平面与射影空间的有

关论题以外，还引进了复几何，即复射影直线CP‘上的射影

变换，即黎曼球面上的线性分式变换，这主要因为代数几何
(如在解决Fermert定理)与双曲几何 (如在低维拓扑)目前
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都是活跃的分支，而本科生除了在解析几何课程之外，很少有

机会接触到这方面的内容.

    本教材在每一节的最后均附有习题，并把矩阵与行列式初

步作为附录列于最后，以备不时之需.等同学们学完 《线性代

数》以后，便会有更加系统与完整的了解，以收相得益彰之
利.

    实现本教材目的的关键是学时，本教材所需的讲授时间约

在64-72学时之间.此外讲课教师的努力与主导作用，也是

实现教学目的的关键因素，原永久、谢敬然同志长期从亭吉大

数学系的《空间解析几何》教学工作，为此付出了辛勤的劳
动.在本教材的形成过程中，作者曾经与他们进行了有益的讨

论，在此谨致谢意.

    由于本人才疏学浅，教材中不妥与疏漏之处在所难免，敬

望国内同仁不吝踢教.

  何伯和

2001年6月

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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c=d,。+(b+c)=d，所以(。+b)+c=a+(b+c).

    关于2’，由图1-6可见，由四边形法则a + b = e，由三角形

法则b+a=e，因此有a+b=b+a.

图1-5向皿加法的结合律 图肠 向t加法的交换律

    此外为了计算与运用的方便，我们还引进一个零向量0.规

定它的长度为零，方向任意.因此由定义2有:

    30 ‘+0=。.

    有了向量的相加，便可定义向量的相减.设a是一个向量，
若向量a'与a长度相等方向相反，则称a'为a的逆向里，记作

a'=一a，于是由定义，有:

    40  a+(一a)=0.

当然，逆向量是相互的，若a'=一。，则“=一a'.
    定义3 设a, b是两个向量，则规定a与b之差为

                    a一b=a+(一b)

    其次讨论向量与数的相乘.

    定义4 一个向量a与一个(实)数又的乘积da是一个向

量，它的长度等于a的长度乘以}川，其方向当A>0时与a相

同;当11 < 0时与a相反;当A二0(或a二0时)，有.1a = 0.因此

任意.

    关于数乘向量有下列三条基本性质:

    50  (A+p)。=Aa+pa;

    60  (Ap)a=A( );
    70  A (a+b)=Aa+Ab.
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    证明 关于5’，若*与产之一为。，结论显然成立;当Ap >
0，通过对于长度与方向的判定，也有

                  (孟+产)a=Aa+pa

最后若Ai<0，这时若A+产=0,结论显然.反之若A十产#0，则
在*+产，一孟，一产三个数中，必有两个同号，不妨设孟+产与
一产同号，于是由上面已证的等式，有

        (A+y)a+(一1A)a=(A+ z一5)a=Aa
因此有(*+jc-) a==Aa一(一jc)a=Aa+lAa.

    关于6’，当;，R中有一个为0时，p (Aa)=0,(琳)a=0，所

以IA(Aa)==(户)a.当如00，若A, /Z同符号，则1c(Aa),(泌)a
皆与a同方向;若孟，产反号，则产(la),  (pa )a皆与a反方向，
从而由数乘向量的定义可知结论成立.

    关于7’，当A=0，显然成立.当A>0，按向量相加的三角形
法则，作一个a十b = c的图，则由相似三角形定理，有Aa +肠

=Ac=A(a+b).反之当A<0，有一A >01
于是利用已证的等式，有

    (一A)(a+b)=(一A)a+(一A)b

经移项有

          Aa+Ab=A(a+b)

如图1-7.

叼b   Jab
. 入口

    图 1-7

习 题

    1.令}xI为向量x的长度，求向量满足什么条件时，下列

等式才能成立?

(1) l a+bl=}a一b

(3)I a I一}b1

(2)。+b=A(a一

(4)Ia+bI>Ia一
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    (5)Ia+bI二IaI+IbI; (6)la+.bI==Ial一IbI;

    (7)Ia一bI==Ial+IbI; (8)Ia+b1<Ia一bI.

    2.用平行六面体棱上的向量表示代表该六面体对角线的

向量.

    3.已给向量a, b，试在图上作出下列向量:

    (1)a+b; (2)a一b;

    (3) b一a;        (4)一a一b.

    4.证明在三角不等式中，等式成立的充要条件是·。与b方
向相同.

    5.证明以正，边形的中心为起点，顶点为终点的。个向

量之和等于。.

    ‘.已给任意向量。，‘，求a,b角平分线上的一个向量.
    7.设ABC为一个三角形，0为空间的任意一点，证明等式

                        OA+OB+OC=0

成立的充要条件为0是△ABC的中线的交点(称为中点).
    8.四面体OABC每个三角形面上的中点与第四个顶的联

线称为中线.证明四面体的四条中线交于一点.

    ，.证明四面体的三组相对梭中点的联线交子一点.

务2 向量空间

    在建立了马1这些直观的、儿何的事实以后，我们现在要把
这种讨论引向更加一般的情形.即用公理化的方法来定义向量

及其运算.在这个定义中，我们不间向量究竟是什么，而所要求

的只是那些被称为向量的对象满足定义中的运算规则(公理)即

可.以下，其成员称为向量的集合记作劣一切实数的集合记

作K.
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    定义1设丫是其成员称为向量的某个集合.若对于任意

a,bE't;有。Ew与之相应，称为a与b之和，记作a+b=。;对
于任意AEK与aE叱有Aa E义称为A乘以a之积，而且对于

任意a, b,cE'V与A,p〔K，有:
    10  (a+b)+c==a+(b+c);

    20  a+b=b+a;

    30存在0 EI;使得a+0=a;

    40存在一aÊV,使得a+(一a)=0;

    50  (A+/a)a=Aa+pa;

    6.(如)a=A (pa);
    70  A(a+b)=Aa+Ab;

    80  la=a.

则ly称为K上的向A空间或线性空间.

    由荟1的讨论可知，通常空间中的一切几何向量(有向线

段)，在居1定义2与定义4之下，满足此处定义1中的公理
1.-g.，因此构成一个具体的向量空间，以后称之为几何向级空

间.它给出一般向量空间理论一个具体的模型.也是我们一切讨

论的出发点与归宿.

    除了以后经常要给以特别注意的几何向量空间以外，能够

成为向量空间的，还有以下一些例子:

    1.由一个零向量0显然构成一个向量空间{0}.为简单有
时也记作0.

    2.设X为任意集合，Y(X)为定义在X上的一切实值函

数，于f, g E只X)" I〔K.令

              (f+g)(x)=f(x)+g(x)
              (if)(x)=A(f(x))

其中xEX.则容易验证.f( X)中的和f+g与数乘elf满足公理
1.-8..因此城X)构成一个向量空间.

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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    3.令X=R或数轴R中的一个区间，城X)为X上一切连
续函数的集合.则在例2中函数的加法与数乘定义之下，f+g

与灯仍为连续函数，因此城x)也是K上的一个向量空间.
    4.含一个未知量的一切实系数多项式，在多项式相加与数

乘多项式的定义之下，是一个向量空间.

    此外，一切次数不超过指定数二的一切多项式又构成另一

个向量空间.

    5.设n为一任意自然数，考虑，个实数的序列(al，一，

a。)之集合R".在R”中，令

    (ai,⋯，a�)+(b,,⋯，b,,)=(al+bl,⋯，a�+b.)

    A (al,⋯，a,)=(aa1,⋯，aa.)

则R，是一个向量空间.

    ’在列举了以上种种具体向量空间的例子以后，我们再来看
一看，由公理1"-8，可以推出哪一些普遍成立的关于向量空间

的性质.于是有;

    命题I设少是一个向量空间，则它有下列性质:
    1.零向量是唯一的;

    2.任意aE0V的逆向量一a是唯一的;

    3.对于任意a, bE-V,方程
                                已+x=b

在Ir中有唯一解x=‘+(一。);

    4.对于任意aE'f,Oa=0;

    5.对于任意AEK,A 0 =0;

    6.(一1)a==一。;

    7."V中任意多个向量之和与向量相加的次序无关.

    证明 1)若1'中有二个向量。:与02，使得对于任意aE
火有
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                          a+O1=a

                          a+02=a

则对于第一式，令a=02，有02+O1=02;对于第二式，令a=

O1，有01+02=01.由于02101=01102(定义1之2')

因此O1=02-

    2)若对于某个aE Y,有二个逆向量b,cEI,即
                                a+b=0

                                  心+亡=0

则

      b==0+b=(a+c)+b=(a+b)+c=0+c=c

故得证.

    3)对于x=b+(一a)，有

    a+x=a+(b+(一a))=(a+(一a))+b=0+b=b

所以b+(一。)是方程之解.反之若有另外一个x1，使得a十

x1=b，则

          x1=(a+x1)+(一a)=b+(一a)=x

因此x=b十(一a)是方程的唯一解.

    4)由于Oa=(0+0)a=Oa+Oa,、两边减以一Oa，便有

                        Oa=Oa一Oa=0

    5)由于AO=A(0+0)=AO+A0，两边减以A0，便有
                          A0=AO一A0=0

    6)由于a+(一1)a =1a +(一1)a=(1一1)a=0a=0，故
由a的负向量的唯一性，有一a=(一1)a.

    7)考虑I/中n个向量a1,⋯，a。的相加，并且对于’n用归

纳法，当，= 3,由于al+(a2+a3)=(al+a2)+a3，结论成立.
假定空间向量的数目(n一1时，结论成立.今考虑n个向量的

情形.由于对于较少向量的相加，有归纳假定.不必考虑相加的
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次序，所得均为同一个向量.因此这，个向量的相加，共有下列

这些类型:al+(...)n+t, (al+a2)+(⋯):一2,⋯，(⋯):一I+
aA，其中(⋯)‘表示相应iK ，一1)个向量的相加.因此只须证

明其中每一式均可变为最后一式即可，于是，由于(.二)*+

(二:)。一，==(⋯)。+((⋯)。一。一:+an)=((⋯)。+(⋯)。一。一:)+

an==(⋯)。一I+an，故得证.
    命题1中向量运算的这些性质.因为

由公理推出，所以对于几何向量(因为它

满足公理1’一8.)也成立.因此由于性质

7,，个n何向量的相加在图上看起来，可
以把(可能不在同一平面上的)”个向量

依次首尾相重，然后作连接a:的起点到

O1+户:+.，+如

圈】月

a，的终点的向量，即为所求.如图1-8所示，即为4个向童相加

的情形.

    此外，由于几何向量利用有向线段来定义，它们除了满足公

理1.--8'以外，还有一些公理所没有涉及的性质.如向量的长度

与向量之间的角度，因此分清那些性质来自公理，那些不是，是
很重的.

习 题

    1.证明全体复数构成实数域K=R上的向量空间.

    2.证明。个复数的序列(二:，⋯，琴二)之集CA，在其中令

  (x11,⋯，二In)+(x21,⋯，x2A)==(二11+X219⋯，xln+2n)

  A(xl,⋯，:二)=(Azl,⋯，Axn)， AEK=R

则C，是向量空间.

    3.证明一切，次多项式(n>1)，在多项式加法与数乘多
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项式之下，不构成向量空间.

'3 一般向量族中的线性关系

    本节的讨论仍然在一般向量空间中进行，即以公理为依据，

来讨论向量空间的进一步性质.

    设11是向量空间，ale ..., a。是其中的一族向量，则对于任

意之:，⋯，几.eK,
                  Alal+⋯+Amam ①

称为al，一，a。的线性组合，其所得向量称为可用向量.a1,

。二线性表出.

    显然，丫中的零向量0可用任何一族向量线性表出，因为只

要令线性组合中的一切系数孟*为0即可.此外线性组合①称为

是非平凡的.若系数A.,1<i <m中至少有一个不为。，否则它
称为是平凡的.因此平凡的表示只能得到零向量，但零向量也可
能出现在非平凡的表示中.故有下列

    定义1 向量族a1.·”，ao.称为是线性相关的，若有不全为
0的数Al，一，AmEK，使得

                A1a1+⋯+Ama，二0 ⑧

否则族al,⋯，a。称为是线性无关的.
    因此若a1,⋯，a。线性无关，则②式蕴含Al=⋯_ Am=0,

若线性相关，则至少有一组A1,1成i成ni，不全为。，使②成立.

此外为了说话的方便，当”:=0，即一个空的向量族称为是线性

无关的.

    作为例子，我们能够知道:

    1一 组向量al,-,a.中若有二个相同，则它是线性相关
的.

    事实上，不妨设a, =a2，则我们有
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            1a1+(一1)a2+0a3+⋯+Darn==0

    2.若a1,⋯，。，中有一个向量为。，则它是线性相关的.因

为若a1=0，则
                la1+0心+⋯+0a.=0

    3.若m二1，则a:所构成的向量族线性无关，当且仅当

al转0.

    4.设ail,..., a，是向量族。1, "̀,a。的任意一个排列.则

前者线性无关当且仅当后者线性无关.因此al, ..., a.是否线
性相关(无关)与族中向量的次序无关.

    以下为向量族线性关系中一些常用的基本性质.

    命题1 在向量空间丫中:

    1.若a可用a:，⋯，a二线性表出，而每个“可用b1, ...,久

线性表出，则a可用bl, ..., b:线性表出;
    2.若。:，⋯，a.的一个子集线性相关，则a1,⋯，a.线性

相关;

    3.a1,...,a,,,(m>1)线性相关，当且仅当其中某个向量可
用其余向量线性表出;

    4.若。1,...,a。中每个向量可用b1, "", b二中向量线性表
出，且，>。，则al,⋯，‘.线性相关.

    证明，性质1与性质2是显然的，以下往证3与4.

    关于3.若其中某个向量比如a:可用a2, ..., a，表出，即

a�==A2a2+⋯+A,nam，则

            (一1)al+A2a2+⋯+孟。a.=0

而A、二一1:A 0，因此al,⋯，a，线性相关.反之，若air ..., an

线性相关，即AIa,+...+Amam = 0，而A;,1<i镇。:，不全为。，
则不妨假定Ai:'0，于是有

al=(一A   a2A2i十·⋯!一AmA  a,,i
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故结论成立.

    关于4.考虑a1,，二，a。中的前，个向鱼al, ..., aq，则有二

种可能.1)它线性相关，则由2.便有a1, ..., a，的线性相关;2)
它线性无关.则它的任意一个子集也线性无关.今考虑向量族

                  “:，b1,’一bA ③
于是有。1cA11b1+...'F2I.ble.而且其中的系数A11, 1<i<
。，至少有一个不为0(否则。1=0，与at,⋯，a。的线性无关假

定相矛盾).不妨设A11960.于是b:可用aI,如，⋯，b�.线性表

示.从而bi,1<i <n，可用aI, b2,⋯，b。线性表示.其次考虑向
量族

                  aI, a2, b2,⋯，b. ④

因为a:可用b1, ..., b。表示，所以a:可用。，，叭，⋯，b。表示，

即a2=A21a1+A22b2+...+A2ebx.同理由于族a1, a2线性无
关.可知AN, i>2，不全为0，不妨设A2200，于是b2可用aI,

a2,b3,...,b二线性表示.从而bi,1<i簇n，可用a,, a2, b3, ...,

b�线性表出，于是由③，④一直替换下去，可知在。:，⋯，an, b�

中，b。可用aI,⋯，a。线性表示.从而bi, 1<i(n，可用al,⋯，

a二线性表示.因此。，+;可用al, ..., a。线性表示.由3.a:，⋯，

as+1线性相关，进而由2.a1,...,a。线性相关.证毕.

    定义2 向量空间丫中的一族向量al, ..., a，称为是完全

的，如果丫中的任何一个向量可用它线性表出.

    存在(有限)完全向量族的丫称为有限维的;否则称为无限
维的.

    今设a:，⋯，。.是Ir中的一个完全族，若它是线性相关的，
则(由命题1之3)其中必有一个向量可由其余向量线性表示，

不妨设它是。，，于是a1, ..., a。一1仍然是I/中的一个完全族.同
理若它线性相关，则可去掉其中一个向量，不妨设为a，一1，使得
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