
楔 子

他们的理由听

我在一所社区大学教数学，每当开学上第一堂课的时候，

我总是提出这样一个问题作为开场白：我问班上学生为什么要

选修数学课，然后我把他们的回答写在黑板上

来都不错，也极为充分且合理那些理由当中包括：我需要这

门课的学分才能毕业；数学对我将来的工作会有帮助；数学能

协助我管理私人财务；数学训练有助于我教育子女，诸如此类

可是，这些理由统统没有命中标的。

两个大字：“兴趣”

接着，我告诉学生上数学课的真正理由，我在黑板上写上

他们一看就笑了，我知道他们笑些什么，

脑中作何想法：“这怪物是从哪个星球蹦出来的呀？”可是，如

果我不是数学教师，如果我教的是音乐或者美术，就不会有人

笑了。

其实，数学和音乐、美术一样，都能够为我们的人生添加

意义，增加深度，使生活更多姿多彩，一直延伸到迟暮之年

然事实上，这个世界若没有数学，它会是一个很无聊的地方

而我们的年轻学子大都厌恶数学，他们选修数学的最主要原因



有些运气较好的

力才能毕业

是非修不可；按照学校规定，学生必须具备一定程度的数学能

如果数学不是列为必修课程，恐怕我老早就失业

了！数学的名声为什么会如此难堪呢？

得不对

我们的孩子在成长时期都不喜欢数学，这全是因为大人教

数学自小学开始就是必定要教的学科，每一位教师都

可是对许多教师来讲，数学要让学生学习到某种程度的数学

本来就不是他们喜欢的学科，甚至也不是他们在大学里爱读的

题材，一旦当起教师，很可能也不会热心教，只是依照规定授

课罢了

学生都是观察老师身体语言的能手，立刻看出数学不是老

师中意的玩意儿，那么他们又何必认真学呢！老师是教室中唯

一的大人，如果大人不喜欢数学，那么数学一定有什么地方不

对劲 这样的现象在音乐课和美术课里不会发生，因为音乐或

美术教师都用最大的热情来教导学生

很不幸，目前

其实，数学、音乐和美术有类似的艺术形式，所以数学应

该像音乐、美术一样，由喜爱它的教师来传授

的情况还没有改善的趋势，我们依然该让孩子跟随那些自己就

厌烦数学、对数学毫无热情的教师学习数学

学生，上高中时会遇到好的数学老师，运气不那么好的，要等

到大学里才有机会，可是有一部分学生，可能终生都没能受教

于献身数学的老师

四 大 迷 思

世纪以来，美国一些成年人散布对数学的畏惧，硬制造

大多数的成年美国人出许多会永久伤害数学教育的错误观念



”没有任何谬论比这句话更远离事实了；数学“数学枯燥无味

一、数学枯燥无味

二、数学家尽是些刻板的大胡子老头儿，隐居于大学校园

里，与现实脱节

三、世界上共有两类人：一类是懂得数学的人，一类是像

你我这些不懂数学的人

四、女孩子（女人）缺乏数学头脑，不过反正她们也不

需要

我有一个好消息要告诉你：这些错误观念都不正确！但是

让我们看一看第一种说词：很不幸，大多数成人却都信以为真

不仅十分有趣，甚至令人震惊、激动，可说是甜酸苦辣，五味

到公众之中

无法与数学产生共鸣，他们不但大放厥词，还将谬论极力散布

我们周围充斥那些虚构的道理，不仅是危害数学，

甚至妨碍我们发挥现代人的应有潜能

简言之，那些错误观念包括：

俱全

现在你大概窃窃暗笑，认为我在大做广告，向你推销冒牌

货 可是你不妨悄悄溜到一群数学家中间，聆听他们的谈话，

你会发觉他们讨论数学时都带着一股爱，那不是淡淡的爱，而

是全心全意、热情洋溢的爱 怎么可能呢？大多数人厌烦的东

西，数学家怎会如此欣赏呢？这其中的奥妙很多，有一部分正

是本书准备介绍的

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



人人都可以是数学家

而

”在你内心深

我们现在继续掂量第二种错误观念：“数学家尽是些刻板的

大胡子老头儿，隐居于大学校园里，与现实脱节

如果定义得更广

处是否也藏着同样的想法呢？然而，大学校园里的数学家只占

世界上全部数学家中一个很小的百分比而已，因为分散于世界

各地的数学家，有许多在工商业界安身立命

泛些，每一位数学教师也都算是数学家

西密尔先生，麻省塞勒姆市（

我有时候会接到读者来信，通常那些读者都自认为不属于

）的雷纳德职业数学家

是

构思

岁的退休商人，只有高中毕业程度，来信提供我两个数学

第一个是关于主恒星的复杂计算，老实说我始终搞不懂

第二个构思则是检验素数的是怎么回事，这儿就不多言了

方法

最近

素数是只能被

多年来，数学家相当注意检验大数的方法，以判定

哪个是素数，哪个不是素数 和它自己整除的

正整数，其他的数（除了 就叫做合数；例如 与

是合数

是素数，

现在工商业界使用电脑传递编码信息时，多半利

用大的合数（两个大素数的乘积）来编码，因此编码员有兴趣

知道一个大数是不是素数，也有兴趣学习把大数做素因数分解

的新方法

因此当我看到雷纳德检验素数的方法，自然觉得有趣，就

顺手检验了几个数，居然每次的结果无误！他是不是发现了新

的检验方法呢？我决定使用代数符号语言，重写雷纳德的程序，

经过几次运算之后，我终于得到一个和雷纳德算法 有相同概



一个著名定理的特例之一。费马是

念的方程式

这个方程式看来眼熟，于是我查阅了一本数论的书籍，发

现雷纳德的算法正是费马

年前得到这个重要的定理，后人现代数论之父，他于大约

如果他

称之为“费马小定理”，我和数学打交道多年，从未留意过它，

据我所知我的同事也没有碰过，然而雷纳德却遇到了

在 年前就提出这个构思的话，那么现在这个算法就应该叫

做“雷纳德小定理”了

，他可称得上是再举一个例子，是我大学时的同学蓝迪

象牙塔传统之外的数学家

他

有一天他为了

蓝迪在内华达州长大，成人之后大部分时间是个牛仔

从未念完中学，一向不怎么醉心于书本和学习

一个女子与人发生冲突，失手将对方打死，被判杀人罪，在犹

他州立监狱服刑，服刑期间为打发无聊，就开始读书

数学关系式

有一天他拿起一本数学书来看，从此着迷于数字以及各种

在监狱里他自修基础数学，假释之后参加犹他州

我是在大学里认识蓝迪的，和他一起修过几门

立大学的入学考试，结果成绩优异，校方不在乎他缺少高中文

凭，予以录取

课，他那时在言行与穿着上仍然十分牛仔，不过他也是数学家

我们毕业之后，他在一家加拿大公司谋到数学分析师的工作

从上述两个例子，我们应该可以得到很有价值的启示，那

就是：数学不是名校教授们的私人领域，而是无数普通人可在

每个地方享受的题材；任何人都可以做数学，只要他对某个题

材有兴趣，愿意来体验数字本身以及数与数之间的关系 费马

本来也只是业余的数学家，然而他成为解析几何的创建者之一、



世纪最多产的数学书籍

微积分领域的开路先锋，同时也建立了数论的近代论题 所以，

我们有必要采用更广泛的定义，来看究竟什么样的人是数学家

替《科学美国人》撰写“数学

我觉得，只要收入的大部分是得自他或她从事做数学或教

数学的工作，或者只是喜欢数学、为了绝对的兴趣而演算数学，

这些人统统都可以称为数学家

游戏”专栏长达 年的葛登能，是

作家 然而无论如何，我，但他并没有受过正规的数学训练

敢大声说他比目前仍然在世的任何人，更懂得基础数学

我们应该了解，每个人的一生中，有很多不同的才能会在

斗，就可言之成理了

于是，既然你没有数学头脑，有什么道理叫你去与数学辛苦搏

普遍化，创造两类头脑的谬论，作为他们不愿学数学的借口

然而别有用心的人把这种特例到，他们早年就具备数学天分

这些人学习数学就比较快，著名数学家的传记通常能让我们看

有些人似乎很快就能捕捉到抽象的概念，这点倒是真的

这真是无稽之谈都不可能搞懂数学，所以就任由他们去吧

有些没有 那些不具数学脑筋的婴儿，无论一辈子怎样学习，

很多人相信，婴儿生下来就各不相同，有些有数学头脑，

”

我就知道我完了，我头都昏了，站在那儿动都不能动

就是没有数学脑袋！如果有人说‘火车在几时几分离站⋯⋯，’

我的母亲就反复说这样的话：“我词我已记不得听过多少遍了

”这种说人：懂得数学的人，和其他像你我这些不懂数学的人

我们已准备好去粉碎第三种错误观念：“世界上共有两类

不要拿“没有数学头脑”当借口



当你看到一个人，轻易演算一堆看似复杂的数

不同时间，以不等的程度，出现在我们身上 不能因为有些人

天生有音乐感，毫不费力就学会演奏音乐，于是其他人就不必

学习音乐了；或者说“老虎伍兹”是天生的高尔夫球选手，所

以我们这些爱打高尔夫球的凡人，都应该收起球杆！

事实上，一般人（包括你和我）的知识才能，是居于钟形

曲线（正态分布）的中间地带，只要我们愿意，就能学到我们

所要学的数学

学

一般人并没想到，

很容易设想他或她必定有“数学头脑”，但是你所看到的能

力，其实是人家经过多年努力学习而得到的

数学其实与运动和音乐很相似，如果勤加练习，就能做得很好

我希望所谓数学头脑的谬论就此打住

们也不需要

错误观念四：“女孩子（女人）缺乏数学头脑，不过反正她

”今天的两性平等意识，让我们认清这种说法是错

以美国为例，六误的，然而在许多情况下我们还是信以为真

年级的女生在标准数学测验里，平均成绩优于同班男生，可是

到了高中三年级时，情况颠倒过来了，男生的成绩超越女生

那么从六年级到高中三年级的那段期间，发生了什么事呢？

老师、家长和社会大众都一致告诉女学生她们学数学不行，甚

至一再告诫说：“无论如何你最好不要考得比男朋友好，叫他觉

得难为情 ”这样的态度不仅对成千上万的女孩子不公平，剥夺

了她们享受数学乐趣的权利，更使她们无法在数学领域做出贡

献，甚至令社会整体蒙受损失

我们需要更多数学家担任教师，或在企业中担任创新的数

学工作，可是我们用偏见使半数青年失去机会，让她们不能在

数学领域中规划生涯，光是这样，我们就失去了多少年轻的数
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数学观念，就是我们学习的目标

只是驳斥这四个错误观念是不够的，还必须更深入批判，

学高手？

必须改变社会对何谓良好教育所下的定义 在过去的某些社会

但包含音乐、修辞学和科学，也特别包含数学

里，完善的教育中数学占有一席之地；在古希腊社会，教育不

在柏拉图学院

的大门上，就刻有这么一句名言：“不懂几何学的人不许进入此

门！”柏拉图学院是我们所知的世界上最古老、最伟大的学校

之一。

当有人鼓励他们

我们的大学制造大批文艺及科学领域的毕业生，其中有许

多人从未领悟过数学究竟是什么，充其量只不过学到了有限的

计算过程，足以拼凑出某类问题的答案而已

拓宽视野，多选修各种数学时，他们就反问：“我学了要干什

么用？”

我们的教育必须涵盖数学，不

数学是科学使用的语言，是工业和商业上的伟大工具，同

时，数学不但使学生有高超的能力，解决困难的现实问题，还

能协助学生了解宇宙如何运行

但是因为数学赋予我们解决问题的能力，它还能协助我们认识

我们居住的宇宙，对于宇宙发生的各种基本过程，有更深一层

的了解

我们学习的目标

数学是直接而即时的喜悦之源，所以数学观念的本身就是

我打算用本书的篇幅提出几个数学观念，让

作为读者的你也能享受到数学家的喜悦

只要你能够做基础算术运算，对代数具备基本认识，就可



有时候我们也可以把多个不多、更广的物件对象或思想领域

相连接的研究领域，合并为单一的观念领域

第二种力量，数的延伸，发生于我们想把数系扩张至无穷

过去，数学界有两组人马在对抗，其中一组想让思维的时候

局限于有限集合，另一组人则对无穷的概念跃跃欲试 这场争

论到今天都尚未停止

因此，数学的成长究竟是停滞还是快速前进取决

第三股力量，是我们想扩张数学的符号系统，让我们的系

统涵盖某些情况下使用的简单形式，以及其他情况下所使用的

较复杂形式

正如书写文字采用了元于数学家创建符号代数的速度有多快

音及辅音，而得到改良的记法，数学也因为发明新符号，而增

强了计算能力

所以我们要留意观察这三股驱动力：推广、数的延伸以及

符号体系，看它们如何推动数学的发展

所谓推广（或称一般化），是要把一个定义扩张，以涵盖更

广；二、延伸至无穷；三、改良的符号体系

数学的进展是由三种知识力的合力所推动的，它们是：一、推

这论点指出，许多的数学世界，我们还会一再思考这个论点

世纪奇妙复杂数学从古代苏美尔人的简单算术，一直发展到

当我们看着在我们正式开始之前，容我再介绍一个论点

推动数学的三股力量

数学的伟大思路，包括解析几何、微积分、矩阵代数，等等

有了这些知识，你将可以明白现代在学校里学过的代数知识

有时我会暂停前进，提示你以优游穿梭于本书介绍的数学中



启用知识的器官，欣赏数学

最后，我们要以一个非常哲学的问题来作为这段旅程的结

束：数学到底会使这个广阔的宇宙有何不同？数学是否只是人

类发明的一种复杂游戏，当我们不存在时它也消失无踪？或者，

数学本来就在创造宇宙及万物的蓝图之中，是其中的一部分？

和音乐与美术一样，我们必须学

我期望在后面的篇幅中，能让你一窥数学的精美内涵，让

你体会数学家感受到的喜悦

习，才知道数学题材内有什么宝藏，何以诱使数学从业人士产

生这般情怀

可是，

我尽力劝说大家喜爱数学，而我又用音乐与美术作类比，

其实十分不利，因为后面这两种艺术呈现给欣赏者的是立即的

官能感受，耳朵和眼睛能回应音乐和画作的精细美丽

我们也许能够用细腻的图画传递信息，

数学大多不会取悦感官，无论是对视觉或是听觉；数学无非是

一种知识型的迷人消遗

我们必须启用知识的器官来但不要误以为数学本身就是图画

欣赏、领会数学，而不是使用感觉的器官

你必须主动参与，才能和我一同沉醉；你要在心中建构出

我带给你的那些奥妙关系

的欣赏，你必须主动加入

挑战这一趟伟大的遨游

掘数学让人着迷的原因

数学无法像音乐与美术一般被动式

我在这里邀请你与我做伴，一起来

我们即将出发，以最深入的方式，发



体》、《诡论、铺瓷砖、波罗米欧环》等

《葛老爹的推理游戏 》、《迷宫、黄金比、索马立方

数十本，如：《跳出思路的陷阱》、《啊哈！有趣的推理》、

葛登能（ 年出生）的数学推理著作有

蓝迪不是他的本名

）教授证明出来普林斯顿大学的怀尔斯（

年，由多年来一直没有人能够证明，最后终于在

，这个定理年提出费马大定理（

年），法国数学家，于费马（

步骤

算法（

注 释

：用来解算特定问题的流程或一系列的
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数字是怎么来的？

尽管这是最艰难的工作

数字从计数与数目开始，所以若想要了解数学的起源，就

必须上溯至最早使用数目的年代

如果数学的确是我们生而为人的一部分

如此，这样的追溯却能帮助我们明了，数学是否只是人类的次

要天性，是否只是一种意外的发明，或者了解到数学确实是人

类主要天性的一部分

基础，那么我们更该相信数学能够、也应该由社会上各式各样

的人来分享，而不是由“大胡子老头儿”独享

人类创造数目的最早动机，是

找到计数的起源，就方便我们知道数学的本质，帮助我们

认识那股创造出数学的驱动力

要知道一堆物体有多少，换句话说，就是要知道袋子里有多少

鸭蛋可分配给家人、族人要走多少天才能到达下一个饮水井、



年前，尚未有耕种活动（农耕大约

还有多少天才会昼长夜短、需要多少个箭镞去交换一艘独木舟，

等等 在上古初民的日常生活中，知晓该如何决定一堆东西的

多少，诚然是一大动力

要达到这个地步，就需要计数的行为，数学家把这行为称

做“一对一映射”

，发现的地点是一处古人

条

当我们用手指计数时，

是把唯一的一个数字指定（即映射）到特定一根手指，因此当

我们计数完了，前面十个数字都分别指定给一根不同的指头

进行这项工作时，次序是很重要的，因为最后喊出的数字必须

保证是我们计数物件的总数目，也就是该集合的多少；计数一

个集合，就是量度它的多少

点完时最后喊出的数字，就是我们所要的数目

当我们对一组或一堆物体做实物计数时，是在执行上述同

样的映射，我们用手指头点算，一面以适当的次序喊出适当的

数字 从这奇

⋯，后面妙的计数过程，我们得到了自然数：

跟着的三个黑点（⋯）是省略符号，代表可以继续数下去

年前一只狒狒的股骨，在非洲

发现计数的最早直接证据是两块兽骨，上面显现清晰的成

组刻痕，其中一块是大约

）发现的列朋波山脉（ 另一块是在捷克发现

年前（图的狼骨，年代约在

条刻痕，每

组

类的宿营地；这块狼骨特别有意思，上面有

为一组，共分成

我们知道，远在

于

似的祖先

年前才开始），也没有城镇，不过他们仍然是我们最近

智人，即现代人种，这两块兽骨显示出，我们远

古的渔猎采集祖先已经懂得计数了



如果尼安德塔人懂得计数，那么计数的发生就要推前到

计数吗？我们并不知道，只有等待考古学家来发掘了

器具、用花朵陪葬死者，甚至还举行宗教仪式 那么他们懂得

年前，可能是我至

立方厘米，大约相当于现代

年前了

，生存于

有没有更早的呢？比尼安德塔人早很多的是直

立人（

他们没有现代人或尼安德塔人的脑力，因为他

立方厘米至

们早期的祖先

们的脑室介于

可是从他们的各种行黑猩猩（ 立方厘米）和人类的中间

为，透露出他们相当聪明：他们已会利用火，又从非洲远徙到

约为 他们有足够的智能去营建居室、用火、制造精巧

尼安德塔人的脑平均体积大约为 ，而我们的脑平均体积

洲，确定不属于现代人，不过他们的脑子比现代人的大，成年

年前的尼安德塔人（ ，他们散布在中东、欧

计数有可能发生得更早吗？在现代人出现之前，可上溯至

版者： ）一书中的照片所绘成的

（出所著《

本图示是依据的人具备计数的才能

条分组画出的刻痕，显示刻画年前狼骨的图示，上面有

）于图 阿勃沙隆博士（ 年在捷克发现的一块



为，神经学家已经辨明某类行为与大脑的某些特殊部位有关

一般来说，语言能力与左脑有关，这里也是掌管一些如计划、

现在已有解剖学的证据指出，计数应该属于十分古老的行

执行连续运作等功能的大本营 在脑部左后方有一个特殊区域，

提供我们认知手指和从事一些简单算术的能力

将认知手指和计算技巧联结在一起，应当不会令人惊讶，

因为我们的儿童开始学习计数时，就是把手指与数目关联起来，

这两种行为由大脑的同一部位负责，显示出我们极长时间以来，

一直使用手指来计数

先已经懂得计数了

远在 年前，我们远古的渔猎采集祖

有智慧的野蛮人，而有可能是身怀技艺和才能的狩猎者

致，可能是一个晚期的直立人磨造成的，显示出直立人不是没

，这些矛头做得很精年前的东西一地窖的矛头，是

，在汉诺威东方的煤坑里发现了研究所的提米（

年，德国汉诺威历史保护棒敲打大地的野蛮模样，然而在

许多学者把直立人描绘成躬着腰、毛茸茸、手持石块和木

发展的估计，朝向更早的年代修订

并不算离谱；新的发现总会不断迫使我们对人类祖先智能技艺

作如此想计数的引进可能因为新的考古证据而往前推

家去发现更多的资料

他们懂得计数吗？同样的答案：我们不知道，只得仰赖考古学

同样的问题：欧洲和亚洲；他们能制作细巧的工具，建造居室



数的抽象化

如果我们再观察到人们（甚

如果计数能远远上溯到数十万年之前，而且还经由某种方

式深植于我们脑中，那么计数与数目应该是我们天性的一部分，

作为人类，就能计数也懂得数目

至是一些自以为对数学毫无兴趣的人）从数目引发出多少娱乐

工具，这种想法会更为强烈

用扑克牌赌我们有许多博弈游戏使用到数目 点，无论

点吗？再补一张不会爆掉吗？掷骰子也是一种计数的

如何是一种计数的游戏：我手上的牌加起来的点数，会比庄家

更接近

你去过赛马场吗？去看看那些赌客像疯

游戏，输赢机会的计算相当复杂，但是那些玩家对于他们下的

赌注并非常精于计算

子似的计算赔率，以找出下一场马赛的赢家号码

处处

我们也将数字配合到音乐里面；使用数字来辨别我们的房

屋及电话；人们研究各种复杂的指数，来观察股市涨跌

如果我们形容人类为会做都用到数字、计算，及简易的算术

工具、会用火的人猿，那么还有一个更确切的形容可以用在我

们身上：我们是懂得计数的人猿

约于 年），地球上的人类发生了极年前（公元前

重大的变化，在一个称为“肥沃月湾”的地区（包括今天的以

带），人们放下狩猎器具，开始耕种

色列、土耳其南部，及伊拉克的底格里斯一幼发拉底河谷一

农耕的兴起促使城市发

展，因为人们能够终年定居在同一地方，已经毋须像他们的渔

猎采集远亲那般，为了追逐猎物而四处迁徙

然而他们必须做一些较为细致的工作，那是逐猎生活的前



，于

为了组织军队和建立碉堡，

人感到陌生的：他们要计划播种多少谷子；他们必须维护田地，

储藏收成，分配粮食；城市发展起来了，又要保护自己不让外

人掠夺，或是偷走他们的辛劳所得

于是政府诞生了，维持军队和建设城堡需要经费，政府就开始

抽 税！

所有这些新生事物，压向我们祖先的数学能力，因为仅懂

得计数已不足应付，加减乘除四则运算，不但成为必需，更是

不可或缺了

呢？由于一直到约公元前

对于这段时期的算术技能，我们又拥有什么证据

年才发明文字，所以这段时期的

文字记载是不存在的

元前 年中，究竟发生了

既然缺乏记载，我们就只能猜测，自公

年至开始有历史记载之间的

什么事情

，又或许是求旺子旺孙

多年来，人类学家在西亚的古代集居地，也是最初的农耕

发祥地，找到很有趣的陶制小偶像，那些小陶偶做什么用呢？

有些专家认为它们可能是原始的棋子

但是找到的小陶偶有成千上万之多，其中许多是在普的偶像

当时会有那么多人下棋吗？通居家地点发现的

德州大学的舒孟特贝瑟勒（

年代发现了答案 处她从伊朗、伊拉克和土耳其的世纪

地点，收集到超过

们是计算用的“算子”

个陶土制品，并分门别类，然后断定它

农夫和村民使用那些烤硬的小陶偶，

来记录他们的财物，有时还在几个“算子”外面裹上一层软土，

起来

再放在火边烤干，变成一个硬封套的样子，把记录的数目密封

有些“算子”的形状是用来表示某一个特定的数目，另

有一些“算子”的形状是代表被计数的特定对象，可能是羊只，
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