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第二版前言

长期深入研究历年全国硕士研究生入学考试数学真题之后，笔者认为，考生在
备考过程中必须进行两个方面的研究：一、研究大纲，二、研究真题。 真题集中体现
了全国命题小组各位专家的智慧。 真题剔除了题海中的偏题、怪题、难题，是题海
中的精品。 所以我们必须精心研究真题，避免在茫茫题海中盲目地探索！

本书的例题和习题主要就是按全国硕士研究生入学统一考试数学考试大纲精
选的真题，衷心希望对考生的复习起到抛砖引玉的作用！

本书体例清晰、层次分明，各章严格按照“考纲要求、内容提要、解题秘诀、重要
说明、经典习题”五个部分进行编写。 列出“考纲要求”，目的是让读者对大纲中的
要求有一个总体把握。 在“内容提要”中，笔者精心提炼了应考必备的知识，使读者
在阅读本书时不忘必备知识，有利于读者集中精力、踏实备考。 全书总结了 ５５ 个
“解题秘诀”，解题秘诀体现了解题的思维定势，对每一个解题秘诀都做了通俗易懂
的解析，使读者轻松掌握解题技巧。 特别是以“常考题型”的形式体现了解题秘诀
的运用，书中总结了 １１５ 个常考题型，使读者能够更好地把握真题，在复习过程中
真正做到有的放矢。 “重要说明”中介绍了在解题过程中应注意的问题。 “经典习
题”里编选了部分具有代表性的真题，并在书中对每一道习题都做了详细的解答。

本书的最大特色是用秘诀（歌诀）这种独特的为学生所喜闻乐见的形式表达考
研数学解题的思维定势。

思维定势就是人的一种思维倾向，它是人在长期的思维过程中所形成的一种
思维条件反射，亦称思维惯性。 我们平时脱口而出的“七七四十九，九九八十一”就
是思维定势。 要对付考试，必须掌握对付常考题型的思维定势！

常考题型是基本概念、基本理论、基本方法的具体化，是考点的具体化，是考纲
的具体化。 要对付考试，必须掌握常考题型！

“以思维定势拿高分，以常考题型论输赢！”是对付考试的最实用、最实惠、最科
学的指导思想，是笔者梦寐以求的境界！

文都教育集团为本书的第二版精心策划，使得本书更贴近研究生入学考试，好
读好记好用，一书在手，考研足够！ 在此特向他们表示最衷心的感谢！

叶盛标
２００６ 年 ２ 月 ８ 日
于武昌巡司河畔
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第一章　极限与连续

１畅理解函数的概念，掌握函数的表示法，会建立简单应用问题的函数关系．
２畅了解函数的有界性、单调性、周期性和奇偶性．
３畅理解复合函数及分段函数的概念，了解反函数及隐函数的概念．
４畅掌握基本初等函数的性质及其图形，了解初等函数的概念．
５畅理解极限的概念，理解函数左极限与右极限的概念以及函数极限存在与左、右极限之间的关系．
６畅掌握极限的性质及四则运算法则．
７畅掌握极限存在的两个准则，并会利用它们求极限，掌握利用两个重要极限求极限的方法．
８畅理解无穷小、无穷大的概念，掌握无穷小的比较方法，会用等价无穷小求极限．
９畅理解函数连续性的概念（含左连续与右连续），会判别函数间断点的类型．
１０畅了解连续函数的性质和初等函数的连续性，理解闭区间上连续函数的性质（有界性、最大值和最小值

定理、介值定理），并会应用这些性质．

１畅保函数号定理　如果ｌｉｍ
x→x０f（x） ＝A，而且 A ＞０（或 A ＜０），那么就存在着点 x０ 的某一去心邻域，当 x在

该邻域内时，就有 f（x） ＞０（或 f（x） ＜０）．
２畅保极限号定理　如果在 x０ 的某一去心邻域内 f（x） ≥０（或 f（x） ≤０），而且ｌｉｍ

x→x０f（x） ＝A，那么 A≥０（或
A≤０）．
３畅零点定理　设 f（x）在［a，b］上连续，且 f（a）· f（b） ＜０，那么在（a，b）内至少存在一点ξ，使 f（ξ） ＝０．
４畅介值定理　在闭区间上连续的函数必取得介于最大值 M 和最小值 m 之间的任何值．
５畅极限存在的两个准则　ⅰ） 夹逼准则；　ⅱ） 单调有界数列有极限．
６畅两个重要极限　 ｌｉｍ

x→０
ｓｉｎx
x ＝１，ｌｉｍ

x→∞（１ ＋１x ） x ＝ｅ．
７畅求ｌｉｍ

x→x０f（x），以 x０ 强行代入 f（x） 之中，若能代，谓之连续，即有ｌｉｍ
x→x０f（x） ＝f（x０ ）；若不能代，先定型，后定

法，对于数列的极限，同样用这个秘诀．
８畅设函数 y ＝f（x） 在点 x０ 的某邻域内有定义，如果ｌｉｍ

x→x０f（x） 存在，且ｌｉｍ
x→x０f（x） ＝f（x０ ），则称 y ＝f（x） 在点

x０ 连续．破坏“设”、“如果”、“且” 三条件之一者谓之间断．点 x０ 为间断点，若左极限 f（x０ －０） 及右极限 f（x０ ＋
０） 都存在，那末称 x０ 为 f（x） 的第一类间断点，否则为第二类间断点．

在第一类间断点中，若ｌｉｍ
x→x０f（x） 存在，但ｌｉｍ

x→x０f（x） ≠ f（x０ ），或 y ＝f（x）在 x０ 处无定义，这时可人为地改变定

义或补充定义，使 y ＝f（x） 在点 x０ 处连续，此时的 x０ 为可去间断点．

　　 　　秘诀 1
（极限与连续内容秘诀）
极限连续最重要，
“强行代入” 就是好．
零点定理有零点，
保号定理要保号．

　　 秘诀 2
（求极限秘诀）
强行代入，
先定型，
后定法．
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“强行代入，先定型，后定法．” 这是求极限的指导思想．
常见的未定式有：

０
０ 、
∞
∞；

∞ －∞、０· ∞ ０
０ ，
∞
∞；

００、１∞、∞０ 对数恒等式

N ＝ ｅ ｌｎN
０
０ ，
∞
∞．

常用的求未定式的方法有：
洛必达法则、夹逼定理，单调有界数列有极限准则、无穷小的代换定理，导数的定义，定积分的定义．
需要郑重说明，在使用这些方法前，有时要对所论及的未定式用初等数学或高等数学处理一下！这是在开

始阶段的一个极为重要的思维定势．

常考题型 １　强行代入，定型定法

【例 1】 （北京工业大学 １９８１，全国 ２００４数三，数四）
求ｌｉｍ

x→０
１
ｓｉｎ２ x －

ｃｏｓ２x
x２

．
【分析】　应用秘诀：强行代入，先定型，后定法．

１
０２ －

１
０２ ＝

０２ －０２
０４ ＝（０ －０）（０ ＋０）０４ ＝０ －００３ · ０ ＋００ 　　　　　　　 强行代入，

定型定法

（０ －０） 可能是比（０ ＋０） 高阶的无穷小，倘若不这样，
或 （０ －０）（０ ＋０）

０４ ＝０ －００２ · ０ ＋００２ ，
或 （０ －０）（０ ＋０）

０４ ＝０ －００ · ０ ＋００３
【解】　　 ｌｉｍ

x→０
１
ｓｉｎ２x －

ｃｏｓ２ x
x２

＝ｌｉｍ
x→０

x２ －ｓｉｎ２xｃｏｓ２ x
x２ ｓｉｎ２ x

＝ｌｉｍ
x→０
（x －ｓｉｎxｃｏｓx）（x ＋ｓｉｎxｃｏｓx）

x４ ＝ｌｉｍ
x→０

x －ｓｉｎxｃｏｓx
x３ ｌｉｍ

x→０
x ＋ｓｉｎxｃｏｓx

x

＝２ ｌｉｍ
x→０

x －ｓｉｎxｃｏｓx
x３ 　 ０

０
洛必达 ２ ｌｉｍ

x→０
１ －ｃｏｓ２ x ＋ｓｉｎ２x

３x２ ＝ ４３ ｌｉｍx→０
ｓｉｎ２ x
x２ ＝ ４３ ．

　　　
开始阶段

初数处理

这个题目亦可这样做：
ｌｉｍ
x→０

１
ｓｉｎ２ x －

ｃｏｓ２x
x２

＝ｌｉｍ
x→０

x２ －ｓｉｎ２ xｃｏｓ２ x
x４ 　　 ０

０
接着用洛必达法则，这就浪费了信息资源，计算时要麻烦得多．
请牢记下面的一句名言：

高等数学 ＋初等数学 ＝攻无不克，战无不胜！
【例 2】 （全国 ２００４数二）
求极限ｌｉｍ

x→０
１
x３

２ ＋ｃｏｓx
３

x －１ ．
【解】 强行代入 x ＝０，未定式为 ００ 型，当 x→０时，

—２— 考研数学秘诀
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２ ＋ｃｏｓx
３

x －１ ＝ｅxｌｎ２＋ｃｏｓx３ －１ ～xｌｎ ２ ＋ｃｏｓx３
＝xｌｎ １ ＋ｃｏｓx －１３ ～x· ｃｏｓx －１３ ～x· １３ · －x２

２ ＝－x３
６ ．

　　 开始阶段

高数处理

∴ ｌｉｍ
x→０
１
x３

２ ＋ｃｏｓx
３

x －１ ＝ｌｉｍ
x→０

－x３
６

x３ ＝－１６ ．

【例 3】 （全国 ２００５数二）

设函数 f（x） 连续，且 f（０） ≠ ０，求极限ｌｉｍ
x→０
∫x０ （x －t） f（ t）ｄt
x∫x０ f（x －t）ｄt ．

【解】　 ｌｉｍ
x→０
∫x０ （x －t） f（ t）ｄt
x∫x０ f（x －t）ｄt 　

０
０ ＝ｌｉｍ

x→０
x∫x０ f（ t）ｄt －∫x０ tf（ t）ｄt

x∫x０ f（u）ｄu 　 ０
０

洛必达 ｌｉｍ
x→０
∫x０ f（ t）ｄt ＋xf（x） －xf（x）
∫x０ f（u）ｄu ＋xf（x） 　 ０

０
积分

中值定理
ｌｉｍ
x→０

xf（ξ）
xf（ξ） ＋xf（x）　（ξ在 ０与 x 之间）

＝ｌｉｍ
x→０

f（ξ）
f（ξ） ＋f（x） ＝

f（０）
f（０） ＋f（０） ＝

１
２ ．

　　
其中∫x０ f（x －t）ｄt

令

u ＝ x －t －∫０x f（u）ｄu ＝∫x０ f（u）ｄu

常考题型 ２　导数、积分，可求极限

【例 4】 （全国 １９９８数一，北京大学 １９９９）

求 ｌｉｍ
n→∞

ｓｉｎ πn
n ＋１ ＋

ｓｉｎ ２πn
n ＋１２

＋… ＋ ｓｉｎπ
n ＋１n

．　　　　　　 强行代入

∞· ０型

【解】 ∑n
i＝１

ｓｉｎ iπn
n ＋１ ≤∑

n

i＝１

ｓｉｎ iπn
n ＋１i

≤∑n
i＝１

ｓｉｎ iπn
n ＋０ ，

∵ ｌｉｍ
n→∞∑ni＝１

ｓｉｎ iπn
n ＋０ ＝ｌｉｍn→∞

１
n∑

n

i＝１
ｓｉｎ iπn ＝∫１０ ｓｉｎπxｄx ＝ ２π；

ｌｉｍ
n→∞∑ni＝１

ｓｉｎ iπn
n ＋１ ＝ｌｉｍn→∞

n
n ＋１·

１
n∑

n

i＝１
ｓｉｎ iπn ＝１·∫１０ ｓｉｎπxｄx ＝ ２π．

根据夹逼定理，ｌｉｍ
n→∞∑ni＝１

ｓｉｎ iπn
n ＋１i

＝ ２π．

【例 5】 （清华大学 ２０００，北京大学 １９９６，北京大学 ２００１，华中师范大学 ２００２，湖北工业大学，东北师范大

学，西北电讯工程学院）
设 f（x） 在 x ＝a 可微，f（x） ≠ ０，求极限ｌｉｍ

n→∞
f（a ＋１n ）

f（a）
n

．
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【解】　f（a） ≠ ０，不妨设 f（a） ＞０，由于 f′（a） 存在，f（x） 在点 a 连续，
所以，当 n 充分大时， f（a ＋１n ） ＞０，

ｌｉｍ
n→∞

f（a ＋１n ）
f（a）

n

＝ｌｉｍ
n→∞ｅｌｎ

f（a＋１n ）
f（a）

n

＝ｅ ｌｉｍ
n→∞

ｌｎf（a＋１n ） －ｌｎf（a）１
n ＝ｅ ｌｉｍ

t→０
ｌｎf（a＋t） －ｌｎf（a）

t
导数定义 ｅ f′（a）f（a） ．

常考题型 ３　夹逼定理，谁来夹逼

【例 6】 （全国 １９９５数二）

ｌｉｍ
n→∞

１
n２ ＋n ＋１ ＋

２
n２ ＋n ＋２ ＋… ＋

n
n２ ＋n ＋n ＝ ．　　　 强行代入，０· ∞型

【解】∵ １ ＋２ ＋… ＋nn２ ＋n ＋n ≤ １
n２ ＋n ＋１ ＋

２
n２ ＋n ＋２ ＋… ＋

n
n２ ＋n ＋n≤

１ ＋２ ＋… ＋n
n２ ＋n ＋１ ，

而 ｌｉｍ
n→∞
１ ＋２ ＋… ＋n
n２ ＋n ＋n ＝ｌｉｍ

x→∞

１
２ n（n ＋１）
n２ ＋n ＋n ＝

１
２ ，

ｌｉｍ
n→∞
１ ＋２ ＋… ＋n
n２ ＋n ＋１ ＝ｌｉｍ

x→∞

１
２ n（n ＋１）
n２ ＋n ＋１ ＝

１
２ ．

∴原式 ＝ １２ ．

【例 7】　（同济大学等八院校 １９８５，全国 ２０００数二）
设函数 S（x） ＝∫x０ ｜ｃｏｓt｜ｄt，
（１） 当 n 为正整数，且 nπ≤ x ＜（n ＋１）π时，证明 ２n≤ S（x） ＜２（n ＋１）；
（２） 求 ｌｉｍ

x→＋∞
S（x）
x ．

【解】　由于被积函数｜ｃｏｓt｜是周期为π的连续函数，所以可将［０， ＋∞） 分为小区间：
０ ＜π＜２π＜３π＜… ＜nπ＜（n ＋１）π＜…，

对任意正数 x，一定存在非负整数 n，使得　　nπ≤ x ＜（n ＋１）π．
（１） 因为｜ｃｏｓx｜≥０，且 nπ≤ x ＜（n ＋１）π，所以

∫nπ０ ｜ｃｏｓx｜ｄx≤ S（x） ＜∫（n＋１）π０ ｜ｃｏｓx｜ｄx．
又因为｜ｃｏｓx｜是以π为周期的周期函数，在每个周期上积分值相等，所以

∫nπ０ ｜ｃｏｓx｜ｄx ＝n∫π０ ｜ｃｏｓx｜ｄx ＝２n，
∫（n＋１）π０ ｜ｃｏｓx｜ｄx ＝２（n ＋１）．

因此当 nπ≤ x ＜（n ＋１）π时，有　　２n≤ S（x） ＜２（n ＋１）．
（２） 由（１） 知，当 nπ≤ x ＜（n ＋１）π时，有

２n
（n ＋１）π＜

S（x）
x ＜２（n ＋１）nπ ．

∴ ｌｉｍ
x→＋∞

S（x）
x ＝ ２π．

【说明】　在 １９８５年同济大学等八院校考这道题时，没出现第（１） 题，因而难度要大一点，因为（１） 的结果

对（２） 是提示、启发．也就是说，这道题目的国题更容易为学生所接受，所理解．
倘若无第（１） 题，

ｌｉｍ
x→＋∞

S（x）
x ＝ ｌｉｍ

x→＋∞
∫x０ ｜ｃｏｓt｜ｄt

x 　 ∞
∞

—４— 考研数学秘诀



而 ｌｉｍ
x→＋∞

（∫x０ ｜ｃｏｓt｜ｄt）′
（x）′ ＝ ｌｉｍ

x→＋∞ ｜ｃｏｓx｜不存在，
洛必达法则失效，因此只得另寻其他方法，而当我们想到对∫x０ ｜ｃｏｓt｜ｄt 进行估计时，夹逼定理就呈现在我

们面前！
常考题型 ４　无穷小量，年年比较

【例 8】 （全国 ２００２数一）
设函数 f（x） 在 x ＝０的某邻域内具有一阶连续导数，且 f（０） ≠０，f′（０） ≠０，若 af（h） ＋bf（２h） －f（０） 在

h→０时是比 h 高阶的无穷小，试确定 a，b 的值．
【解】 由已知

ｌｉｍ
h→０［af（h） ＋bf（２h） －f（０）］ ＝af（０） ＋bf（０） －f（０） ＝（a ＋b －１） f（０） ＝０，

而 f（０） ≠ ０，∴a ＋b －１ ＝０．

又ｌｉｍ
h→０

af（h） ＋bf（２h） －f（０）
h 　

０
０ ｌｉｍ

h→０
af′（h） ＋２bf′（２h）

１ ＝af′（０） ＋２bf′（０） ＝（a ＋２b）f′（０） ＝０，
而 f′（０） ≠０，∴a ＋２b ＝０，
由

a ＋b －１ ＝０，
a ＋２b ＝０． 　得 a ＝２，b ＝－１．

【例 9】 （全国 ２００１数二）
设当 x→０时，（１ －ｃｏｓx） ｌｎ（１ ＋x２ ） 是 xｓｉｎxn 高阶的无穷小，而 xｓｉｎxn 是比 ｅx２ －１高阶的无穷小，则正整

数 n 等于

（Ａ）１．　　　　　　　　（Ｂ）２．　　　　　　　　（Ｃ）３．　　　　　　　　（Ｄ）４
【解】 x→０时，

（１ －ｃｏｓx） ｌｎ（１ ＋x２ ） ～ １２ x２· x２ ＝ １２ x４ ，
xｓｉｎxn ～x· xn ～xn＋１，

ｅx２ －１ ～x２．

开始阶段，
高数处理

于是 ４ ＞n ＋１ ＞２，n ＝２，选（Ｂ）．
常考题型 ５　连续、间断，左右极限

【例 10】 （全国 ２００５数二）
设函数 f（x） ＝ １

ｅ x
x－１ －１，则

（Ａ）x ＝０，x ＝１都是 f（x） 的第一类间断点．
（Ｂ）x ＝０，x ＝１都是 f（x） 的第二类间断点．
（Ｃ）x ＝０是 f（x） 的第一类间断点，x ＝１是 f（x） 的第二类间断点．
（Ｄ）x ＝０是 f（x） 的第二类间断点，x ＝１是 f（x） 的第一类间断点．
【解】 f（０ －０） ＝ １

ｅ ０－００－０－１ －１ ＝
１

ｅ＋０ －１ ＝
１
＋０ ＝＋∞；　　　　　

强行代入，
定型定法

f（０ ＋０） ＝ １
ｅ ０＋００＋０－１ －１ ＝

１
ｅ－０ －１ ＝

１
－０ ＝－∞；

f（１ －０） ＝ １
ｅ １－０１－０－１ －１ ＝

１
ｅ－∞ －１ ＝－１；

f（１ ＋０） ＝ １
ｅ １＋０１＋０－１ －１ ＝

１
ｅ＋∞ －１ ＝０．
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所以 x ＝０是第二类间断点，x ＝１是第一类间断点，选（Ｄ）．
【例 11】 （全国 ２００３数二）
设函数

f（x） ＝

ｌｎ（１ ＋ax２ ）
x －ａｒｃｓｉｎx ，　　　　 x ＜０，
６， x ＝０，
ｅax ＋x２ －ax －１

xｓｉｎ x
４

， x ＞０，

问 a 为何值时，f（x） 在 x ＝０处连续；a 为何值时，x ＝０是 f（x） 的可去间断点？
【解】　 ｌｉｍ

x→０－f（x） ＝ ｌｉｍx→０－
ｌｎ（１ ＋ax３ ）
x －ａｒｃｓｉｎx ＝ ｌｉｍx→０－

ax３
x －ａｒｃｓｉｎx

洛必达 ｌｉｍ
x→０－

３ax２
１ － １

１ －x２
＝ ｌｉｍ

x→０－ １ －x２· ｌｉｍ
x→０－

３ax２
１ －x２ －１ ＝１· ｌｉｍx→０－

３ax２
１
２ （－x２ ）

＝－６a，

ｌｉｍ
x→０＋f（x） ＝ ｌｉｍx→０＋

ｅax ＋x２ －ax －１
xｓｉｎ x

４
＝４ ｌｉｍ

x→０＋
ｅax ＋x２ －ax －１

x２
洛必达 ４ ｌｉｍ

x→０＋
aｅax ＋２x －a

２x
洛必达 ４ ｌｉｍ

x→０＋
a２ｅax ＋２
２ ＝２a２ ＋４，

令 ｌｉｍ
x→０－f（x） ＝ ｌｉｍx→０＋f（x），有 －６a ＝２a２ ＋４，得 a ＝－１， －２．

当 a ＝－１时，ｌｉｍ
x→０ f（x） ＝６ ＝f（０），即 f（x） 在 x ＝０处连续．

当 a ＝－２时，ｌｉｍ
x→０ f（x） ＝１２ ≠ f（０），因而 x ＝０是 f（x） 的可去间断点．

秘诀 3
（特例法秘诀）

随时拿来随时用，特殊寓于一般中；
Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 任我选，管他春夏与秋冬！

【说明】　在选择题中，若函数、矩阵等是抽象的，特例法有奇效：一分钟搞定，百分之百的正确！这是因为

马克思主义哲学认为：特殊寓于一般中！
常考题型 ６　特例特法，瞬间搞定

【例 12】　（全国 ２００１数三，数四）
设 f（x） 的导数在 x ＝a 处连续，又ｌｉｍ

x→a

f′（x）
x －a ＝－１，则

（Ａ）x ＝a 是 f（x） 的极小值点．
（Ｂ）x ＝a 是 f（x） 的极大值点．
（Ｃ）（a，f（a）） 是曲线 y ＝f（x） 的拐点．
（Ｄ）x ＝a 不是 f（x） 的极值点，（a，f（a）） 也不是曲线 y ＝f（x） 的拐点．
【解】　取 f′（x） ＝－（x －a），f（x） ＝－１２ （x －a）

２ ＋C．故选（Ｂ）．对于客观试题，可
以大胆地使用特例法．

　 特例特法，
瞬间搞定

秘诀 4
（求由递推公式表达的数列的极限的秘诀）

数列极限看两头，　（x１ ，x∞ ）　 看了两头不用愁；
单调有界有极限， 先求后证两步走！

【说明】　“数列极限看两头”，即看 x１ 和 x∞，建议读者研究数列开头的几项和 x∞，问题便一目了然！
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常考题型 ７　递推极限，要看两头

【例 13】　（全国 ２００６数一，数二）
设数列｛xn｝ 满足 ０ ＜x１ ＜π，xn＋１ ＝ｓｉｎxn，（n ＝１，２，…）
（Ⅰ） 证明ｌｉｍ

n→∞xn 存在，并求该极限．
（Ⅱ） 计算ｌｉｍ

n→∞
xn＋１
xn

１
x２n．

【分析】　传统的讲法 ——— 先证后求，即先证｛xn｝ 单调有界，后求极限．
这种讲法由来已久，还将继续延续下去，因为老师这么样，学生也这么讲，学生的学生也这么讲 ……
这种讲法无疑是正确的，但也存在困惑：是单调上升？还是单调下降？界在哪儿？
应该是：强行代入，先定型，后定法．
由 xn＋１ ＝ｓｉｎxn，得　　 ｌｉｍn→∞xn＋１ ＝ｌｉｍn→∞ｓｉｎxn ＝ｓｉｎ（ ｌｉｍn→∞xn）
∴ L ＝ｓｉｎL，L ＝０．x∞ ＝０．
可见｛xn｝↓，以 ０为下界．

强行代入，
定型定法

【解】　（Ⅰ） 因 ０ ＜x１ ＜π，则 ０ ＜x２ ＝ｓｉｎx１ ≤１ ＜π，于是 ０ ＜xn＋１ ＝ｓｉｎxn ≤１ ＜π，　（n ＝１，２，…）
所以｛xn｝ 有界．
又　xn＋１ ＝ｓｉｎxn ＜xn，即　　xn＋１ ＜xn，所以｛xn｝↓，以 ０为下界．
∴｛xn｝ 单调下降且有界，∴ ｌｉｍ

x→∞xn 存在，且由上面的分析求出ｌｉｍ
x→∞xn ＝０．

（Ⅱ） ｌｉｍ
n→∞

xn＋１
xn

１
x２n ＝ｌｉｍ

n→∞
ｓｉｎxn

xn

１
x２n ＝ｌｉｍ

xn→０
ｓｉｎxn

xn

１
x２n ＝ｌｉｍ

x→０
ｓｉｎx
x

１
x２　　（１∞）

＝ｌｉｍ
x→０ ｅ

ｌｎｓｉｎxx
x２ ＝ｅ ｌｉｍx→０

ｌｎ（１ ＋ｓｉｎxx －１）
x２ ＝ｅ ｌｉｍx→０

ｓｉｎx
x －１
x２ ＝ｅ ｌｉｍx→０ ｓｉｎx －xx３

洛必达 ｅ ｌｉｍx→０ ｃｏｓx －１３x２ ＝ｅ ｌｉｍx→０
－１２ x２

３x２ ＝ｅ－１６ ．
秘诀 5

（求渐近线秘诀）
要求渐近线，就是求极限：
水平、垂直和斜的，思考要全面！

三种渐近线

若ｌｉｍ
x→∞f（x） ＝C，则有水平渐近线 y ＝C；

若ｌｉｍ
x→x０f（x） ＝∞，则有垂直渐近线 x ＝x０ ；

若ｌｉｍ
x→∞

f（x）
x ＝k≠０，ｌｉｍ

x→∞［ f（x） －kx］ ＝b，则有斜渐近线 y ＝kx ＋b．

常考题型 ８　渐近线里，三种类型

【例 14】　（全国 １９９１数一，数二）
曲线 y ＝１ ＋ｅ－x

２

１ －ｅ－x２．
（Ａ） 没有渐近线．　　　　　 （Ｂ） 仅有水平渐近线．
（Ｃ） 仅有铅直渐近线． （Ｄ） 既有水平渐近线也有铅直渐近线．
【解】　由ｌｉｍ

x→∞y ＝１，所以有水平渐近线 y ＝１；
又ｌｉｍ

x→０ y ＝∞，所以有铅直渐近线 x ＝０．因而选（Ｄ）．
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【例 15】　（全国 ２００５数二）
曲线 y ＝（１ ＋x）

３２

x
的斜渐近线方程为 ．

【解】　 k ＝ ｌｉｍ
x→＋∞

y
x ＝ ｌｉｍx→＋∞

（１ ＋x） ３２
x
３２

＝１．

b ＝ ｌｉｍ
x→＋∞（y －kx） ＝ ｌｉｍx→＋∞

（１ ＋x） ３２
x

－x

＝ ｌｉｍ
x→＋∞

（１ ＋１x ）
３２ －１

１
x

＝ ｌｉｍ
x→＋∞

３
２ · １x
１
x

＝ ３２

当 t→０时，（１ ＋t） k －
１ ～kt

∴斜渐近线为 y ＝x ＋３２ ．

１畅ｌｉｍ
x→x０f（x） 存在骋 ｌｉｍ

x→x－０
f（x） ＝ ｌｉｍ

x→x＋０
f（x）．

２畅一切初等函数在其定义区间都是连续的．
３畅求极限的方法就是：强行代入，先定型，后定法．这是一个放之四海而皆准的方法．读者不应满足于会求

极限，而应该也一定会达到研制数列的极限、函数的极限的试题！
４畅在求极限前，要对未定式进行初等数学处理和高等数学处理！

题 1　（全国 ２０００数一）
求ｌｉｍ

x→０
２ ＋ｅ １x
１ ＋ｅ ４x ＋

ｓｉｎx
｜x｜．

题 2　（全国 ２００３数一）
ｌｉｍ
x→０ （１ ＋３x）

２ｓｉｎx ＝ ．
题 3　（全国 ２０００数二）
若ｌｉｍ

x→０
ｓｉｎ６x ＋xf（x）

x３ ＝０，则ｌｉｍ
x→０
６ ＋f（x）

x２ 为

（Ａ）０．　　　　　　　　（Ｂ）６．　　　　　　　　（Ｃ）３６．　　　　　　　　（Ｄ）∞．
题 4　（全国 ２００２数二）

ｌｉｍ
n→∞
１
n １ ＋ｃｏｓ πn ＋ １ ＋ｃｏｓ ２πn ＋… ＋ １ ＋ｃｏｓ nπn ＝ ．

题 5　（全国 ２００２数二）
设 ０ ＜x１ ＜３，xn＋１ ＝ xn（３ －xn）　（n ＝１，２，…），证明数列｛xn｝ 的极限存在，并求此极限．
题 6　（全国 ２００５数二）
当 x→０时，α（x） ＝kx２ 与β（x） ＝ １ ＋xａｒｃｓｉｎx － ｃｏｓx 是等价无穷小，则 k ＝ ．
题 7　（全国 ２００１数二）
求ｌｉｍ

t→x
ｓｉｎt
ｓｉｎx

xｓｉｎt－ｓｉｎx，记此极限为 f（x），求 f（x） 的间断点并指出其类型．
题 8　（全国 ２００２数二）

设 f（x） ＝
１ －ｅｔａｎx
ａｒｃｓｉｎ x

２
，　 x ＞０

aｅ２x， x≤０
　在 x ＝０处连续，则 a ＝ ．
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第二章 　 导数与微分

１畅理解导数和微分的概念，理解导数与微分的关系，理解导数的几何意义，会求平面曲线的切线方程和法

线方程，数一，数二中要求了解导数的物理意义，会用导数描述一些物理量，数三、数四中要求了解导数的经济

意义（含边际与弹性的概念）．理解函数的可导性与连续性之间的关系．
２畅掌握导数的四则运算法则和复合函数的求导法则，掌握基本初等函数的导数公式，了解微分的四则运算

法则和一阶微分形式的不变性，会求函数的微分．
３畅了解高阶导数的概念，会求简单函数的高阶导数．
４畅会求分段函数的导数，会求隐函数和由参数方程所确定的函数以及反函数的导数．

导数是一种特殊的商式极限 f′（a） ＝ｌｉｍ
h→０

f（a ＋h） －f（a）
h ．

１畅y ＝f（x） 在点 x０ 处可导痴y ＝f（x） 在点 x０ 处连续；
y ＝f（x） 在点 x０ 处连续痴 y ＝f（x） 在点 x０ 处可导．

２畅导数的几何意义：y ＝f（x） 在点 x０ 处的导数 f′（x０ ） 是曲线 y ＝f（x） 在点（x０ ，f（x０ ）） 处的切线的斜率．
３畅莱布尼兹公式：设 u ＝u（x） 及 v ＝v（x） 在点 x 处具有 n 阶导数，则（uv）（n） ＝∑n

k＝０
Ck

nu（n－k） v（k）．

　 秘诀 6
　　（导数与微分内容秘诀）

导数定义最重要，
导数公式要记牢；
复函求导要剥皮，
隐函求导直接导．

　　　

秘诀 7
（同名导数秘诀）

幂导幂，　　　　　 （ xμ）′＝μxμ－１
指导指， （ ax）′＝ax ｌｎa
弦导弦， （ ｅ x）′＝ｅ x
幂指弦弦雅克西， （ ｓｉｎx）′＝ ｃｏｓx
同名导数雅克西！ （ ｃｏｓx′） ＝－ｓｉｎx

秘诀讲述了导数定义的重要性和函数求导的可操作性：对复合函数求导要明白复合过程，然后一层一层地

求导；对隐函数直接求导，即纳入复合函数的求导．

常考题型 ９　导数定义，永恒考题

【例 16】　（全国 ２００１数一）
设 f（０） ＝０，则 f（x） 在点 x ＝０可导的充要条件为

（Ａ） ｌｉｍ
h→０
１
h２ f（１ －ｃｏｓh） 存在．　　　　　　 （Ｂ） ｌｉｍ

h→０
１
h f（１ －ｅh） 存在．

（Ｃ） ｌｉｍ
h→０
１
h２ f（h －ｓｉｎh） 存在． （Ｄ） ｌｉｍ

h→０
１
h ［ f（２h） －f（h）］ 存在．

【解】　１） 若 f（０） ＝０，f（x） 在 x ＝０可导的充要条件是
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ｌｉｍ
x→０

f（x）
x ＝f′（０）． 导数定义，

永恒考题

由　　　　　 ｌｉｍ
x→０

f（x）
x ＝f′（０）痴 ｌｉｍ

h→０
１
h２ f（１ －ｃｏｓh）

＝ｌｉｍ
h→０

f（１ －ｃｏｓh）
１ －ｃｏｓh · １ －ｃｏｓhh２ ＝ｌｉｍ

h→０
f（１ －ｃｏｓh）
１ －ｃｏｓh ｌｉｍ

h→０
１ －ｃｏｓh

h２

＝ １２ f′（０） 存在；
迟若ｌｉｍ

h→０
１
h２ f（１ －ｃｏｓh） 存在，又ｌｉｍ

h→０
１ －ｃｏｓh

h２ ＝ １２ 存在

当然ｌｉｍ
h→０

f（１ －ｃｏｓh）
１ －ｃｏｓh ＝ ｌｉｍ

x→０＋
f（x）
x 存在，只表右导数存在，排除（Ａ）．

２） 若 f（０） ＝０，f′（０） ＝ｌｉｍ
x→０

f（x）
x 存在痴

ｌｉｍ
h→０
１
h f（１ －ｅh） ＝ｌｉｍ

h→０
f（１ －ｅh）
１ －ｅh · １ －ｅhh ＝f′（０）· （－１） ＝－f′（０）．

迟若ｌｉｍ
h→０
１
h f（１ －ｅh） 存在，ｌｉｍ

h→０
１ －ｅh

h 存在，当然ｌｉｍ
h→０

f（１ －ｅh）
１ －ｅh ＝ ｌｉｍ

x→０±
f（x）
x ＝f′（０），故选（Ｂ）．

３） 若 f（０） ＝０，f′（０） ＝ｌｉｍ
x→０

f（x）
x 存在痴

ｌｉｍ
h→０
１
h２ f（h －ｓｉｎh） ＝ｌｉｍh→０

f（h －ｓｉｎh）
h －ｓｉｎh · h －ｓｉｎh

h２

＝ｌｉｍ
h→０

f（h －ｓｉｎh）
h －ｓｉｎh · ｌｉｍ

h→０
h －ｓｉｎh

h２ ＝f′（０）· ０ ＝０．
即ｌｉｍ

h→０
１
h２ f（h －ｓｉｎh） 存在．

反之，若ｌｉｍ
h→０
１
h２ f（h －ｓｉｎh） 存在，由于ｌｉｍ

h→０
h －ｓｉｎh

h２ ＝０，不能保证ｌｉｍ
h→０

f（h －ｓｉｎh）
h －ｓｉｎh ＝ｌｉｍ

x→０
f（x）
x 存在．

４） 若 f（０） ＝０，f′（０） ＝ｌｉｍ
x→０

f（x）
x 存在痴

ｌｉｍ
h→０
１
h ［ f（２h） －f（h）］ ＝２ ｌｉｍh→０

f（２h）
２h －ｌｉｍ

h→０
f（h）
h ＝２f′（０） －f′（０） ＝f′（０），即ｌｉｍ

h→０
１
h ［ f（２h） －f（h）］存在．

反之，若已知ｌｉｍ
h→０
１
h ［ f（２h） －f（h）］ 存在，推不出ｌｉｍ

x→０
f（x）
x 存在．

常考题型 １０　函数求导，年年都考

【例 17】　（全国 ２００５数二）
设 y ＝（１ ＋ｓｉｎx） x，则 ｄy｜x＝π ＝ ．
【解】　ｌｎy ＝xｌｎ（１ ＋ｓｉｎx），两边对 x 求导，得 开始阶段，初数处理

y′
y ＝ｌｎ（１ ＋ｓｉｎx） ＋

xｃｏｓx
１ ＋ｓｉｎx，

令 x ＝π，得 y′（π） ＝－π，即得　　ｄy｜x＝π ＝－πｄx．
【例 18】　（全国 １９９７数二）
设 y ＝y（x） 由

x ＝ａｒｃｔａｎt
２y －ty２ ＋ｅt ＝５所确定，求ｄyｄx．

【解】　 ｄyｄx ＝
ｄy
ｄt ·

ｄt
ｄx ＝

ｄy
ｄt
ｄx
ｄt
，将 ２y －ty２ ＋ｅt ＝５两边对 t 求导，得
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２y′t －y２ －２tyy′t ＋ｅt ＝０，
∴ ｄy

ｄt ＝
y２ －ｅt
２（１ －ty），又

ｄx
ｄt ＝

１
１ ＋t２ ，

∴ ｄy
ｄx ＝

（１ ＋t２ ）（y２ －ｅt）
２（１ －ty） ．

常考题型 １１　n 阶导数，形式优美．
【例 19】　（全国 ２０００数二）
求函数 f（x） ＝x２ ｌｎ（１ ＋x） 在 x ＝０处的 n 阶导数 f（n） （０）　（n≥３）．
【解】　用莱布尼兹公式．

f（n） （x） ＝（ ｌｎ（１ ＋x））（n） · x２ ＋n（ ｌｎ（１ ＋x））（n－１） · ２x ＋n（n －１）
２！ （ ｌｎ（１ ＋x））（n－２） · ２ ①

求　（ ｌｎ（１ ＋x））（k） ：（ ｌｎ（１ ＋x））′＝（１ ＋x） －１，（ ｌｎ（１ ＋x））″＝（－１）（１ ＋x） －２，
（ ｌｎ（１ ＋x））碶＝（－１）２２！（１ ＋x） －３，…，

由此可得 （ ｌｎ（１ ＋x））（k） ＝（－１） k－１（k －１）！（１ ＋x） －k．
将（ ｌｎ（ l ＋x））（k） 代入①式得

f（n） ＝（－１） n－１（n －１）！ x２
（１ ＋x） n ＋（－１） n－２（n －２）！ ２nx

（１ ＋x） n－１ ＋（－１） n－３（n －３）！ n（n －１）（１ ＋x） n－２ ，
　　再将 x ＝０代入得

f（n） （０） ＝（－１） n－１n（n －１）· （n －３）！ ＝（－１） n－１ n！
n －２．

常考题型 １２　切线、法线，导数搞定

【例 20】　（全国 ２００５数二）
设函数 y ＝y（x） 由参数方程

x ＝t２ ＋２t
y ＝ｌｎ（１ ＋t）确定，则曲线 y ＝y（x） 在 x ＝３处的法线与 x 轴交点的横坐

标是

（Ａ） １８ ｌｎ２ ＋３．　　　　　　　　　　　　　　　 （Ｂ） －
１
８ ｌｎ２ ＋３．

（Ｃ） －８ｌｎ２ ＋３．　　 （Ｄ）８ｌｎ２ ＋３．
【解】　当 x ＝３时，由 ３ ＝t２ ＋２t 解得 t ＝１， －３．
由于 y ＝ｌｎ（１ ＋t） 的定义域为 t ＞－１，所以 t ＝１，y ＝ｌｎ２．应用参数式函数的求导法则得

ｄy
ｄx t＝１

＝
ｄy
ｄt
ｄx
ｄt t＝１

＝
１
１ ＋t

　２t ＋２　
t＝１

＝ １８ ，　　　　　　　　　　
切线、法线，导
数搞定

所以题中曲线在 x ＝３处的法线的斜率为 －８，于是法线方程为

y －ｌｎ２ ＝－８（x －３）．
令 y ＝０，解得 x ＝３ ＋１８ ｌｎ２．
此即为法线与 x 轴交点的横坐标．选（Ａ）．

１畅f′（x０ ） 存在骋f′（x０ －０） ＝f′（x０ ＋０）．
２畅要保留 y′，y″，y碶，… 的自然美，发现规律，即可求出 y（n）．
３畅正如秘诀 ７所说：导数定义最重要！导数的运算法则、导数的应用均由导数的定义导出，要娴熟地用导数

的定义求导数！至于求初等函数、分段函数、复合函数、隐函数、由参数方程所表达的函数的导数，这是最简单

的，类似于机械操作！但要算出一个正确的答案，必须小心谨慎！
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题 9　（全国 ２００５数二）
设函数 f（x） ＝ｌｉｍ

n→∞
n １ ＋｜x｜３n，则 f（x） 在（－∞， ＋∞） 内（　　）

（Ａ） 处处可导． （Ｂ） 恰有一个不可导点．
（Ｃ） 恰有两个不可导点． （Ｄ） 至少有三个不可导点．
题 10　（全国 １９９５数一，数二）
设 f（x） 可导，F（x） ＝f（x）（１ ＋｜ｓｉｎx｜）．若 F（x） 在 x ＝０处可导，则必有

（Ａ） f（０） ＝０． （Ｂ） f′（０） ＝０．
（Ｃ） f（０） ＋f′（０） ＝０． （Ｄ） f（０） －f′（０） ＝０．
题 11　（全国 ２００２数一）
已知函数 y ＝y（x） 由方程 ｅy ＋６xy ＋x２ －１ ＝０确定，则 y″（０） ＝ ．
题 12　（全国 １９９０数一，数二）
已知函数 f（x）具有任意阶导数，且 f′（x） ＝［ f（x）］２，则当 n为大于２的正整数时，f（x）的 n阶导数 f（n） （x）

是

（Ａ）n！［ f（x）］ n＋１． （Ｂ）n［ f（x）］ n＋１．
（Ｃ）［ f（x）］２n． （Ｄ）n！［ f（x）］ ２n．
题 13　（全国 ２００２数二）
已知曲线的极坐标方程是 r ＝１ －ｃｏｓθ，求该曲线上对应于 θ ＝π６ 处的切线与法线的直角坐标方程．
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