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前   言

本书是针对作者编著的《近世代数》(第二版 )所编写的一本学

习指导书。内容以节为单位 ,每节分三个部分 :主要内容、释疑解

难、习题解答。可供学习《近世代数》的自学青年和在读大学生参

考使用 ,更可作为教师教学参考之用。

其中“释疑解难”部分 ,主要是对该节的内容 ,特别是概念和定

理可能产生的误解和疑问作出说明或解释 ,或举出正反两方面例

子 ,以加深理解。“习题解答”部分 , 主要是对本节的习题给出解

答。不过 ,很简单的习题多数略去解答 ,而有的题则只给出证明要

领 ,属于详细提示性的。但一般的习题都给出了详细解答 .

为了使读者能对近世代数中某些讨论对象的背景有深入了

解 ,我们在本书中新增加了第七章“有关历史资料”,主要是介绍与

近世代数相关的一些历史资料和著名数学家。这也可以增加学习

近世代数的兴趣。

今后本书中凡提到“教材”或“本教材”时 ,均指作者所编著的

第二版《近世代数》(2003 年 12 月出版 ) .

又 H≤G均指 H 是群 G的子群 ; H l G均指 H 是群 G的正

规子群 .对子环、理想也作类似规定 .



由于水平所限 ,书中错误和不足之处恳请读者批评指正 .

杨子胥

2004 年元月于济南
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第一章  基 本 概 念

§1  集   合

一、主要内容

1. 集合的表示法 ,子集、真子集以及集合相等的概念 .

2. 集合的交集与并集的定义及其简单性质 :幂等性、交换性、

结合性和分配性 ,等 .

二、释疑解难

1. 集合的概念是德国数学家康托尔 ( G .Cantor , 1845—1918)

于 1894 年所首先建立的 .到现在 ,集合论不仅已成为数学中一个

专门理论和独立学科 ,而且广泛地应用到数学的各个分支中 .

在近世代数中 ,不仅每章每节甚至几乎处处离不开集合 ,由此

可见集合在近世代数中的重要性 .但这只是问题的一方面 .另一方

面 ,我们在这里讲集合主要是为在近世代数中讲最基本的概念群、

环、域作准备 ,而并不是要对集合本身的理论作太多和深入的阐

述 .这是因为 ,在近世代数中只用到集合的一些初步概念 , 诸如子

集、真子集、集合的相等、幂集、交集、并集以及集合的差、余集和它

们的简单性质 ,而并不用到其他 .



2. 读者可能会发现 ,不同的书对“集合”的定义总稍有差异 .

这是因为“集合”是数学中最原始的一个基本概念 ,要真正准确地

定义它则比较困难 ,所以一般的书中多采用先举实例后用归纳和

描述性的方法来定义“集合”.

3. 关于集合 ,要首先注意其元素的确定性 .就是说 ,一个元素

是或不是属于这个集合 ,是完全确定而不能模棱两可的 .例如 , 若

说某年级“全体高个子同学作成的集合”就不合适 .除非事先定一

个“高个子”的严格标准 ,否则无法判断一个同学是不是“高个子”,

也就是是不是属于这个集合 .

4. 关于集合的相等 . 应注意集合相等的概念 ,例如 ,集合

A = {1 , 2 } ,  B = {2 , 1} ,  C= {1 ,1 ,2 }

被认为是相等的集合 ,即 A = B = C .亦即集合中的元素既不讲次

序也不讲重复 .教材中所说两个集合相等就是这个意思 .也就是

说 :

A = B A� B且 B� A .

因此 ,条件“ A� B且 B� A”实际上可作为集合 A 与 B 相等的定

义 .

教材中所说的集合一般均指非空集合 .但有时也可以是空集

合 ,对此应稍加留意即可 .

三、习题 1. 1 解答

1. 证明本节的等式 4) .

证  任取 x∈ A∩ ( B∪C) ,则

x∈ A且 x∈ B∪C . 从而 x∈ B或 x∈C .

若 x∈ B,则 x∈ A∩ B .从而 x∈ ( A∩ B)∪ ( A∩C) .因此

A∩ ( B∪C)� ( A∩ B)∪ ( A∩C) .

反之 ,任取 x∈ ( A∩ B)∪ ( A∩C) ,类似可得 x∈ A∩ ( B∪ C) .

故

( A∩ B)∪ ( A∩C)� A∩ ( B∪C) .
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因此 , A∩ ( B∪C) = ( A∩ B)∪ ( A∩C) .

同理可得 4)中另一等式 .

2. 若 A∩ B = A∩C,问 :是否 B = C ? 把∩改成∪时又如何 ?

解  不一定有 B = C .例如

A = {1 } ,  B = {1 , 2} ,  C= {1 , 3} .

把∩改成∪后也不一定有 B = C .例如

A = {1} ,  B = {2 } ,  C= {1 , 2 } .

3. 设 A是有限集合 ,且 | A | = n .证明 : | P( A) | = 2
n

.

证  因为 | A | = n,故 A 的含 k ( 0≤ k≤ n)个元素的子集共有

C
k
n 个 ,从而 A共有

2
n

= (1 + 1)
n

= C
0
n + C

1
n +⋯ + C

n
n

个子集 ,即 | P( A) | = 2n .

4. 设 A , B是两个有限集合 .证明 :

| A∪ B| + | A∩ B| = | A | + | B| .

证  设 | A | = m, | B| = n, | A∩ B | = k ,则显然

| A∪ B | = m+ n - k ,

由此即得要证的等式 .

5. 设 A , B是两个集合 .称集合

A - B = { a| a∈ A , a瓝 B}

为 A与 B 的 集 .特别 ,当 Y� X 时 ,用 Y′表示 X - Y , 并称为 Y

在 X 中的 集 .证明德·摩根 ( A·De Morgan , 1806—1871 )律 :

若 A , B� X,则

( A∪ B)′= A′∩ B′,  ( A∩ B)′= A′∪ B′.

证  设 x∈ ( A∪ B)′,即 x瓝 A∪ B .故 x瓝 A 且 x瓝 B .从而

x∈ A′且 x∈ B′.  故 x∈ A′∩ B′.

从而 ( A∪ B)′� A′∩ B′.反推上去得 A′∩ B′� ( A∪ B)′.故得证 .

另一等式可类似证明 .
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§2  映射与变换

一、主要内容

1. 映射、单射、满射以及双射的定义和例子 .

2. 变换、单射变换、满射变换以及双射变换的定义和例子 .含

n个元素的集合有且仅有 n ! 个双射变换 .

有限集合双射变换的特殊符号和名称———置换 .

3. 映射下元素或子集的象和逆象 ,映射的相等及逆映射等概

念 .

二、释疑解难

1. 若φ是集合 X 到 Y 的一个双射 ,则φ有逆映射φ- 1 ,而φ- 1

是集合 Y 到 X 的一个双射 ,且根据映射的合成可知 :

φ
- 1
φ=εX ,   φφ

- 1
=εY .

其中εX ,εY 分别为 X 与 Y 的恒等变换 .

应注意 ,在这里不能写成φ
- 1
φ=φφ

- 1
:因为乘积φ

- 1
φ是集合

X 的一个变换 ,而φφ- 1 是集合 Y 的一个变换 ,但 X 与 Y 可能是两

个不相干的集合 ,那么两个不相干的集合它们的变换怎么能谈得

上相等或不相等呢 ! 因此 ,不要说不能写成φ
- 1
φ=φφ

- 1
,同样也

不能写成φ- 1φ≠φφ- 1 ,因为一般而言 ,这是两个不可比较的对象 .

当然 ,如果 X = Y ,即φ是 X 的一个双射变换 ,则φ与φ- 1 都是

X的双射变换 ,此时当然就有

φ- 1φ=φφ- 1 =εX .

此外还应注意 , 如果φ是集合 X 到 Y 的任意一个映射 , 又

B�Y ,则φ
- 1

( B)并不意味着φ有逆映射φ
- 1

(即φ不一定是双

射 ) .在这里 ,此时φ- 1 ( B)只是一种符号 ,即 B 中所有元素在φ之

下所有逆象作成的集合 ,它是 X 的一个子集 , 甚至可能是一个空
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集 .又若 A� X ,则有

A�φ
- 1

(φ( A) ) ,   φ(φ
- 1

( B) )� B .

至于φ- 1 (φ( A ) ) 与 φ(φ- 1 ( B) ) 之间一般无任何关系 : 因为

φ- 1 (φ( A) )是 X 的子集 ,而φ(φ- 1 ( B) )是 Y 的子集 ;即使 X = Y 且

φ是 X 的双射 ,也只能

φ- 1 (φ( A) ) = A,   φ(φ- 1 ( B) ) = B,

此时φ- 1 (φ( A) )与φ(φ- 1 ( B) )即 A与 B 都是 X 的子集 ,它们间也

不一定有什么包含关系 .

2. 关于在映射 (变换 )下元素的象的表示法 .

设τ是集合 X 到 Y 的一个映射 , x∈ X .则 x 在τ之下的象

教材中用τ( x )表示 , 这也是多数书中的表示法 .但也有的书表示

成  

( x )τ 或  x
τ

( 1)

的 .不同的表示方法虽无实质性差别 ,但也会产生一些不同的影

响 ,主要体现在映射或变换的乘法上 .例如 ,若σ是集合 Y 到 Z 的

一个映射 ,则按教材中的规定 ,乘积στ应为 :

στ( x ) =σ(τ( x ) ) . ( 2)

现在简称此为“自右向左乘法”.

若用 (1 )中两个表示法 ,则应为 :

( x )τσ= ( ( x)τ)σ,  xτσ = ( xτ)σ . ( 3)

应注意的是 ,当然不能写成 ( x )στ= ( ( x)σ)τ及 x
στ

= ( x
σ

)
τ

,因为这

两个式子是毫无意义的 (因为σ是 Y 到 Z 的映射 , 而 x∈ X , 故

( x)σ与 xσ 都无意义 ) .另外易知 , ( 3 )中的两种表示法 (分别称为

“自左向右乘法”及“指数表示法”)实质上是一样的 .即使σ,τ是同一

个集合的变换 ,那么“自右向左乘法”与“自左向右乘法”(及“指数表

示法”)也有差异 ,其最主要的是表现在置换的乘法上 .例如 ,设

σ=
1  2  3

2  1  3
,  τ=

1  2  3

2  3  1
.

则按教材中的规定 (即“自右向左乘法”,亦即“先τ后σ”)应为
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στ=
1  2  3

2  1  3

1  2  3

2  3  1
=

1  2  3

1  3  2
. ( 4)

  (先τ后σ)

然而 ,若按 ( 1)中的“自左向右乘法”(即先σ后τ)则应为

στ=
1  2  3

2  1  3

1  2  3

2  3  1
=

1  2  3

3  2  1
. ( 5)

  (先σ后τ)

从而乘积 (4 )与 ( 5)有很大差异 .产生这种差异的原因 ,就是因为元

素在映射下象的表示法不同而引起的 .

这两种表示法究竟采用哪一种好 , 可以说各有利弊 .若采用

τ( x ) ,则符合通常函数的习惯表示法 (通常的函数用 f ( x )表示 ,而

不是 ( x) f ) ,缺点是在做乘法时则需“自右向左乘”,这跟通常行文

自左向右的习惯不符合 ;若采用 ( x)τ,则虽然在做乘法时“自左向

右”符合行文习惯 ,但 ( x)τ表示法本身与函数通常表示法相悖 .读

者在看参考书时应予留意 .

3. 映射与通常函数的关系 .

设 y = f ( x )是任意一个 (实、单值 )函数 , D是其定义域 , Y 是

其值域 .则根据 y = f ( x )我们可以确定一个 D到 Y 的映射 f ,它对

于 D中每个元素 (实数 ) x 都有 Y 中惟一的元素 y = f ( x )与之对

应 .这就是说 ,对任意 (实、单值 )函数都可确定一个映射 ,并且其元

素对应法则也是一致的 .

反之 ,任给一个集合 X 到 Y 的映射τ,是否由映射τ也能确定

一个函数呢 ? 回答是否定的 .这是因为 X 与 Y 不一定是 (实 )数

集 ,从而就不能由τ的元素对应关系来确定一个函数 .但是 ,若 X

与 Y 都是数集 ,则可以根据映射τ来确定一个函数 :

y =τ( x)  ( " x∈ X) .

这个函数的定义域是 X,但其值域不一定是 Y ,而只是 Y 的一个子

集 .教材中已有这样的例子 ,不再重复 .

映射与函数除去以上差异外 ,还应注意 :关于映射必须先明确

所涉及的两个集合 X 与 Y 是什么 ,再明确元素对应法则是什么 ;
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而函数往往是先给出元素的对应法则 (即自变量和因变量的对应

关系 ) ,然后再去找其定义域和值域 .

三、习题 1. 2 解答

1. 设 X = {1 , 2 , 3 , 4 , 5 } , Y = {0 , 2 , 4 , 6 , 8 , 10 } .试给出 X 到 Y

的两个单射 .

解  略 .

2. 设 X是数域 F 上全体 n ( n > 1 )阶方阵作成的集合 .问 :

φ:  A | A|

是否为 X到 F 的一个映射 ? 其中 | A |为 A的行列式 .是否为满射

或单射 ?

解  φ是映射 ,且是满射 ,但不是单射 .

3. 设 A与 B 是数域 F 上两个 n 阶相似方阵 , F[ A]为系数属

于 F的关于 A 的一切多项式作成的集合 .问 :法则

φ: f ( A) f ( B)

是否为 F[ A]到 F[ B]的映射 ? 其中 f ( x )是系数属于 F的任意多

项式 .又φ是否为单射或满射 ?

解  设 B = CA C- 1 ( C 为 F 上 n 阶满秩方阵 ) .若 f ( A) =

g( A) ,则

f ( B) f ( C AC
- 1

) = C f ( A) C
- 1

= Cg( A) C
- 1

= g( C AC
- 1

) = g( B) .

即φ是 F [ A]到 F[ B]的一个映射 .又类似易知 ,φ是单射和满射 ,

从而φ是双射 .

4. 对本节中给出的 3 次置换 ,求出下列各元素 :

1) φ5 (φ3 (φ1 ( 1) ) ) = ?

2) φ6 (φ4 (φ2 ( 2) ) ) = ?

解  略 .

5. 给出整数集的两个不同的双射 .

解  略 .
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§3  代 数 运 算

一、主要内容

1. 代数运算定义和例子 .

2. 变换的乘法及恒等变换 .

3. 一个集合 M的全体变换的集合 T ( M)关于变换的乘法作

成一个代数系统 .而 M的全体双射变换的集合 S ( M)也作成一个

代数系统 ,它是 T( M)的一个子系统 .

二、释疑解难

1. 若�是集合 M的一个代数运算 ,则对 M中任二元素 a , b都

有 M 中一个惟一确定的元素 d 与之对应 ,写成 a�b= d .这实质上

就是加氏积

M×M= { ( a, b) | a, b∈M}

到 M的一个映射 :

�: ( a, b) a�b= d .

应注意 ,这里 a, b可以相等也可以不相等 ,完全是 M中任意的元

素 .又 d必须是由 a 与 b惟一确定的元素 ,而且必须属于 M .

2. 变换是一种特殊的映射 , 因此 , 变换的乘法是由映射的乘

法 (合成 )所决定的 ,即上一节所说的“自右向左的乘法”.关于这个

乘法 ,由下一章将知道 , T ( M)作成一个有单位元的半群 ,而 S( M)

作成一个群 .当 | M| = n时 , S( M)就是所谓的 n次对称群 .

3. 群是有一个代数运算的代数系统 ,环与域是有两个代数运

算的代数系统 .近世代数最主要的任务就是讨论这两类代数系统 .

三、习题 1. 3 解答

1. 设 M是正整数集 .下列各法则哪些是 M的代数运算 ?
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