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亥变函数论

              第一章 集和点集

                        '1 集及其运算

    1．集的概念 在现代数学中，人们已经越来越广泛而深入地用到集的概念．通常把在一

定场合所考察、研究的某些对象的全体称为一个集．例如，自然数全体、偶数全体或素数全体所

形成的数集；又如一1,2,5这三个数组成的数集；平面上第一象限里点的全体所成的点集，等

等一般地，由具有某种特定性质的具体的或抽象的事物之全体组成一集（或者称做集合），其

中的成员称做这个集的元素．

    例如，在代数学中，群、环、域等都是某种集，这种集的各个元素之间具有一定的代数关系；

在几何学中，直线、曲线、曲面等都可以看做是由点所组成的点集；数学分析中的实数集、连续

函数集、某函数的定义域等都是常用的集．

    集是数学的一个基础概念．集论①是研究集的一般性质的，属于数学基础的一个分支．关

于集和元素的严谨的定义，集论的研究范围，这里不予涉及．

    以后常用大写字母A, B, X, Y,⋯表示集，而用小写字母a, b, x, y,⋯表示元素．
    对于一个集A来说，某一事物x或者是集A的元素— 这时，称x属于A，记为xEA；

或者x不是集A的元素— 即x不属于A，记为x百A；二者必居其一

    当集A是具有某性质尸的元素全体时，往往用下面的形式来表示：

                                A＝3xlx具有性质Pi．

例如，方程x2一1二0的解x的全体组成的数集是;xlx2一1=川加 果能够明确写出集A的

所有元素，也可以都列举在大括号里面，例如，上面这个数集就是31，一if．有时也把集IxIXE

E, x有性质P｝改写成E (x有性质P)．例如，设f (x）是E上的一个函数，。是一个实数，通常

把集Ix｝XEE, f(x)<c｝写成E(f(x)<c)．
    下面研究集的关系．

    如果集A中的元素都是集B的元素，那么称A是B的子集，记做A匚B，读做A包含在

B中，或记做BDA，读做B含有A．显然，A匚A．有时为研究问题的需要，引入不含有任何元
素的集合，称为空集，记为必或0．例如，{XIX是实数且z2十1=0｝是一空集．规定空集是任何

    ① 集论的重要文献首先是德国数学家G. Cantor（康托尔）在19世纪末发表的，后来逐步发展成为数学的一个分支，集

论中的某些概念和结果成为近代数学中许多分支的基础．
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集的子集．如果A匚B，而B中确有元素b不属于A,称A是B的真子集．例如，A是平面上以

正有理数做半径的圆的全体，B是平面上所有圆的全体，那么A是B的一个真子集．

    如果ACB，而且又有BCA，这时A, B由相同的元素组成，就是同一集，称A等于B（或

B等于A)，记做A＝B（或B二A)．例如，｛川尹一1二0{＝{1，一if．
    2．集的运算 设A, B是两个集，由集A同集B的一切元素所组成的集称做A同B的和

集，简称为“和”，记做AUB（见图1.1)；所有既属于A又属于B的元素组成的集，称为A和

B的通集，也简称为“通”或“交”，记做A(1B（见图1.1).

      ，麟熟麟黝＿ 厂．畜一飞B
                          A 。 ，1 、论刁 1‘

    一ow BAe
                                  AUB A(1B

                                                  图 1.1

    完全类似地可以定义任意个集的和集及通集．设IAQIaEN｝是任意一组集，其中a是集
的指标，它在某个固定的指标集N中变化，由一切AQ(a任N）的所有元素所组成的集称做这

组集的和集，记做。YAN一也记为纱aaEN，同时属于每个集A,,(aeN’的一切元素所组成的集，
称做这组集的通集，记做。n, A·或少a .aEN
    应该注意，在组成若干个集的和集时，同时是两个或两个以上的集所公有的元素在和集中

只算做一个．另外，当A门B=必时，又简称为A与B不交．当A门B笋必时，简称为A与B

相交．

    不难证明“和”、“通”运算具有下面一些性质。

    1. AUA＝A,AnA=A（和、通的幂等性）；

    2. AUO=A（空集是加法的零元）；

    3.AUB=BUA（和的交换律）；

        A(1B=BnA（通的交换律）；

    4. (AUB)UC=AU(BUC)（和的结合律）；

        (A门B)门C=A门（B门C)（通的结合律）；

    5. (AUB)门C=(A(1 C)U(B门C)（分配律）；

    6．如果ACB，那么对任意的集C成立着
      AUC匚BUC,A门CCB门C（和、通的单调性）．

    在集合之间，除了上面的“加法”和“乘法”以外，下面再引入减法：设A, B为两个集，由集

A中不属于B的那些元素全体所组成的集，称做集A减集B的差集，记做A一B.（注意，这里

并不要求ADB, A一B也可以记做A＼B)．当B匚A时，称差集A一B为B关于A的余集，

记做CAB．当只讨论某个固定集A的一些子集B时，就把A一B简单地记为Bc或C(B)，或

CAB，并称它是B的余集．

    “减法”运算（或称求余运算）显然有下面的性质．

    7．如果A CB，那么A一B=(d;
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一 灬－ 一．－ －．－－ － － ～．一 一．一－－ － ～－－－ ～～－．－ －一 ～～凵－－ － －．－一州－．一 ．－．口．－ － ～－～凵－ － － 一 口．～～．～～－．

    8. (A一B)自C＝(A门C）一（B门C)(“减法，，分配律）；

    9. (C一A）一B=C一（AUB);

    10．如果A匚C,B匚C，那么A一B=A门CAB.
    我们称集（A一B)U(B一A）为集A和集B的对称差，记做AAB.

    11．AUB＝(AAB）U (A门B）．

    以上这些性质都可以从集的“包含”、“相等”、“和”、“通”以及“差”的定义推导出来，其中有

些还可以推广到任意个集的一般情况，这里不一一证明．图形有助于较直观地理解和记忆一些

概念，或者启发人们思考问题，是学习中的一种有效工具，以后将经常采用．但是必须指出，决

不能把图形的示意看成定义或者定理的证明．因为定义必须要用确切的文字叙述，定理的证明

又必须经过严密的逻辑论证．

    下面介绍两个有用的公式— 和通关系式：

    设S是任意一个集，{AQI+EN｝是S中的一组子集，那么有
    12. S一 U Aa＝ 门 （s一A.);                                         (1.1.1)

                        a任N 口〔N

  13.“一。助一。以(S一AQ),                                         (1.1.2)
用文字叙述，就是：和集的余集等于每个集的余集的通集，而通集的余集等于每个集的余集的

和集．（见图1.2)

  A' ;                                                            A 2i           /ig                                           SA2                                                              }}
                                S一（AIUA2)                                     S一（A,nA2)

                                                  图 1.2

    现在来证明和通关系式（1.1.1)和式（1.1.2).

    首先，式（1.1.1)左边是属于S而不属于任何一个A.(aEN）的元素所成的集，因而它属

于每一个集S一A,(aEN)，所以左边是右边的子集；完全类似地可以说明右边也是左边的子
集．这样，式（1.1.1)两边的集相同．类似地可以证明式（1.1.2)，希望读者自己进行分析和论

证．但为帮助读者熟悉论证和表达的方法，下面把证明过程详细写出来．这是用集论方法论证

时常用的方法．读者可以仿此证明上面各条性质1.- 11二

  现证式（(1.1.1)·记“一。罗·为”，记。乳（“一Aa)为Q.这样，只需证明P一Q.
  设，E P,按定义有‘任“而且‘百.罗二因此，对每个“EN,xEA一因而，ES-A,,

(a EN）．即x任Q．这就是说，凡尸中的元素都属于Q，所以尸匚Q．

    反过来，设xEQ，那么对任何aEN有XES一Aa，即xES，而且X }Aa(a E N)，因此

‘百。罗一所以，E“一。罗a=P·这就是说，凡Q中的元素必属于P,所以QCP.综合起
来就得到

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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                                      尸＝Q。 证毕

    式（1.1.2)的证明是类似的，略去．

    3．上限集与下限集 设All A2, ..., An,⋯是任意一列集．由属于上述集列中无限多个集

的那种元素的全体所组成的集称为这一列集的上限集，记做lim A，或lim supAn；而由属于集列

中从某个指标no(x)(这个指标不是固定的，与元素x有关）以后所有集A，的那种元素x全
体（即除去有限多个集外的所有集A二都含有的那种元素）组成的集称为这一列集的下限集，

记做limA，或lim infAn．显然，

                                五                                mAn ClimAn．
                                                                                          ． ”

    例1设A� (n=1,2,...）是如下一列点集：
                                      「＿‘ 1 〕 。j、

                              A ，二！0.2一厂 今一万 ｝．n二0.1.2,⋯
                                “‘                                n十  i   L ’一 2n＋1J,‘“ 一’一’一’

                                          厂＿＿ 1刁

                      A2n＝Lo, 1＋云」，n＝1, 2,‘·‘
试确定;An｝的上限集和下限集．
    因为闭区间【0,1]中的点属于每个An, n = 1, 2, ---，而对于开区间（1,2)中每个点x，必存

在自然数no(x)，使得当n > no(x）时，
                                                1 ， ／， 1

                                    1十子从＜x越2一丁亠二．．
                                      一 2n 一 ”一 2n＋1’

即当n>no(x）时，x E A 2n，但xEA2，十，．换句话说，对于开区间（1,2)中的x，具有充分大奇
数指标的集都含有x，即I An｝中有无限多个集含有x，而充分大的偶数指标的集都不含有x,

即;An｝中不含有x的集不是有限多个．又区间〔0,2)以外的点都不属于任何A�，因此

                          limAn＝[0,2)， limAn＝[0,1］．

      ，，＿ 、。 ． 「＿j 1} ＿＿ 、 。、。一，，j一。、二、＊ 二。二，，

  例2设A� =沙,1十言」，”一1,2,-⋯类似于例1中的讨论，立即得到
                              iimA.＝11MA n＝[0,1］．
                                                                                      砚 ”

    集列｛A�！的上限集与下限集都可以用集列{A，丨的“和”、“通”运算表示出来．它们的表达
式是：

                      lim sup A�＝月；月，A二· （1·1·3)

                      lim inf A�＝月1刀”A,n· (1·1.4)

  现在证明式（1.1.3)·记P一‘im sup An, Q一月，月户二·对于P中的任何元素‘，由上限
集的定义，x属于！An｝中无限个集，不妨设x同时属于集Ant, Ant, ..., An,，一，nk<n＊十1(k=

‘，“，⋯）·因此，对任何自然数”，当nk”时，xEAnkC月户，。，所以，E月1月价m，从而得
到P匚Q．反过来，在Q中任意取一个元素y，今证明在｝A，｝中必有无限个集同时含有y.事实

上，取”一‘，因为，e裂i An,，所以必存在自然数”：使得，任A�i，其次，又因为，E

二Um=n十：An,，所以必存在自然数”，＞刀‘，使得，E A� Z，这样一直进行下去，得到一列自然数
Ink I,nl<n2<'二＜nk（一而集A�, , A�Z，一A� k,⋯都含有元素y.因此，yEP·于是又有
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Q匚尸．总起来得到尸＝Q．

    读者可以完全类似地证明式（1.1.4)．证毕．

    由和通关系容易得到：

    14．设3 An｝是任意一列集，S是任意一个集，那么

                              S一limAn = lim(S一An).                      (1.1.5)
                                                                                            月 刀

                              S一lim4n =1im( S一An).                      (1.1.6)
                                                                                            ” ”

    如果集列｛An｝的上限集和下限集相等，即

                                      limA.＝limAn，
                                                                                              洲 n

那么就说集列I An｝收敛，这时，称A二』imAn = limA，是集列{An｝的极限（或极限集），记为A
                                                                                        助 ，召

＝lim An．

  如例2中的集列［0,1+青」，n一1, 2,⋯就是收敛于极限〔0,11.
    单调集列 如果集列IAn｝满足

                          A，匚A，十1  (AnDA”十1), n二1, 2,⋯

那么称3An｝是单调增加（减少）集列．单调增加与单调减少的集列统称为单调集列．容易证明：
单调集列是收敛的．

    如果{An｝是单调增加的，那么

                    丨imAn      U， An+oo       n=1·
    如果;An｝是单调减少的，那么

                      丨imAn =，月IAn·
    4．函数与集 设X是一个不空的集，如果f把X中的每个元素x都对应于一个实数（或

复数）f (x')，则称f是定义在X上的实（或复）函数，有时也记为f(")．与数学分析中完全类
似，可以定义一般集上的两个函数f,g的和f+g、差f一9、积f-g，以及绝对值函数｝川等，

同样还可以定义函数列3几(x)｝的收敛，等等．与过去惟一不同的只是现在的自变量x是在一
般的集合X上变化，而不一定是在实数集或复数集中变化．

    在实函数论中，利用集来分析函数性质时，常要用到下面类型的集．当集E上的一个实函

数f给定以后，对于任意给定的实数‘，按；1.1中所说的记号，记

                          E(f>c）＝｛x｝xEE，f(x)>c｝，

                          E(f>‘）＝3x｝xEE，f (x）＞‘｝，

等等，它们都是由f决定的，而且是与f有密切联系的集。为了后面第三章的需要，现在先让
读者对这些集的性质、运算作一些了解和准备．例如，它们有如下关系式：

    1．E(f>c）UE(f<。）＝E；

    2．E(f>。）(1 E(f<d）＝E(。＜f <d）；

    3．E (f2＞。）二E(f>,F）UE(f＜一IFC），（cio)；
    读者无须记住这些性质，只要逐步熟悉这种处理方法即可．

        ＿，，、 、 ．气＿｛＿～ ．1丨 ，jJ一
  4·E(f>c）＝尸1引f >c＋刘· (1.1.7)
    证 只证明等式（1.1.7)．当xEE(f>c）时，f(x)>c，所以必有自然数二，使得f(x)>
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  ．1 。 “． ，＿1＿、 ＿1丨。。，二 ，月＿＿、，‘一。。 “ ‘一一二‘二

“＋言，因此‘EE丨f >c＋言），即等式（1.1.7）的左边的集包含在右边集中·

  另一方面，如果二。>U: E（f>c+ 1l，必然存在某个·，使二。：（。·十nl，这时自然
有f(x)>c，所以xEE(f>c)．也就是说，式（1.1.7)右边的集也包含在左边集中．因此式
(1.1.7)成立．证毕．

    5．设函数列3几｝有极限函数了，那么

                        一·－一 里，．一1一， ．1丨                E(f<c）一刀；黔E（f�<c十言｛· (1.1.8)
  证如果二CZ E(f<c)，那么对任何自然数＊,f（二）＜。＋令．因为f（二）是f（二）的极      一 ”一’－一一一、J ～一丿’‘一’一“ ’一’‘”‘” ”’J、一丿 一 k’一 ～ J“一丿’一 Jn、一尹”砂灬

限，所以必有自然数N，使得当二）N时，fn（二）＜。十今．这就是说，当，>N时，二E’r一”‘’一 一 ’‘～‘’”～、一” ” ’一‘一 ”“ ” ‘’J”、一产 一 k’一 ’“‘一v“’一 ’“一 ‘”’刂’“

＿丨＿， ．1丨
E｝fn<c＋士i．即一、J”～一 k］’一’

                                一，．一1＿， ．1丨
                              x E lim E丨几簇。十士｝．
                                      一一言蕊一、in～一 k1’

因此，式（1.1.8)左边的集包含在右边的集中．

  反过来加果二。＿n＿ lim刻 fxc+引，那么对一切，，二。血司几<c+limE(f 引，这时必    一－一‘’一’‘’r’‘’－一一k=1 ,-一、J”～一 k）”－．一 ‘‘ ”’、’一～�w+一、丿n～” k%’一一‘～

有自然数、，使得当·）、时，二。E（fn<c十k,，即。二）<c十1k．令一，因而对－
切自然数、,f二）<c+今．令＊～co，就得到f(二）<c．这就是二E E(f<c)．因此式（1.1.8)”～‘’，、“、’一护J“一产～一 k’、‘” ‘““”一‘J、一丿～一’一 “～‘～ 一～一、J～一产’一一‘、、一’一”丿

的右边含在左边集中．所以式（1.1.8)成立．证毕．

    像这样由函数所产生的集的关系可以举出很多，读者自己也可以列举并加以证明．用点集

分析的方法来研究函数时，离不开这些重要的集以及它们的关系式．反过来，有时也常会遇到

要用函数来研究集的性质．下面的特征函数便是这方面的一个重要例子．

    5．集的特征函数 设X是一个固定的非空集，又设A是X的一个子集．作X上的函数

              ‘·‘二，一｛I1, }二EA                            ~̀9、一 m，当x百A

称XA(x）为集A的特征函数·显然子集A完全由它的特征函数所确定，就是说，当XA(x）三
XB（x）时，A＝B．

    特征函数与集之间有下面一些常见的重要关系．

  1·A一X等价于XA(x）三1;A二必等价于XA(x）三0.
  2. A匚B等价于XA(x)簇XB(x);
      A二B等价于XA(x)＝X抓x).

    3. v二 （x)=maxv．(x). v＿．(x）二min-/ _ (x).
                V＿ n a〔N ’．月＿ 夕． I I_井. 。〔N J．月．

    4．设｛A�｝是一列集，那么①

    ① 设｛an｝是一个实数列，则！anf中收敛子数列的极限值（包括a.-Co或‘～一00的情况）的最大值称为丨aAf的上限

或上极限，记作lim an.

    同样，收敛子数列的极限值的最小值称做下限或下极限，记为Jim an．详见本章'5.
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                  x砂二（x）一丨兜xA，（x）· （‘·1·9）
                  x娜，（x）一黑x，，（x）· （‘·‘·‘0）

    证 性质1，2，3的证明留给读者完成．下面只证明性质4的第一式（1．1．9）．（式（1．1．10）

可类似地证明）．

  如果X应。（x）一l，N阝么二钊兜An．这就是说序列风｝中必有无限个集包含二，从而数
列｛y，（x）｝中必有无限个是1．因此，hm丫，（x）＝1．把上述推导的顺序反过来也就证明了：
一’几A，、一‘” 一’‘一’‘一’‘一 ’一一’开瑞凡A，‘一尹 一’谬～一一‘脚’，”J‘仍’丬一一‘’一～灬一zJ“’

如果棘介，（x）一‘，那么‘厄A，（x）一‘，所以在‘中使函数贩耘，（x）取值为‘的元素与使
‘厄A，（x）取值为‘的元素一致。但函数‘反A，（x），应xA二（x）的值不取‘便取0，因此‘中
使这两个函数分别取值为0的元素也一致．所以这两个函数完全相等．证毕．

  5·设｝A·｝是一列集，那么极限悠人存在的充要条件是悠耘。（‘）存在，而且当极限存
在时

                  x恶A二（x）一｛兜x，，（x）·
                                        习 题

    1．证明：（1）A门（BUC）＝（A门B）U（A门C）．

            （11）AU（B门C）＝（AUB）门（AUC）．

    2．证明：（I）A一B＝A一AnB＝（AUB）一B．

              （1丨）A门（B一C）＝A门B一A门C．

            （i1！）（A一B）一C＝A一（BUC）．

            OV）A一（B一C）＝（A一B）U（A门C）．

            （v） （A一B）门（C一D）＝A冂C一（BUD）．

            （v1）（A一B）U（C一D）＝（AUC）一（BUD）．

            初亦A一（A一B）＝A门B．

    3．（0等式（A一B）UC＝A一’（B一C）成立的充要条件是什么？

      （11）证明：（AUB）一C二（A一C）U（B一C）．

              A一（BUC）＝（A一B）门（A一C）．

  4·证明：（‘）（．罗·）一B一。以（A一B）·
        （，，）（。助·）一B“。吼（A一B）·

    5．设｛A二｝是一列集，
                                                                ．一1

  （‘）作BI一A，，B，一A二一（月产·），（”＞‘）·证明｛B，｝是一列互不相交的集，而且

                      月，A一拭B。，，一1，2，·⋯
    （11）如果！A，｝是单调减少的集列，那么

            Al＝（Al一AZ）U（AZ一A3）U⋯U（A，一A，＋1）U⋯U（月，A·），
并且其中各项互不相交．

  6·设AZ，一；＝（。，刹，AZ，一（0，·），一1，2，⋯，求出集列，A。｝的上限集和下限集．
    7．设1几（x）｝是区间E＝【a，b］上的实函数列

                                fl（x）镇介（x）簇⋯镇几（x）（⋯，

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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又设fn (x）具有极限函数f (x)．证明对任何实数：，有

                      E(f(x)>c）一月IE(f�(x)>c)·
    8．证明：(1) AoB=(AnB̀)U(À nB).

            (ii) A U B＝(AAB)U(AnB)．

        (iii) XAIB(x)＝IXA(x）一XB(x) I·
        (Iv) AoB＝｛x｝XA(x)O XB(x)I"

    9．设f (x）是E上的一个函数，‘是任何实数，证明

    (1) E(f>c)UE(f<c)＝E, E(f>c)＝E(f>c)UE(f=c)．

    Ui) E(f>c)nE(f=c)＝0．

    (iii)当。＜d时，E(f>c)门E(f<d)＝E(c< f<d）．

    (v)当。>0时，E(产＞。）＝E(f>f）UE(f<-f）．
    (v)当f >g时，E(f>c)::D E (g＞。）．

    10．设集E上的函数列I fn｝具有性质fi(x)<f2(x)<...< f�(x)<...，并且limf�(x)=f(x)．证明：

                    E(f<c）一nI E(f�<c）一辣E(fn<c).
    11．设f是定义在集E上的函数，。是任何实数，证明：

  （’）E(c<f(x)）一月，E(c<f(x)<c＋n）·

  （，，）E一U1 E（一n<f(x)）一,U r E(f(x)<n).

  (III)：（，＜‘，一户，：（、一nl
    12.设x是固定的集，A CX,介(x）是集A的特征函数，证明：
    (i) A＝x等价于XA（二）=1, A＝必等价于XA(x)=0;
    (ii) A匚B（匚X）等价于耘(x)簇XH(x);
      A＝B等价于耘(x)=X舒x);
    (iii) X u＊(x)＝哪xXA (x)；

      X n，(x)＝mirIXA (X)；

  Ov)设丨A� f是一列集，那么极限lim A�存在的充要条件是lim XA， (X)存在，而且当极限存在时有
                      X叭（’）一恤XA， (x)·

    13．证明和通关系式

                        “一。ENAQ＝aU（“一Ao).
    14．设F, E1及EZ是任意三个集，记F,=Fn(E,n暇）‘，证明：

    (i) F,门E,门Ez＝F冂El门Ez．

    UO Fl fl E1 fl E$二0．

    (iii) Fl门EinE2＝F门El门Ez．

    Gv) Fl (1 E、门Ei＝F(1ÈinEZ．

                        '2 映照与势

    1．映照 前面已叙述过一般集上的函数概念．现在研究比函数概念更一般的集之间的另

一种关系— 对应关系，也就是一般的函数关系．
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    定义 设A, B是两个非空集，如果存在一个规则91，使得对于A中任何一个元素x，按
照规则p，在B中有一个确定的元素y与x对应，记为

                                                  沪：x I---y·

那么称这个规则CP是从A到B（中）的映照（也可称为映射），元素y称做元素x（在映照p下）

的像，记做y= T(x)，或y二Ipx．对于任一个固定的y称适合关系y=抓x）的x全体为只在

映照沪之下）的原像·集A称做映照p的定义域，记为驭p）或9p．设C是A的子集，C中所
有元素x的像y的全体记为4pc或可C)．称它为集C的像，称扒A）为映照p的值域，也记为

叫P)．有时为了简便起见，常把叭p)=A到眠沪）匚B的映照写成

                                      p：A一B．

    如果p(A)=B，就称9是A到B上的映照．显然，如果p是A到B上的映照，那么9是
A到B中的映照，但其逆一般不真．

    特别地，如果值域B是一数集（实数或复数集），这时映照p就是前面说的定义在集A上
的函数．如果A, B都是数集，它们之间的映照就是数学分析中所研究的函数了．由此可见，映

照概念实在就是函数概念的推广．

    除了普通的函数是一种映照而外，其他的，如定积分可以看做可积函数到数集中的映照，

求导函数的运算（微分）可看做可微分函数集到函数集中的映照，而线性变换就是n维向量空

间到n维向量空间的映照；又如代数学中的同态映照、同构映照等，从更广泛的意义上说，任何

一种运算也可以看做是映照．再看几个映照的具体例子．

    例1 设A＝（一oo.00).B=（一00,00)，符号函数

                                              「 1.  x >0

                                    signx＝悦 0,  x＝0

                                            l一1， x＜0

是A到B中的映照．

    例2 设A是平面上所有圆组成的集合，B是平面上所有点的全体，令p表示圆与其圆

心之间的对应，沪就是A到B上的映照．
    例3 设D2是直线上的二次可微函数全体，B是直线上的函数全体，a, b,。是常数，定

义D2到B中的一个映照91如下：
                                dZ＿，、二 d＿，、． ＿，、＿，＿，

                  (p:f(x)F--a Z f(x）＋b岁了(x）＋cf(x），fED̀．                                    一dx 、－－ 一dx'、一’ 一J、一‘’J一一

当。、时称＊为二阶微分算子，简记＊一。dZz+b资＋。．                    ．＿．，－－－－．－，·－－一T 一dx‘ 一dx

    例4设E”是二维欧几里得空间，(k,;)是给定的n阶方阵，作E”到En中的映照91如
下：

                                  91：x }--Kx，x任En．

其中x＝(x1) -r xn)，又

              ，·＊（二）一Kx一（Z kljxj,⋯，Z k.Tx1）．
                                                                  i=1                                            i=l

    例5 设C[0,1]是区间。<x<1上所有连续函数全体，R‘是直线一00<x<00,x。是

[0,1]中的一个定点，作映照

                          }o：f(x）t--f(xo)，fEC[0,1]，
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则p就是C[0,1〕到R’上的映照．
    2．映照的延拓 映照和它的定义域有关．在小范围有意义的映照，在较大范围内未必有

意义，一般地

    定义 设9"o分别是定义域9p, 9，到B中的映照，如果9，匚9，，而且对于9，中的每个
元素x成立着

                                %(x)＝可x)．

即0与v在9，上一致，就称映照0是映照91在外上的延拓，记成p匚0，这时称91是0在乳
上的部分或限制，记为}o=oI9·

    例6 设f (x) =sinx,0<x<7r;又设g (x）二｝sinx，一-<x<-，那么9(X）就是f(.x' )
在（一00,00）上的延拓．或g二f } [o,nl

  例，设，（二）一交二·，！二．<1,g（二）一亠，二，1．解析函数。（二）就是，（二）的延拓．
          一J、一’ 昌 一’‘一’一’。、一‘ 1一z’一‘一““灬’～’6、一/".- j、一／”J～“’

    完全类似地可将复合函数的概念拓广，而定义复合映照概念．这里不拟多说．

    3．一一对应 在各种映照之中，下面要着重讨论一下一对一的映照．

    可逆映照 设p是A到B中的映照，若对每一个yE州p), A中只有一个元素x适合
扒X) =Y，就说T是可逆映照．换言之，对A中任意两个元素x1, x'2，当x1井x：时，必有
州XI)并州X2),那么p就是可逆映照．关于“可逆”的名称，下面将作解释．

    例如，（一00 , co）上的函数P(x）二sinx, p (x）二x2都不是 ，。（二）
（一00,00）到（一00,00）中的可逆映照．显然任何一个严格单调函

数都可以看成它的定义域到值域中的可逆映照．又如（0,1]上的函 ／

数（见图1.3) ／

                                  丨x．0<x＜1 ／
                            9kx，一 、＿ J ＿／
                        一一 l0, x＝1                         a －一 一－一～卜

是（(0,1]到［[0,1]中的可逆映照． 0              1
    定义 设＊是集A到集B上的可逆映照，则称p为A到B 图1.3

（上）的一一对应（或一对一的映照）．

    换句话说，p是A到B的一一对应意味着对于A中任何一个元素a，有惟一的b=9p(a)
EB，而且对B中每个元素b，必在A中有惟一的元素a，适合杯a)＝b.
    例如，上面的函数9(x）就只是（0,1]到【0,1]中的可逆映照，而不是（0,1]到【0,1〕上的一

一对应．这是因为【0,1]上的点1找不到原象．但g(x）却是（0111到［[0,1>上的一一对应．其

实，俘何可溥呼琴＊下牢晕驭＊）到眠＊）的丁下对廖·
    逆映照 设91为A到B中的可逆映照：

                          }o: A＝叭 (p ) -叭 cp）匚B．
作眠p）到叭p）的映照0如下：如果

                          p：x t---y, x任W O，y任,R( }o）．
则令

                                          沪：y冖x·

由于91是可逆的，根据可逆映照的定义，对于每一个y，与它相应的x是惟一的，因此0是定

义好了的．0实现了从R(P)到9(-p）上的映照，称0为p的逆映照，记0为CP-I:
                            沪一1：眠讨‘叭妙·
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显然，9(‘')=R(P),R(p一‘）=g(T)．因此可逆映照必有逆映照，这也是取“可逆”这个术语
的原由．

    逆映照是反函数概念的拓广．

    例如，任何一个严格单调函数f(x）的反函数f -'(x）可以看成映照f(x）的逆映照．又如

A是〔0,1]上具有连续导函数而且在。点其函数值为。的函数全体，91是求导函数这个映照，
即

              ＊：f(二）＊方（二），f(二）。A．
显然91是A到C[0,1]（见例5)上的一一映照，而其逆映照就是求不定积分

              ＊一‘:g(x)＊丨；g(c)dt·
    设x是一固定集，.,u是x的子集的全体，,N是相应的特征函数的全体，作映照

                          P:A}--耘，ACX．
它就是..61到方之间的一一对应．

    4.势 事物的多或少的概念，是通过比较形成的．如果两个集的元素都能完全罗列出来，

往往很容易比较出哪一个集的元素多，哪一个集的元素少．例如，教室里的桌子都摆整齐了，学

生一个人坐一个位置．如果所有的学生全都坐下之后还有座位空着，那么桌子比学生多，如果

坐满后至少还有一个学生没有位置坐，那就表示学生多于桌子．如果既没有空桌子，也没有学

生站着，那就表示学生与桌子数目相等．对于在教室坐位置这个问题上，就得利用学生和座位

的对应来研究“学生集”和“座位集”中元素的多少．这里并不需要知道学生的数目或座位的数

目．但是，如果要弄清一间教室的座位的数目，就是要把这教室里的座位与自然数集

                                  ｝1, 2, 3,⋯，n，⋯｝

依次进行比较，每个位置都给一个编号，最后一个位置的编号就是这间教室内座位的数目．但

有些集并不能这样地赋予一个数目．例如，全体偶数所成的数集，虽然不能赋予一个有限的数

目，但是可以把偶数集中的元素编号，每个偶数都有一个且只有一个编号，不同的偶数编号不

同，例如，偶数2n的编号为自然数n．打个比方说，有像全体自然数那么多的位置，把偶数依次

放在各个位置上，就会恰好一个位置放一个偶数，而没有任何一个偶数找不到位置，只要把2n

放在第n个位置上，n =1, 2,⋯依次放下去就一定是这样．可以说偶数和自然数“一样多”．虽

然如此，但是偶数却只是自然数的一部分．奇数全体所成的集也与自然数“一样多”．如果考察

实数全体所成之集R'，那么，后面会看到，不能只用自然数“编号”的办法来建立“数目多少”的
概念．还得进一步抽象，用别的集中的元素来编号，这就要引进“势”的概念．这样的“编号”是一

种一一对应，“势”是用来反映“数目多少”的．在适当定义的“势”的概念之下，势相等的两个集

可以把它们的元素看做“一样多”．做出势的定义的最适当的工具是两集之间的一一对应．

    定义 设A, B是两个集，若存在A到B丰的一个一 对应沪，则称A与B是对等的（或
相似的），记为

                                                                                                    甲

                                                A--B，

或简记为（A-B)．我们规定空集和自身对等．

    例如 奇数集 ｛1, 3, 5, ---,2n -1, --- f
          偶 数集 ｛2,4,6, ---,2n, ---I

          自然数集 ｛1,2,3,...， n,...}
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是彼此对等的．

    显然，对等关系“一”具有下面三个基本性质：

    1. A -- A（自反性）；

    2．若A一B，则B一A（对称性）；

    3．若A一B, B一C，则A一C（传递性）．

    此外还有下面的一个性质，虽非基本，但很重要．

    4．设｛AaIAEAI, IBxIAE川为两族集，A是它们的指标集，设对每一个.1EA,A；一

Bx，而且集族｛Ax｝中任何两个集不相交：Ax门A，二0(AOp,A,,uEA), IBx｝中任何两个集也
不相交，那么

                      ＊以A＊一＊以Bx·
    此性质读者不难自行证明．

    前面已经说过，若T是A到B中的可逆映照，在A与B之间虽未必是一对一的，但lp实
现A到眠沪）上的一一对应．因此A与B的子集R(p）对等．
    欲判断两集对等，常用下面的定理．

    贝恩斯坦（F. Bernstein,1898 )定理 设A, B是两个集，如果A对等于B的一个子集,B
又对等于A的一个子集，那么A与B对等．（见图1.4)

                                B, B，
                B 、 ，、一 ，，－

  ‘下A1-AZ AZ AZ-A3 A3   ,}一 A�匚二A�+3,.,D
                                      甲 甲

                                图1.4  Bernstein定理证明示意图

    证 由假设，存在A到B的某子集B：上的一一映照Ti，又存在B到A的子集A：上的一
一映照SP 2，因为BICB，记A2二P2(B1)．显然9P2是B1到A2上的一一映照，即

                                                        几 吸

                            A一B1一A2  (A2CAi)．

作映照v；和沪：的复合映照9如下：当xEA时，T(X) = }02(-pl(x))．那么(P实现了A到A2
上的一一对应．因为A：是A的子集，A3二杯A1）是A：的子集：

                      A1二A3（丸(--A2)，
照这样逐步进行下去，就得到一列的子集：

                              A::)A1::)A2::)A3::)，二:)A, ,D⋯

而在同一个映照p之下，有

                                  A一A2一A4一二’，

                                  A1一A3一AS一·⋯

这样就可以将A分解为一系列互不相交的子集之和：

                  A＝(A一A1)UA1＝(A一A,) U (A,一A2)UA2
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                    ＝(A一A,)U(A,一A2) U (AZ一A3) U⋯U D.

此处D二A1nA2nA3n...；同样地有

                  A1＝(AI一A2)U(A：一A3) U (A3一A4)U...UD.

由于映照91是一对一的，容易看出：
                                  A一A1一A2一A3

                                    A1一A2一A3一A4

                                  A，一A�+i一A。十2一A，十3

显然，可以将A,A1的上述分解写成

    A＝DU(A一AI)U(Al一A2) U (AZ一A3) U (A3一A4) U⋯，

    A1＝DU(A2一A3) U (A；一A2)U(A；一As)U(A3一A4) U· - .

它们的对应项在映照p之下是对等的，根据对等关系的性质4，立刻知道A一A1．而A：一B,
所以A一B． 证毕．

    有限集和无限集 数量上的有限或无限是人们常常要用的重要概念，不可以没有明确而

严格的数学定义．

    设n为一自然数，记M，为最初n个自然数的集

                                  Mn＝{1，2,⋯，n｝，

设A为一个集，若A为空集或与某个M，对等，那么称A为有限集．当A一Mn时，称n为A
的计数（也就是A中元素的个数）．规定空集的计数为零．

    这里需要证明，对于每个有限集，它的计数是惟一的．

    引理1集M，与其任何真子集不对等．

    证 利用数学归纳法来证明这个引理．

    当n=1时，显然M；的真子集只能是空集，故M：不与其真子集对等．

    设k为一自然数，而且呱 不与其真子集对等．今证呱十1也不与其真子集对等就好了．

假若不然，便有呱十，到它的真子集M’上的一一映照沪，记p(k十1）二l．分三种情况来讨论．
    （I）若l=k＋1，此时在呱十1与M‘中都删去k＋1后分别得到集风 与丫，p在呱上

的限制成为Mk到M“上的一一映照，但M-(-Mk，而且M, k:}-- M"，这与归纳法假设冲突．

    （n）虽然l笋k+l，但k+l任M’．此时设k＋1二杯m)，在叭十1上作映照必如下：
                                    （。（，）． ，铸m．又，举k＋1

                        抓，）二悦 l， ，＝m
                                      (k＋l,  v＝k＋1

易知沪与沪同为Mk十1到真子集M‘上的一一映照，由于,G(k + 1)二k+1，即必适合情况（I ),
所以（II）也是不可能的．

    (III）若l并k+1,k+1百M‘．此时从呱十I中删去k＋1得到呱，再从M‘中删去l得到

一个集M“，显然可视沪为Mk到它的真子集丫的一一映照，由归纳法假设，这也不可能．
    总之，Mk+i不能与其真子集对等．证毕．

    系 有限集决不与其真子集对等．

    由此可得下面定理1.
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