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前　　言

  吴光磊编“空间解析几何简明教程”和吴光磊、田畴编“平面

解析几何补充教程”是在北京大学数学系按照1965 年高等学校理

科数学、力学、天文学编审委员会扩大会议拟定的“高等学校数学

专业解析几何简明教程参考提纲(草案)”编写的,原拟作为综合

大学和师范学院数学专业的教材。不幸的是,这两本书于 1966 年

5 月和 6 月出版后,立即遭遇“文化大革命”,因而未能起到预期的

作用,甚至使之鲜为人知。直到 1977 年恢复高考后,本人于中国

科学技术大学数学系为 1977 级开设解析几何课程时才得以选用

这两本书作为教材。此后,中国科学技术大学数学系一直沿用这

一教材。本教材最大特点是简明和适于教学。凡讲过这本书的老

师都认为这是一部好教材,当然,在使用过程中也发现一些值得改

进之处,修订本书的目的是为使之得到完善和补充,更适应当前的

教学要求,发挥这一教材应有的作用。

修订主要有四个方面。修订之一是关于向量的内积和外积的

性质的证明,原书坚持先引进坐标表示的讲法固然很有特点,但讲

起来比较别扭,因为它不符合一般的认识规律,即使在吴先生过去

的教学实践中也从来没有这样讲过。修订之二是关于平行坐标

系。以直角坐标系为主是原教材的基本思想之一。无疑这是正确

的,因为理解透了直角坐标系后再理解其它坐标系就容易得多。

但原书对平行坐标系讲得实在太少,只涉及定义。现在稍微增加

了一点内容,特别是引进了对偶坐标系的概念。修订之三是将平

面解析几何部分压缩成一个附录“二次曲线的一般理论”。内容

包括原书中的“坐标变换”一节和“二次曲线的一般理论”一章。

·ⅰ·



坐标变换是解析几何中的核心思想之一,而中学数学教学中则完

全忽略了坐标变换,空间解析几何中又不可能对坐标变换进行扎

实的训练。通过这一部分的讲授,除了关于二次曲线的知识外,更

重要的是掌握坐标变换这一工具和理解不变量的思想。这一部分

内容可以放在空间部分之前讲也可以放在二次曲面之前讲。修订

之四是补充了射影几何。射影几何历来是数学系解析几何教学中

的一个难题。讲不讲? 如何讲? 这些都是问题。一年级的学生理

解用公理系统讲授的射影几何实在太困难,而把射影几何讲成代

数又失去了讲授射影几何的意义。在解析几何课程中不包括射影

几何也许是一个不得已的正确选择,虽然有一点遗憾。修订本中

加上的附录“射影几何初步”采用了几何的讲法。加上这一个附

录并不是主张在课程中讲授这一内容。这一部分可以作为好学生

的阅读材料,也可以作为高年级学生的选修课或讲座的材料。学

生有了一定的抽象能力之后理解起来就不困难了。在编写这一附

录时主要参考了吴光磊先生 1962 年在北大数学系讨论班上所作

的讲演。因此,这一部分仍与全书保持了一致的风格,特别是它的

简明性。总之,修订后的教材仍然是一本简明教程。

此次编写工作得到了中国科技大学教务处的支持。

田 畴

2001 年 3 月于中国科学技术大学数学系
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引　　言

  事物的存在和发展都有形式和数量这两个方面.这就是数学

研究的对象:形和数.数的基本特征是可以进行运算.最简单的是

代数运算,如四则运算、开方等,它们有简单而明确的法则,如分配

律、移项变号等.用这些法则就能够把一部分概念推理变成符号演

算,把一部分心算变成笔算.一些算术难题在代数中就可以列成方

程,给出一般性的简易解法.这说明代数运算是非常有力而又简便

的方法.

解析几何的特点就是用代数方法来确定一些几何图形,解决

一些几何问题.为此,很自然的想法是首先在几何与代数之间架上

桥梁,把它们沟通起来;由此几何问题就可以转化成代数问题,这

就是坐标法的基本思想.

另一方面,不通过坐标,也可以在几何中建立向量运算,直接

把代数运算引到几何中来.向量运算常常能够更简捷地解决一些

几何问题,这就是向量代数的作用.

本书的内容概括地讲就是:用代数方法讨论一些简单的图形

和变形的性质.所谓代数方法就是坐标法和向量运算,简单的图形

和变形是指直线、平面、二次曲面和正交变换以及仿射变换.这些

内容在代数、分析、力学、物理和一些工程技术中都是很有用的,它

们所反映的事物在生活和生产实践中也是常见的,也是学习其他

课程和解决某些实际问题的基础.



第一章　空间直角坐标、平面和直线

  解析几何的基本方法是坐标法.坐标法中的主要问题是用数

表示点,用方程表示图形.空间中最简单的图形是点、线、面,它们

的位置通常是用距离和方向确定的.因此,在空间解析几何开头这

一章里,我们首先要建立点的坐标,随后就导出平面和直线的方

程,并讨论计算有关的距离和方向等问题.

距离是几何中最原始的数量.测定距离要用一个长度单位.在

本书中,我们假定:在空间中已经给定了一个长度单位,所有的距

离都是对于这个给定的单位来讲的.

§ 1 空间直角坐标

1. 点的坐标

问题是要在空间中用数来确定点的位置.我们知道,在平面

上,一个点的位置可以由该点到两条互相垂直的直线的距离来确

定.同样地,在空间中,一个点的位置可以由该点到三个互相垂直

的平面的距离来确定.

在空间中,任取一个点 O 并从点 O 画出三条互相垂直的轴

(取定方向的直线),把这三条轴排定一个次序,依次记作 OX ,OY,

O Z.这样就构成一个(直角)坐标系.记做[O ;X ,Y,Z ].点 O 叫做

原点.三条轴 OX ,O Y,O Z 都叫做坐标轴,并依次叫做 X 轴、Y 轴和

Z 轴.由每两条坐标轴所决定的平面都叫做坐标平面;按照坐标平

面所包含的坐标轴,分别叫做 YZ 平面、ZX 平面和 XY 平面,它们
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依次垂直于 X 轴、Y 轴和 Z 轴.

一个坐标平面把空间分割成两部分,和它垂直的那条坐标轴

所指向的那一部分叫做这个坐标平面的正面,另一部分叫做它的

反面.我们规定:从一个坐标平面到它正面一点的距离是正的,到

反面一点的距离是负的.

现在来看空间中一个点 P 的位置.点 P 与坐标平面 YZ,ZX ,

XY 的距离(有正负)依次是三个实数 x,y,z,它们依次对应于三条

坐标轴,因而也随着排定了次序.像这样排定次序的三个数叫做一

个有序三元数组,记做(x,y,z).给定了(x,y,z),点 P 的位置就定

住了.因此,(x,y,z)叫做点 P 对于坐标系[ O ;X ,Y,Z ]的坐标.显

然,一个点的坐标也可以依次看做从原点到它在各坐标轴上的垂

足的距离.

点 P 的第三个坐标 z就是从 P 在 XY 平面上垂足 P′到 P 的距

图 1.1

离.因 PP′平行于 Z 轴,故 P 的第二个坐

标 y 就是 P′在 X 轴上的垂足 P 1 到 P′的

距离.因 P 1 也是 P 在 X 轴上的垂足,故

P 的第一个坐标 x 就是从 O 到 P 1 的距

离.由此可见,P 的坐标可以表成一条折

线 O P 1 P′P,叫做 P 的坐标折线.要确定

点 P 的坐标,也就是要从 P 开始画出它

的坐标折线来.要从坐标(x,y,z)定出点

来,也就是要从原点开始画出坐标折线来.三个坐标依次表示折线

各边的方向和长度.

这样,取定了一个坐标系以后,一个点惟一地确定了一个有序

三元数组;反过来,一个有序三元数组也惟一地确定一个点.这就

是说,一个坐标系在点与有序三元数组之间建立了一个一一的对

应关系.坐标是(x,y,z)的点 P 常简记做 P (x,y,z).

显然,在一个坐标平面上的点有一个坐标是 0,在一根坐标轴

上的点有两个坐标是 0,原点的坐标全是 0.例如,对于 ZX 平面上

·2·
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的点,第二个坐标是 0;对于第二个坐标轴上的点,第一和第三个

坐标都是 0;等等.

从坐标折线用勾股定理可以看出,点 P (x,y,z)与原点的距离

是

|O P |= x
2
+ y
2
+ z
2
.

最后,我们还要说明空间直角坐标系中三个坐标轴的位置关

系.在空间中的所有直角坐标系中,若取定一个,其余的是否都可

以经过空间的运动与它重合? 总可以经过空间中的运动使它们的

x 轴和 y轴与取定的坐标系的 x 轴和 y轴分别重合,这时 z轴的方

向则可能与取定的坐标系的 z轴相同或相反,这就说明,空间中的

所有直角坐标系分为两类,这两类之中的坐标系不能经过空间中

的运动重合,这是一个本质的不同,如何刻画这一不同性质? 把右

手按照 x 轴到 y 轴的转动方向握起来,如果拇指伸开就指向 z轴

的方向,则称之为右手系,否则称为左手系.在本书中,凡涉及坐标

系,均假定是右手系.

2. 坐标系的平移

坐标总是对于坐标系来讲的.当坐标系变动的时候,一个定点

的坐标一般是要改变的.现在来看一看:当坐标系[ O ;X ,Y,Z ]各

坐标轴的方向都不变而原点 O 变成 P 0 的时候,一个点 P 的坐标

是怎样改变的.这时,[O ;X,Y,Z ]变成了[P 0;X′,Y′,Z′],这叫做

坐标系的平移.因坐标轴的方向不变,故各坐标平面经过一个平行

移动.设 P 0 和 P 对于 [ O ; X, Y, Z ] 的坐标各为( x0 , y0 , z0 ) 和

(x,y,z),P 对于[P 0 ;X′,Y′,Z′]的坐标为(x′,y′,z′),现在的问题

是要找出这些坐标之间的联系.

一个点的坐标就是从该点到坐标平面的距离(带正负号).从

一个点到一个水平的平面的距离就是从平面算起的高度.显然,当

这个平面上下移动一段距离(向上为正、向下为负)时,高度的变

化就是减去这段距离.水位标杆出水的高度的变化就是这种情况.
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由此可见,当一个坐标平面平行移动时,对应坐标的变化就是减去

了移动的距离.

图 1.2

现在,坐标平面平行移动的距离各为

x0 ,y0 ,z0 ,所以

x′= x - x0 ,

y′= y - y0 ,

z′= z- z0 .

这就是当坐标系平移时点的坐标的变化

规律,简单地说就是减去新原点的坐标.

由此可见,两个点的坐标差当坐标系平移

时保持不变.

现在看 P 0 与 P 两点间的距离|P 0P |.从坐标系[P 0 ;X′,Y′,Z′]

中看,这就是点 P 与原点 P 0 的距离,而 P 在这个坐标中的坐标中

(x′,y′,z′),所以

|P 0 P |= x′
2
+ y′
2
+ z′
2
.

转换到坐标系[O ;X,Y,Z]中去,就得到

|P 0 P | = (x - x0 )
2
+ (y - y0 )

2
+ (z- z0 )

2
.

这就是用坐标计算距离的公式.

例 1 在 X 轴上找出一点 P,使它与点 P 0 (4,1,2)的距离为

30.

解 要找的点 P 在 X 轴上,设它的坐标是(x,0,0).问题就是

把 x 求出来.按给定的条件, |P 0P |= 30,即

(x - 4)
2
+ 1
2
+ 2
2
= 30,

(x - 4)
2
= 25,

x = 9, - 1.

所以,要找的点是(9,0,0)或( - 1,0,0).

例 2 对于固定的坐标系,当线段平行移动时,端点的坐标差

保持不变.
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证 先让坐标系与线段一块儿平行移动,这时,端点的坐标显

然不变,因而端点的坐标差也不变.然后再把坐标系平移回到原

位,这时端点的坐标差仍不变.总的结果就是,坐标系的位置没有

动,只有线段平行移动了,而端点的坐标差不变.

§ 2 怎样表示方向

1. 方向数

一个点的位置通常是用方向和距离确定的.要问目标在哪儿,

就是要明确它的方向和距离.从一个点顺着一个方向看出去,所能

看到的点形成一条射线.因此,通常都用射线来表示方向.当射线

平行移动的时候,它的方向保持不变.用射线表示方向时,射线的

起点可以任意取.

在一个坐标系[O ;X,Y,Z ]中,有一个现成的原点 O ,因此常

用从原点出发的射线表示方向.于是,原点以外的任意一点 P 都

表示一个方向,就是从 O 到 P 的方向.这时,点 P 的坐标( x,y,z)

就叫作这个方向的一组方向数.射线 OP 上其他的点也都表示这

同一个方向,它们的坐标都是这同一个方向的方向数.当 P 在射

线 O P 上变动的时候,方向数的变化是同时乘上一个正数.当然,

一组方向数不能全是 0.方向数为(x,y,z)的方向,常简称为方向

(x,y,z).

现在来求从一点 P 1 (x1 ,y1 ,z1)到一点 P 2 (x2 ,y2 ,z2 )的方向的

方向数.问题在于 P 1 不必是原点.经过线段 P 1 P 2 的平行移动把

P 1 搬到原点.这时假设 P 2 被搬到 P′2 ,那末 P′2 的坐标(x′2 ,y′2 ,z′2 )

就是所求的一组方向数.因为线段平行移动时端点坐标的差保持

不变,所以

x′2 = x′2 - 0 = x2 - x1 ,

y′2 = y′2 - 0 = y2 - y1 ,
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z′2 = z′2 - 0 = z2 - z1.

于是,(x2 - x1 ,y2 - y1 ,z2 - z1 )是从点(x1 ,y1,z1 )到点(x2 ,y2 ,z2 )的

方向的一组方向数.

2. 方向余弦

射线 O P 与坐标轴 OX ,OY,O Z 依次形成三个角 ¦Á,¦Â,¦Ã.这三

个角确定了从 O 到 P 的方向,叫做这个方向的方向角.由点

P (x,y,z)在各坐标轴上的垂足可以看出:

x = |OP |cos ¦Á,

y = |OP |cos ¦Â,

z= |O P |cos ¦Ã.

图 1.3

这就是方向数与方向角之间的关系.

方向角的余弦叫做方向余弦.显然,

方向余弦也是一组方向数,这就是|O P |

= 1 时的方向数.所以,方向余弦就是用

与原点距离为 1 的点表示的方向数.因

此,一个方向的方向余弦是惟一确定的,

并且方向余弦的平方和总是 1:

cos
2

¦Á+ cos
2

¦Â+ cos
2

¦Ã= 1.

这是一组方向余弦或方向角所必须满足的条件.

例如:

0
2
+ 2
2

2

+ -
2
2

2

= 1.

这就是说, 0,
2
2
, -
2
2
表示一个与原点距离为 1 的点,也就是

说,它们是某一个方向的方向余弦;易见,这个方向的方向角是

¦Á=
¦Ð
2
,¦Â=

¦Ð
4
,¦Ã=
3 ¦Ð
4
.

又如:
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cos
2 2 ¦Ð
3
+ cos

2 3 ¦Ð
4
+ cos

2 ¦Ð
6
= -
1
2
+ -
2
2

2

+ 3
2

2

=
3
2
≠1,

这说明 -
1
2
, -
2
2
,
3
2
不是任何方向的方向余弦;也就是说,没

有一条射线依次与坐标轴的夹角会是
2 ¦Ð
3
,
3 ¦Ð
4
,

¦Ð
6
.

与原点距离为 1 的点形成一个球面.所以方向余弦也可以说

是用一个单位球面上的点所表示的方向数.在天文上就是这样,用

一个所谓天球上的点表示星体的方位.

从方向数很容易定出方向余弦来.例如对于点 P (x,y,z)所表

示的方向,方向数为(x,y,z),方向余弦为

cos ¦Á=
x
|OP |
=
x

x
2
+ y
2
+ z
2
,

cos ¦Â=
y
|O P |
=
y

x
2
+ y
2
+ z
2
,

cos ¦Ã=
z
|O P |
=
x

x
2
+ y
2
+ z
2
.

当然,这也就是把方向数的平方和化成 1.

3. 两方向间的角度

设给定两个方向的方向余弦各为( l1 ,m 1 ,n1 )与(l2 ,m 2 ,n2 ),

要求出它们之间的角度 ¦È.把这两组方向余弦看作与原点距离为 1

的两个点 E 1 与 E 2 的坐标,那末 ¦È就是射线 OE 1 与 O E 2 的夹角.

由余弦定律,

|E 1 E 2 |
2
= 1 + 1 - 2cos ¦È.

由两点间距离的公式,

|E1E2 |
2
=(l1 -l2)

2
+(m1 -m 2)

2
+(n1 -n2)

2
=1+1-2(l1l2 +m 1m2 +n1n2).

于是

cos ¦È= l1l2 + m 1 m 2 + n1n2 .
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这就是由方向余弦计算角度的公式.

两个方向或两条射线间的角度不是惟一确定的,可以是 ¦È也

可以是 2 ¦Ð- ¦È.为确定起见,我们规定:两个方向间的角度要取在

0 与 ¦Ð之间,即

0≤¦È≤ ¦Ð.

这样,角度就由它的余弦惟一确定了.

由角度的公式可以看出,两个方向垂直的条件是对应方向数

的乘积之和为 0.

§ 3 平面的方程

1. 平面的法式方程

决定平面的一个简单方法是用一个点和一个方向:经过一个

图 1.4

点并垂直于一个方向有惟一的一个平

面.与一个平面垂直的方向叫做它的法

向.一个平面正好有两个并且是相反的

法向.

在空间中,点的坐标可以毫无限制

地取任意数值.在平面 ¦Ð上,点的坐标

要满足一定的条件,这就是平面 ¦Ð的方

程,它是一个用点的坐标来表示这个点

在平面 ¦Ð上的式子.

现在我们要导出一个平面 ¦Ð在一个直角坐标系[O ;X ,Y,Z]

中的方程.为此,首先要明确平面与坐标系间的联系.

原点 O 在平面 ¦Ð上有一个确定的垂足 N .p = |ON |就是平面

与原点的距离,p≥0,p = 0 表示平面经过原点.如果 p≠0,从 O 到

N 的方向就确定了,它垂直于平面并且从原点指向平面,设它的方

向余弦为(l,m ,n).当 p = 0 时,我们用(l,m ,n)表示平面的任意一
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