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前 言

空间解析几何是大学数学系的主要基础课程之一。学好这门课对于

学习数学分析、高等代数、微分几何和力学等课程都有很大的帮助，并且

它本身的内容对于解决一些实际问题，特别是对于解决平面几何和立体

几何的有关问题是很有用的。

本书讨论了矢量的各种运算，利用矢量法和坐标法建立了曲面和空

间曲线的一般方程与参数方程，特别对于平面和空间直线作了详细的研

究，研究了它们的相互位置与数量关系。在第四章二次曲面中，用多种方

法建立了柱面、锥面和旋转面的一般方程和参数方程；对于其它二次曲

面，如椭球面、双曲面和抛物面，就它们的标准方程讨论了它们的性质和

图形，最后利用主方向为新坐标轴的方向直接写出空间直角坐标变换来

化简二次曲面。这种方法优于用主径面为新坐标平面化简二次曲面，还

优于用不变量化简二次曲面。利用本章讲的方法化简二次曲面，既易写

出坐标变换，又易得出简化方程，计算量小。

第五章和第六章的理论是平行的，建议本科学生学习前五章的内容，

第六章自学；专科学生学习前四章和第六章。

本书论证严谨，同时又力求简明。叙述上深入浅出，条理清晰，特别

注意讲清各种量的内在联系。本书每节选择了典型的例题，并且注重了

一题多解。实践证明，采用本教材的处理方法，既便于教又易于学。

本书每节后都配了习题，后面有习题答案或提示。

本书的出版，得到丽水师专的资助，在此表示诚挚的谢意。

由于作者水平有限，书中缺点错误在所难免，诚恳地希望大家批评指

正。

编著者

����年�月此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第一章 矢量与坐标

空间解析几何的基本思想就是用代数的方法来研究三维空间中的几

何�为了把代数运算引到几何中来，最根本的做法就是设法把空间的几
何结构有系统地代数化、数量化�因此，我们首先在空间中引进矢量及它
的运算，并通过矢量来建立坐标系，使得点用有序实数组（称为它的坐标）

来表示，从而图形可以用方程来表示，几何问题就转化为代数问题，从而

就能用代数的方法来研究几何�
矢量及其代数运算本身也很重要，利用它可以解决空间及平面几何

中的有关问题，它在力学、物理学中也有重要的应用�
为了书写方便，我们使用下面的一些符号：

“n�”表示必要性；“r�”表示充分性；“�”表示记作；“Q�”表示定义为；
“k�”表示“充要条件”或“的充要条件是”或“等价于”，S表示实数集�

第一节 矢量的概念

定义����� 既有大小又有方向的量叫矢量（或向量）�矢量用符号

b
A�
，c
A�
，d
A�
，⋯表示�
如力、加速度、位移、速度等都是矢量�
矢量b

A�
可以用有向线段 A�BC来表示�这条有向线段的长度 A�BC 表

示b
A�
的大小，也叫b

A�
的模，有向线段 A�BC 的方向（自B到C）表示矢量b

A�
的

方向�如图������

定义�����

（�）若b�b
A�
︳��，则称b

A�
为零矢量�记作b

A�
��
A�
，零矢量�

A�
的方向不



定�
（�）若b�b

A�
︳��，则称b

A�
为单位矢量�

当b�b
A�
b�-��时，与b

A�
同方向的单位矢量记为b�

A�
�如图�����，即

b�b�
A�
︳���

例如 起点和终点相同的矢量是零矢量，即

A�BB ��
A�
�

定义�����
（�）若b

A�
与c

A�
同向且b�b

A�
b��b�c

A�
b�，则称b

A�
与c

A�
是相等矢量，记作b

A�
�c
A�
；

（�）若b
A�
与c

A�
反向且b�b

A�
b��b�c

A�
b�，则称b

A�
与c

A�
互为反矢量，记作

c
A�
��b

A�
�

如图�����，矢量 A�BC平行移动得到矢量 A�DE，则
A�BC � A�DE�

我们讲的矢量都是自由矢量�即：长度相等方向相同的矢量是同一
个矢量，与起点的选择无关�

矢量b
A�
的反矢量是�b

A�
，显然 A�BC与 A�CB互为反矢量，即

A�BC�� A�CB， A�CB�� A�BC�
定义�����

（�）若b
A�
与c

A�
都平行于同一条直线，则称b

A�
与c

A�
共线，记作b

A�
"�c
A�
�

（�）若b
A�
、c
A�
、d
A�
都平行于同一平面，则称b

A�
、c
A�
、d
A�
是共面矢量�

规定：零矢量�
A�
与任意矢量b

A�
共线，即

�
A�
"�b
A�
�

显然，一组共线矢量一定是共面矢量�三个矢量中如果有两个矢量
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是共线的，则这三个矢量一定也是共面的�

第二节 矢量的加减法

� 矢量的和

定义�����（矢量和的三角形法则） 给定空间中的两个矢量b
A�
和c

A�
，

在空间任取一点P，作 A�PB �b
A�
，A�BC �c

A�
，则b

A�
与c

A�
的和定义为 A�PC ，即

b
A�
�c
A�
� A�PB � A�BC Q� A�PC� （�����）

注：（�）当b
A�
不平行于c

A�
时，PBC构成一个三角形�则

b�b
A�
�c
A�
b�_�b�b

A�
b��b�c

A�
b��

（�）当b
A�
"�c
A�
且同向时，则b

A�
�c
A�
与b

A�
（或c

A�
）同向，并且

b�b
A�
�c
A�
b��b�b

A�
b��b�c

A�
b��

（�）当b
A�
"�c
A�
且反向时，设b�b

A�
b�1�b�c

A�
b�，则 b

A�
�c
A�
与b

A�
同向，并且

b�b
A�
�c
A�
b��b�b

A�
b��b�c

A�
b��

由矢量和的定义及矢量的相等我们有：当b
A�
不平行于c

A�
时，任取空间

�第一章 矢量与坐标



一点P，作 A�PB �b
A�
，A�PD �c

A�
，得一平行四边形PBCD�如图������

则

b
A�
�c
A�
� A�PB� A�PD� A�PC� （�����）

此法叫矢量和的平行四边形法则�
显然，当b

A�
不平行于c

A�
时，矢量和的三角形法则与平行四边形法则等

价�
� 矢量和的性质
定理����� 矢量的和满足以下运算律：

（�）b
A�
��
A�
�b
A�
；

（�）b
A�
�（�b

A�
）��

A�
；

（�）交换律 b
A�
�c
A�
�c
A�
�b
A�
；

（�）结合律 （b
A�
�c
A�
）�d

A�
�b
A�
�（c

A�
�d
A�
）�b

A�
�c
A�
�d
A�
�

其中b
A�
，c
A�
，d
A�
是空间中的任意矢量�

证明 由矢量和的定义知，（�）和（�）显然成立�

（�）当b
A�
不平行于c

A�
时，如图�����可知

b
A�
�c
A�
� A�PB � A�BC � A�PC，

c
A�
�b
A�
� A�PD � A�DC � A�PC�

所以

� 解析几何简明教程



b
A�
�c
A�
�c
A�
�b
A�
�

当b
A�
"�c
A�
且同向时，如图�����可知

b
A�
�c
A�
� A�PB� A�BC� A�PC；

c
A�
�b
A�
�P�BA���B�CA���P�CA���

因为 A�PC和P�CA��都与b
A�
（或c

A�
）同向，所以

b�A�PCb��b�b
A�
�c
A�
b��b�b

A�
b��b�c

A�
b��b�c

A�
b��b�b

A�
b�

�b�c
A�
�b
A�
b��b�P�CA��b��

即 A�PC与P�CA��的模相等，故 A�PC�P�CA��，即b
A�
�c
A�
�c
A�
�b
A�
�

当b
A�
"�c
A�
且反向时，留给读者自己证明�

（�）如图�����，任取一点P，作 A�PB�b
A�
，A�BC�c

A�
，A�CD�d

A�

则

（b
A�
�c
A�
）�d

A�
�（ A�PB� A�BC）� A�CD� A�PC� A�CD� A�PD；

b
A�
�（c

A�
�d
A�
）� A�PB�（ A�BC� A�CD）� A�PB� A�BD� A�PD�

所以

（b
A�
�c
A�
）�d

A�
�b
A�
�（c

A�
�d
A�
）�

注：由交换律得：

b
A�
�c
A�
�d
A�
�（b

A�
�c
A�
）�d

A�
�b
A�
�（c

A�
�d
A�
）

�（b
A�
�d
A�
）�c

A�
�

定义�����（矢量和的多边形法则） 给定o个矢量b�
A�
，b�
A�
，⋯，bo

A�
，在

空间中任取一点P，作PBA���b�
A�
，B�BA���b�

A�
，⋯，Bo��BA�o�bo

A�
，则它们的

和定义为PBA�o，即

b�
A�
�b�

A�
�⋯�bo

A�

�PBA���B�BA���⋯�Bo��Bo
A� Q�PBA�o� （�����）

如图������特别地，当Bo(�P时，它们的和为零矢量�
A�
�

例� 如图�����，三角形BCD依次构成的矢量的和是零矢量，即
A�BC� A�CD� A�DB� A�BB��

A�
�

�第一章 矢量与坐标



� 矢量的减法

定义�����（减法的定义） 若c
A�
�d
A�
�b
A�
，则

d
A�Q�b

A�
�c
A�
，c

A�Q�b
A�
�d
A�
�

此定义相当于移项变号，从图������易见
A�BC� A�PC� A�PB， A�CD� A�BD� A�BC�

（�����）
从而我们得到，三角形的任一条边上的矢量，

等于它的终点对应的一条边上的矢量减去起

点对应的另一条边上的矢量�
定理����� 减去一个矢量等于加

上这个矢量的反矢量，即

b
A�
�c
A�
�b
A�
�（�c

A�
）�

证明 设d
A�
�b
A�
�c
A�
，由定义�����得

c
A�
�d
A�
�b
A�
，

两边再加上�c
A�
得：

c
A�
�d
A�
�（�c

A�
）�b

A�
�（�c

A�
）�

因为c
A�
�（�c

A�
）��

A�
且�

A�
�d
A�
�d
A�
，所以

d
A�
�b
A�
�（�c

A�
），

即 b
A�
�c
A�
�b
A�
�（�c

A�
）�

推论�����

（�） b
A�
�（�c

A�
）�b

A�
�c
A�
；

� 解析几何简明教程
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（�） b
A�
�b
A�
��
A�
�

例� 如图������，在平行六面体BCDE�B�C�D�E�中，已知 A�BC�

b
A�
，A�BE�c

A�
，BBA���c

A�
，求BDA��和B�A�D�

解 （�） BDA��� A�BC� A�CD�DDA��

� A�BC� A�BE�BBA���b
A�
�c
A�
�d
A�
�

或

BDA��� A�BE�EEA���E�DA��� A�BE�BBA��� A�BC

�c
A�
�d
A�
�b
A�
�b
A�
�c
A�
�d
A�
�

（�） B�A�D�B�A�B� A�BC� A�CD��BBA��� A�BC� A�BE

��d
A�
�b
A�
�c
A�
�b
A�
�c
A�
�d
A�
�

或

B�A�D� A�BD�BBA���（ A�BC� A�BE）�BBA��

�b
A�
�c
A�
�d
A�
�

例� 用矢量法证明：对角线互相平分的四边形是平行四边形�
证明 如图������ 已知 A�BP� A�PD，A�EP� A�PC�

因为

A�BC� A�BP � A�PC� A�PD� A�EP

� A�EP � A�PD� A�ED，

所以 A�BC"� A�ED且b�A�BCb��b�A�EDb�，

即四边形BCDE是平行四边形�

�第一章 矢量与坐标



习 题 ���

��下列情形中矢量的终点各构成什么图形？
（�）把空间中的一切单位矢量归结到共同的始点；
（�）把平行于某一平面的一切单位矢量归结到共同的始点；
（�）把平行于某一直线的一切单位矢量归结到共同的始点

��
�

给定了空间四边形BCDE，设L，M，N 和O 分别是边BC、CD、

DE、EB的中点，求证 A�LM� A�ON

��

�
要使下列各式成立，矢量b

A�
和c

A�
应满足什么条件？

（�）b�b
A�
�c
A�
b��b�b

A�
�c
A�
b�；

（�）b�b
A�
�c
A�
b��b�b

A�
b��b�c

A�
b�；

（�）b�b
A�
�c
A�
b��b�b

A�
b��b�c

A�
b��

第三节 数量乘以矢量

� 概 念

我们知道，位移、力、速度与加速度等都是矢量，而时间、质量等都是

数量，这些矢量与数量常常会发生某些结合的关系，例如

g
A�
�nb

A�
�

其中g
A�
表示力，b

A�
表示加速度，n 表示质量�又如

t
A�
�uw

A�
�

其中t
A�
表示位移，w

A�
表示速度，u表示时间�

o个相同非零矢量b
A�
的和仍是一个矢量：

b
A�
�b
A�
�⋯�b

A�
�ob

A�
�

ob
A�
的方向与b

A�
同向，ob

A�
的模为ob�b

A�
b��

定义����� 实数�与矢量b
A�
的乘积�b

A�
是一个矢量，它的长度为

b��b
A�
b�Q�b��b�b�b

A�
b�� （�����）

�b
A�
的方向：当�`��时，�b

A�
与b

A�
同向；当�_��时，�b

A�
与b

A�
反向�如

图������
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由定义����� 我们得以下四点：

（�）当���或b
A�
��
A�
时，由（�����）得

�b
A�
��
A�
，��

A�
��
A�
； （�����）

（�）当���时，

�b
A�
�b
A�
； （�����）

（�）当����时，

（��）b
A�
��b

A�
（�����）

是b
A�
的反矢量�
（�）当b

A�
-��
A�
时，则与b

A�
同方向的单位矢量为

b�
A�
� �
b�b
A�
b�
b
A�
， （�����）

从而有

b
A�
�b�b

A�
b�b�
A�

（�����）

� 数乘矢量满足以下运算律
定理����� 与数因子的结合律：

�（�b
A�
）�（��）b

A�
� （�����）

其中�，���S，b
A�
是任意矢量�

证明 设b
A�
-��
A�
且��-��（否则显然成立）�

因为

b��（�b
A�
）b��b��b�b��b

A�
b��b��b�b��b�b�b

A�
b�

�b���b�b�b
A�
b��b�（��）b

A�
b��

所以�（�b
A�
）与（��）b

A�
的模长相等�而它们的方向，当�与�同号时，都

与b
A�
的方向相同，当�与�异号时，都与b

A�
的方向相反，因此�（�b

A�
）与

（��）b
A�
同向，所以有

�第一章 矢量与坐标



�（�b
A�
）�（��）b

A�
�

定理����� 矢量对数量的分配律：

（���）b
A�
��b

A�
��b

A�
� （�����）

其中�，���S，b
A�
是任意矢量�

证明 设b
A�
-��
A�
，��-��且���-��（否则显然成立）�

（}）若��`��，这时（���）b
A�
与�b

A�
��b

A�
同向（如图�����）�

并且

b�（���）b
A�
b��b����b�b�b

A�
b��（b��b��b��b�）b�b

A�
b�

�b��b�b�b
A�
b��b��b�b�b

A�
b��b��b

A�
b��b��b

A�
b�

�b��b
A�
��b

A�
b��

所以有

（���）b
A�
��b

A�
��b

A�
�

（~）若��_��，不妨设�`��，�_��，再区分���`��和���_��两
种情形�下面只证前一种情形，后一种情形可以相仿证明�
设�`��，�_��，���`��，这时（��）（���）`��，由（}）得

（���）b
A�
�（��）b

A�
�［（���）�（��）］b

A�
��b

A�
�

所以

（���）b
A�
��b

A�
�（��b

A�
）��b

A�
��b

A�
�

定理����� 数对矢量满足分配律：

�（b
A�
�c
A�
）��b

A�
��c

A�
， （�����）

其中任意���S，b
A�
和c

A�
是任意矢量�

证明 设b
A�
-��
A�
，c
A�
-��
A�
且�-��（否则显然成立）�

（}） 若b
A�
"�c
A�
，当b

A�
与c

A�
同向时，取n�b�b

A�
b�b�b�c

A�
b�；当b

A�
与c

A�
反向时，

取n��b�b
A�
b�b�b�c

A�
b�，由矢量相等的定义，这样显然有
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b
A�
�nc

A�
� （������）

因此，根据（�����）和（�����）有

�（b
A�
�c
A�
）��（nc

A�
�c
A�
）��［（n��）c

A�
］

�（�n��）c
A�
�（�n）c

A�
��c

A�

��（nc
A�
）��c

A�
��b

A�
��c

A�
�

（~）若b
A�
不平行于c

A�
，如图�����所示�

因为�c
A�
"�c
A�
，所以#�PBC�#�PB�C��又

b�B�CA��b�
b�PBA��b�

�b��c
A�
b�

b��b
A�
b�
�b�c

A�
b�

b�A�bb��
b�A�BCb�
b� A�PBb�

所以 >�PBC+�>�PB�C��因此

�P
A�
��P�

A�
��

而 P
A�
��b

A�
�c
A�
， P�

A�
���b

A�
��c

A�
，

所以 �（b
A�
�c
A�
）��b

A�
��c

A�
�

从矢量的加法与数乘矢量的运算规律知，对矢量也可以象实数及多

项式那样去运算�
例� 已知 b

A�
�f�

A�
��f�

A�
��f�

A�
，c
A�
���f�

A�
��f�

A�
�f�

A�
�

求�b
A�
��c

A�
�

解 �b
A�
��c

A�

��（f�
A�
��f�

A�
��f�

A�
）��（��f�

A�
��f�

A�
�f�

A�
）

��f�
A�
���f�

A�
��f�

A�

��

�
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例� 用矢量法证明：平行四边形的对角线互相平分�

证明 如图�����，设N 是BD的中点，只证
A�
CN � A�NE�

因为

A�CN� A�BN�A�BC���
A�BD�b

A�

���
（b
A�
�c
A�
）�b

A�
���
（c
A�
�b
A�
），

A�NE� A�BE� A�BN�c
A�
���

A�BD

�c
A�
���
（b
A�
�c
A�
）���
（c
A�
�b
A�
）�

所以，A�CN� A�NE，即b� A�CNb��b� A�NEb�且C、N、E共线�
例� 如图�����，设N 是>�BCD的CD边上的中点，A�BC�b

A�
，A�BD

�c
A�
，求 A�BN�

解法� A�BN� A�BC� A�CN�b
A�
���

A�CD

�b
A�
���
（c
A�
�b
A�
）���
（b
A�
�c
A�
）�

解法� A�BN � A�BC� A�CN�b
A�
� A�ND

�b
A�
�（c

A�
� A�BN），

所以 A�BN���
（b
A�
�c
A�
）�

解法� 因为
A�BN� A�BC� A�CN�b

A�
� A�CN，

A�BN� A�BD� A�DN�c
A�
� A�DN�

所以 � A�BN �b
A�
�c
A�
� A�CN� A�DN

�b
A�
�c
A�
� A�ND� A�DN

�b
A�
�c
A�
��
A�
�b
A�
�c
A�
�

故 A�BN���
（b
A�
�c
A�
）�

例� 设 A�BC�b
A�
��c

A�
，A�CD���b

A�
��c

A�
，A�DE��b

A�
��c

A�
，

证明： B、C、E三点共线

��

�

解析几何简明教程

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


