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编 委 的 话

    新规范已陆续颁布执行，工民建专业在教学、设计方
面迫切需要这方面的专业参考书。为此，清华大学土木工

程系组织教师编写了这套《按新规范编写专业用书》。主要

读者对象是:大专院校、广播电视大学、职工业余大学、

继续进修学院工民建专业的师生，土建专业工程设计、施

工技术人员以及准备高等教育自学考试的青年。

    根据我们多年的教学经验，编写中遵循 “内容充实，

取材新颖，注重实用，便于自学”的原则，努力做到不仅

包括学科的基本内容，而且反映科学技术的最新成果;既

重视理论概念的阐述，也注意实际专题和工程实例的讲

解。此外，为了减少自学的困难，对于个别内容较深的章

节和习题还给于注解和提示，绝大多数习题列有答案。以
上是我们的主观意愿，问题和缺点一定不少，希望得到同

行和读者的指教。

    本系列书在内容编排上，除了参照清华大学土木工程

系有关教学大纲之外，还参考了全国高等教育自学考试土

建类自学大纲(草案)，以及电视大学、建设部职工高等专

科学校等单位所制订的工民建专业的部分教学大纲，使这

套专业用书具有较广泛的适用范围，便于有关部门选为教

材或教学参考书。

    这套书的出版，得到了地震出版社的大力支持，在此

谨致谢意。
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    弹性力学有限单元法，简称有限元法，是随着高速电

子数字计算机的发展西日益发展起来的一种比较新颖而有
效的数值方法。在我国，有限单元法的应用和研究“受到
普遍重视，目前，不少高等学校的土木、水利、机械等专

业都开设了这门课程。本书就是为了适应教学改革和多种

形式办学的需要而编写的。

    有限元是和计算机语言程序紧密相关的。为了使读者
能逐步运用和学会编制有限元程序，书中以平面问题三结

点三角形单元为典型进行有限元法的全过程分析，使读者
能清晰地了解本课程的基本概念、原理及实用方法。本教
材详细介绍了程序框图的编制及如何由框图转化成语言程

序。为了使读者便于阅读并能较快地学会编制有限元程

序，每个子框图后面紧接着有相应的子程序段，前后对

照，程序语句中也都附有说明。在讲述上，将原理、方法、

框图、程序、应用紧密结合，便于读者理解。本教材编写
时力求做到内容充实，讲清基本概念，由浅入深，语言通
俗，注重简明、实用。考虑到有些学校不设《弹性力学》课

程或有些读者没有学过弹性力学，我们用一章介绍了与本

课程有关的弹性力学的基本概念与基本方程。

    水教材已在清华大学、烟台大学、河北建筑工程学院

等单位试用，效果良好。



    清华大学龙驭球教授对本教材的编写给予了热情支持

与指导，支秉深教授详细审阅了全部书稿，他们都提出了
许多宝贵意见，在此一并表示衷心的感谢。

    编写过程中参考并引用了有关参考文献中的一些内

容，谨向各文献的作者致谢。

    由于编者水平所限，书中难免有不妥和错误之处，诚
恳地欢迎读者批评指正。

          编 者

199。年3月于清华大学
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    一、 解j}/ù} FI的收敛性 ··.·，一。·，’··..⋯⋯，，····⋯⋯。·140

单元的划分·⋯⋯

结构对称性的利币

143

147

二

三

思考题

习 题

149

1 53



汤
泛
︸

月
1

︼匕

又

7
已

八匕

八匕

Q
︺

9
 

0
0

厅
1 

1
1

1廿

︻了

八
︺

，
.
一

q
曰

月
任

1
1

︸匀

，匀

尸
0

尸匕

Q
L，

，.土

，
上

闷1

，
es

，
J

月
长

5

~t)

八0 

t
i

﹃
f

7
口

一丫

。
U

，
土

，
1

，丁
︸

1
︷

1
于

9
曰

Q
曰

9
︺

勺
曰

Q
曰

9
自

。
‘

9
曰

9
1

Q
曰

心
白

6
乙

9
一

9
曰

第四章  用常应变三角形单元解弹性力学平面问题的框

        图与程序··········，···，···························⋯⋯

'4一1程序功能···⋯⋯’‘”‘”“‘”“”’“‘’‘”’‘’‘”
'4一2 程序说明·······⋯⋯’二”’‘’‘”’‘’“”””’‘’‘

'4一3 程序的框图设计及源程序·············一

'4一4 用常应变三角形单元解弹性力学平面问

          题程序的试算例题·····················⋯⋯

思考题 ········.·..··.·....⋯⋯。·...........⋯⋯。.....⋯⋯

习 题 ········.···········，··.·················.·..······⋯⋯

第五章  用较精密的平面单元解弹性力学平面问题。··⋯

    荟5一1 四结点矩形单元························⋯⋯

    ;5一2 采用矩形单元计算实例···············⋯⋯

    '5一3 面积坐标⋯⋯，’’·‘二’·“’‘’‘’‘”””””’‘”“

    '5一 4 六个结点的三角形单元···············⋯⋯

    怪5一5 六结点三角形单元计算实例········，·。·⋯

    '5一 6 一维单元和二维单元的混合应用···⋯⋯

    思考题 ···················································⋯⋯

      习 题 ·..··.⋯ ⋯。...........·..........................⋯⋯

第六章  用等参数单元计算平面问题

惫6一 1

'6一 2

平面四结点等参数单元概述

平面四结点等参数.单元启单元力学

特性分析···········.··.............⋯⋯



    各6一3 平面八结点等参数单元···············⋯⋯ 292

    芍6一4 高斯数值积分·················，·········⋯⋯298

    圣6一5 等参数单元的形态·····················⋯⋯ 304

    务6一6 等参数单元的算例·····················⋯⋯ 307

    思考题 ··。.。，一。·.·········..·.······.········.·.·.······⋯⋯ 310

    习 题 ···················································⋯⋯ 311

部分习题答案····················.········.··.·⋯⋯。⋯⋯。⋯⋯ 313

参考书目·........................................................... 317

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



第一章  绪 论

名1一 1 夏. 层兰
0 二 J . ‘:刀

    结构力学的研究对象是杆件结构，如柑架，刚架等，杆

件的几何特征是长度比横截面尺寸大得多。弹性力学的研究

对象是非杆件结构，如板、壳结构、实体结构等，这些结构

的几何特征是它的厚度要比长度和宽度小得多，或长、宽、

厚兰个尺度大小属于同一量级。

    读者所熟知的结构力学刚架位移法，先取基本体系，把

刚架拆成多个单元 (杆件)，作单元分析，再将杆件组合成

整个刚架，建立刚架位移法的基本方程，作整体分析。在这

一分一合、先拆后搭的过程中，把复杂结构的计算间题，转

化为简单的单元分析和集合间题，这就是有限单元法的雏

形。

    有限单元法又简称为有限元法。它用于分析杆件结构时，

称为结构矩阵分析，用于分析弹性力学间题时，称为弹性力

学间题的有限单元法，或简称为有限元法。本书只讨论弹性

力学问题的有限单元法。

    弹性力学问题分析方法可分为解析法与数值法两大类，



可表述为:

            !解析法

弹性力学分析方法一
                    〔数值法

微分方程的数值

  解— 有限差分法

)离散模型的数值
七  解一 有限元法

    解析法 (可参见'2一7)，由于数学上的困难，通常

只有某些简单问题才能得到解析的解答，而对于多数复杂结

构问题，目前还没能得到闭合解。现在，为了求解这些复杂

间题，唯一的途径是应用数值法，求得问题的近似解。

    数值法又可分为两类:第一类是在解析法的基础上进行

数值计算。它的要点是对基本微分方程采用近似的数值解法，

如将微分改为差分，建立差分方程，得有限差分法;第二类

是在力学模型上进行近似的数值计算。它的基本点是将连续

体简化为由有限个单元组成的离散化模型，再对离散化模型

求出数值解答，这类方法的代表就是近三十年发展起来的有

限单元法。

    两类方法相比，有限单元法具有如下的优点:

    (1)物理概念清晰。有限元法一开始就从力学角度进

行简化，使初学者易于入门。

      (2)可以在不同的水平上建立起对该法的理解。它可

以从通俗易懂的结构力学方法出发，阐述其基本原理和公式

推导，也可以利用变分原理为该法建立起严格的数学解释。

    (3)有较强的灵活性与适用性。它不仅能处理力学分



析中的复杂的几何形状，任意的边界条件，非均质各向异性

材料，结构中包含杆件、板、壳等不同类型的构件，非线性

应力— 应变关系，还能用来求解流体力学、热传导以及电

磁场等领域的许多间题。目前，它几乎适用于求解所有的连

续介质和场的间题。

    (4)采用矩阵表达形式，便于编制计算机程序，能充

分利用高速电子计算机这个现代化工具。

    因此，有限元法已被公认为力学分析中的新颖而又有效

的数值方法。

    有限单元法，从选择基本未知量的角度出发，可分为三

类:

    取结点位移为基本未知量— 称为位移法;

    取结点力为基本未知量— 一称为力法多

    一部分取结点位移而另一部分取结点力为基本未知量

— 称为棍合法。

    位移法比力法更易于编写程序，更易于实现计算自动化，、

因此，在有限单元法中得到最广泛的应用。力法只在某些特

殊问题上，由于未知量的个数相对较少而被采用。混合法是

近十多年发展起来的，在板、壳间题中已经显示出某些优点。

本书只讨论有限元位移法。

'1-2 有限单元法的应用

    有限单元法最初是在五十年代作为处理固体力学问题的

方法出现的。追溯历史，早在一九四三年，库兰特((Courant)



已应用了“单元”概念。在一九四五至一九五五年，阿吉

里斯 (Argyris)等人在结构矩阵分析方面有很大发展。在

一九五六年，特纳 (Turner)、克拉夫 (Clough)等人把刚

架位移法的解题思路，推广应用于弹性力学平面问题。他

们把连续体划分成一个个三角形的和矩形的单元，单元中位

移函数首先采用了近似表达式，推导了单元刚度矩阵，建立

了单元结点位移与结点力之间的单元刚度方程。在一九六0

年，克拉夫首次把这种解决弹性力学问题的方法，给予特定

的名词，称为 “有限单元法”。近二十多年来，随着电子计

算机的高速化和普遍化，有限元继续不断地向更加广阔、更

加深入的方面发展。有限条法、杂交法、动力有限元、非线

性有限元、奇异元⋯⋯，以及以各种不同变分原理为基础的

有限单元法相继而起。

    有限单元法的发展借助于两个重要工具:在理论推导方

面，采用了矩阵方法，在实际计算中，采用了电子计算机。

有限元、矩阵、计算机是三位一体的。由于有了现代化的、

先进的计算工具，使得有限单元法近年来以惊人的速度骤然

崛起。 、

    有限单元法在应用上已远远超过了原来的范围。它已由

弹性力学平面问题扩展到空间问题和板壳间题，能对原子能

反应堆、拱坝、飞机、船体、涡轮叶片等复杂结构进行应力

分析;它已由平衡问题扩展到稳定问题与动力问题，能对结

构在地震力与波浪力作用下的动力反应进行分析，它已由弹

性间题扩展到弹塑性与粘弹性问题，能解决土力学、岩石力

学、断裂力学等间题，它已由结构的应力分析扩展到结构的



优化设计。除此，它在流体力学、热传导、磁场、建筑声学、

生物力学等等方面都有不同程度的应用。

    经过三十多年的发展，有限元法已经成为一门日益成熟

的学科，它又是一门正在发展中的学科，有无限广阔的前景，

有很广泛的实用价值。

    本书是一本入门读物，力求简明、通俗、便于自学。在

应用范围方面只涉及弹性力学的基本方程及弹性力学的静力

问题;在推导上只采用结构力学的直接法，在方法上采用位

移法。编者愿此书能成为广大读者步入有限元大门的向导，



第二章  弹性力学平面问

        题的基本方程

    用有限单元法解弹性力学问题，初学者并不需要掌握弹

性力学的全部理论，但对其中的某些基本概念和基本方程却

要有所了解。为此，本章中将对这些概念和方程作简要的介

绍，作为下面各章介绍弹性力学有限单元法的导引。

荟2-1 弹性力学的基本假定

    弹性力学在处理问题方面比材料力学更广泛、更严密，

但弹性力学仍必须作一些基本的假定:

      (1.)假设物体是线性弹性的。即物体在引起形变的外

力被除去以后，能够完全恢复其原来的形状，这种性质称为

“弹性”。如果材料又服从虎克定律，即外力与变形之间的

关系成正比，这种弹性就叫做 “线性弹性”。在这一假定下

的物体只能发生线性弹性变形，我们称其为“线性弹性体，0

这样的物体在任一瞬时的变形，完全取决于它在这一瞬时所

受的外力，而与它前一刻的受力情况无关。由此，也就是假

定了弹性体内没有初始应力。

      (2)假设物体是连续的。这假设认为整个物体的体积
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