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内 容 提 要

本书在假定读者不具备拓扑学知识的前提下 ,介绍了微分几何的主要内

容 .书中主要讲解空间中的曲线论和曲面论、二维黎曼流形、微分流形、微分

形式、Lie导数、张量理论、协变导数和曲率张量 .力图将古典的微分几何和现

代微分几何结合在一起讲给理工科的学生 .书中给出了很多例子 ,试图利用

这些例子使学生很好地了解几何概念的含义 ! 书中也给出了一些新的内容 ,

比如 ,椭球面上的测地线、Kd V 方程的推导、图形极小曲面的极小性等 .以此

来强调经典内容和当代热点数学问题之间的关系 .同时 ,书中安排一定数量

的习题 ,供读者练习 .

本书可供理工科一年级以上的大学生、研究生以及对数学有兴趣的学者
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前  言 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

本书是这十年来我为数学、自然科学和工程科学二、三年级大

学生讲授微分几何课的结晶 .我力图在一个学期内 (时间大约 60

学时 )把经典微分几何 (即曲线和曲面论 )与现代微分几何统一起

来而做一个简明的介绍 .书中很多内容可能是在以前的大学生用

的微分几何书中没有出现过的 .比如 ,椭球面上的测地线、KdV 方

程的推导、图形极小曲面的极小性等 .书中强调了经典内容和目前

热点数学问题之间的关系 ,强调几何概念并给出了很多例子 .本书

假定读者没有学过拓扑学 ,而没有拓扑学基础 ,理解流形的概念是

个难点 ,所以书中给出了流形概念的比较直观的公理化定义 .可以

说 ,公理化逻辑思维在本书中起了很重要的作用 .书中强调了外微

分形式的作用 ,采用力学、物理文献中的常用写法来讲解张量分析

和 Lie 导数 ,其主要目的是提高数学系大学生、理工科大学生和研

究生在微分几何理论上、数学修养上甚至数学上的成熟性 .书中安

排了很多习题 ,也希望学生多做习题 ,因为通过演习大量习题对理

解和掌握微分几何的概念和定理非常有好处 ;如果真能做到这一

点 ,学生必能提高其自修能力 .本书可作为高年级大学生、研究生

和研究人员学习微分几何的入门书和参考书 .

学完本书后 ,如想进一步了解微分几何或黎曼几何的读者

可读 :

陈省身 .陈省身论文选集 .

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



伍鸿熙等 .黎曼几何初步 .

陈省身、陈维桓 . 微分几何讲义 .北京大学出版社出版 .

而关心其应用的同学可读 :

A . Isidori . Nonlinear Cont rol Sy stems ( 2nd Edition ) .

Springer-Ver lag ,1989 .

马  力

2002 年 4 月于清华园
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第 1 部分  经典微分几何

在中学时代我们学过平面几何 ,它主要描述点、线和面之间

的位置关系 .后来用笛卡儿的观点 , 我们在平面上建立了直角坐

标系 ,从而点、线和面就用一组参数或表达式表示出来 .这样很

多优美的图形也就可以用优美的公式来表示 ,从这些公式中可以

反映出它们之间的数量关系 .在高等数学中 ,我们学习了一个强

有力的科学工具 , 即函数的微分、积分之间的牛顿-莱布尼兹公

式 ,下面就用这一工具来研究空间中的曲线与曲面的表示及其之

间的关系 .

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



第 1章  曲 线 论

设空间中有一质点在运动 ,其轨迹为一条曲线 .此曲线可表示

为 p( t) = ( x( t) , y( t) , z( t) )或 p( t) = ( x
i
( t) ) ,1≤ i≤3 , a≤ t≤b .在点

p( t)或时间 t时 ,质点的速度为�p( t) = (�x i ( t) ) ,其速率为

|�p( t) | = ∑
3

i = 1

�x
i
( t)

2
.

而加速度为 p̈( t) = (̈ x
i
( t) ) .有时简记 w( t) = |�p( t) | .我们要求所

研究的曲线满足一个条件 : w( t)≠0 , " t∈ ( a, b) .我们称 t为曲线

p( t)的参数 .一条曲线可用很多参数形式表示 ,但我们要求参数之

间的变换非奇异 ,即若 t = t( u) , u∈ ( c, d) , a = t( c) , b= t( d) ,则须

有 t′( u)≠0 , " u .最典型且常用的是弧长参数

s =∫
t

a
w (τ) dτ.

我们也常称 s为自然参数 .于是�s( t) = w( t) = |�p( t) | .我们常记

p( s) = p( t( s) ) .

注意本书中约定所涉及的函数或映射皆光滑 , 即无穷次连

续可微 .

设 F = F( t)是一族这样的闭曲线 ,即 F: S1→R3 .记 s = s( t)

为 F ( t)的自然参数 .一个有意思的问题是研究如下演化微

分方程

d
d t

F = d
2

d s
2 F .

这个方程称为缩短曲线流问题 .给定初值 ,利用偏微分方程的理

论 ,我们知道这个问题在小时间里是有解的 .但是这个解会在多长



时间内存在 ,或更一般地问这个方程的适定性如何 ,却是一个很难

的数学问题 .目前 ,还有很多人在进行这方面研究 .

1 .1  平 面 曲 线

设 p = p ( t) 为平面曲线 , 用自然参数 s 表示之为 p ( s) =

( x( s) , y( s) ) .记

p′= p′( s) = ( x′( s) , y′( s) ) ,

于是由复合求导法和弧长参数的定义可知

p′( s) = �p( t) d t
d s

= �p( t)/ |�p( t) | .

于是我们有 | p′( s) | = 1 .规定 T= p′,则 T为曲线 p在 p( s)处的单

位切矢 .由

T = T( s) = ( x′( s) , y′( s) )

可定义出一个单位法矢 N= N( s) = ( - y′( s) , x′( s) ) ,使得{ T, N}构

成右手系 .以后称{ T, N}或{ p( s); T, N}为 F-标架 (见图 1 .1) .

图  1 .1

据 | T|2 = 1 知 T′·T= 0 ,即 T′与 N平行 .于是有某函数 k = k( s)

满足 T′= kN .易知 N′= - kT .我们称 k为曲线 p在 p( s)处的曲率

或相对曲率 .以后称

31 .1  平 面 曲 线



T′

N′
=

0 k

- k 0

T

N
( 1 .1 .1)

为 F renet公式或 F-公式 .

若 k≡0 ,则 T′≡0≡ N′,从而存在常数α和β使得 x′( s) =α,

y′( s) =β,从而有

x( s) = αs + c1 ,

y ( s) = βs + c2 .

这里 c1 , c2 为常数 .

设 x( t) = r cos t, y( t) = r sin t, r > 0 为常数 ,于是 p( t)为平面

上半径为 r的圆 .直接计算知 w ( t)≡ r, 从而 s = rt .这样圆可表

示为

x( s) = r cos( s/ r) ,

y( s) = r sin( s/ r) .

由 x′( s) = - sin ( s/ r) , y′( s) = cos( s/ r)知

T( s) = ( - sin ( s/ r) , cos ( s/ r) ) ,

N( s) = ( - cos( s/ r) , sin( s/ r) ) .

由 T′( s) =
1
r

N ( s)知 k( s)≡
1
r

,因此所谓的曲率 k描述了曲线的

某种弯曲程度 (见图 1 .2 ) .

图  1 .2

4 第 1章  曲  线  论



由于 T′( s) = p″( s)为加速度 ,所以曲率 k可以视为作用力的

大小 .我们常称
1
k
为曲率半径 ,记为ρ.

现在来说明曲率是欧氏运动 (即旋转和平移 )的不变量 .记

O( 2)为 2×2 的正交矩阵集合 .设 A∈O( 2 ) , a∈R2 ,珚p = Ap + a,则

珚T =珚p′= AT,珡N = AN ,从而得珔k = k; 反过来 ,若曲线 p( s)和珚p( s)曲

率相同 ,即 k( s) =珔k( s) ,在 s0 处做适当的旋转与平移使得珚T( s0 ) =

AT( s0 ) .令

a = 珚p( s0 ) - Ap( s0 ) ,

即有

珚p( s0 ) = Ap( s0 ) + a .

利用几何直观或利用切矢的坐标表示直接计算 ,得

珡N( s0 ) = AN ( s0 ) .

因为

1
2

( | AT - 珚T |
2

+ | AN - 珡N |
2

)′( s)

=〈AT - 珚T, AT′- 珚T′〉+〈AN - 珡N , AN′- 珡N′〉

= k〈AT - 珚T, AN - 珡N〉 - k〈AN - 珡N , AT - 珚T〉

≡ 0 ,

所以珚T = AT,珡N = AN ,从而珚p = Ap+ a .总结之有下面的定理 .

定理 1  平面上两条曲线 p( s)与珚p( s)曲率相同的充要条件

是 p( s)与珚p( s)只差一个欧氏运动 .

例  计算椭圆 x = acos t, y = bsin t ( a > b> 0)的曲率 .

由于 w ( t) = a2 sin2 t + b2 cos2 t , 所以不能把 s 显式表示为 t

的函数 .但由复合求导法可知

d t
d s

=
1

w( t)
,

51 .1  平 面 曲 线
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和

T = d p
d t
· d t

d s
= 1

w( t)
( - asin t , bcos t) .

因此

N = N( t) = 1
w( t)

( - bcos t, - asin t) .

利用

T′= T· d t
d s

= kN

得

k( t) = ab
w ( t)

3 .

  让我们再做一个观察 .设 p = p( s) = ( x ( s) , y ( s) )为平面曲

线 , s为其自然参数 .在小范围里 ,若记φ=φ( s)为 T( s)与 x轴的夹

角 (见图 1 .3 ) ,则我们有表示

T( s) = (cosφ, sinφ) , N( s) = ( - sinφ, cosφ) .

图  1 .3

于是 ,由

T′( s) = dφ/ d sN ( s) ,

及 F renet公式知 k = dφ/ d s .我们设 k≠0 .根据

6 第 1章  曲  线  论



d x
d s

= cosφ

和

d y
d s

= sinφ,

我们有

x( s) =∫cosφd s =∫cosφ
k(φ)

dφ,

和

y( s) =∫sinφd s =∫sinφ
k(φ)

dφ .

这样 ,我们就在局部上给出了用曲率来表示原来曲线的公式 .

我们总结一下 .在这一节里 ,实际上我们已经学到了微分几何

学中的一个常用技巧 : 对原始数据多次求导 ,然后用这些结果作

代数运算找出优美的公式 .但数学上主要的目的是要求所得的结

果简洁、漂亮而且抓住本质 .要达到这一目标 ,就要多做习题 ,掌握

一些技巧 ,从而获得良好的感觉 .

考虑一下 ,对前面的缩短曲线流问题 ,如果初始曲线是平面曲

线 ,是不是解也是平面曲线 ? 答案是肯定的 ,其证明我们不讲了 .

习   题

1 . 对一般曲线 x = x( t) , y = y( t) ,证明其曲率为

k( t) =
�x( t)̈ y ( t) - ẍ ( t)�y( t)

w( t)
3 .

  2 . 在极坐标 ( r ,θ)中 ,设曲线表示为 r = F(θ) , a <θ< b,证明 :

弧长为

∫
b

a
[ r

2
+ ( F′)

2
]

1
2 dθ,

71 .1  平 面 曲 线



曲率为

k = r
2

+ 2( F′)
2

- rF″

[ r2 + ( F′)2 ]
3
2

.

  3 . 求双曲线 x
2

- y
2

= 1 的曲率 .

4 . 对常数 a> 0 ,求曲线 y = acosh
x
a
的曲率 .

5 .设 p( t) = ( x ( t) , y ( t) )为光滑曲线且它的曲率 k( t)不为 0 .

设{ T, N}构成 F-标架 ,定义曲线

q( t) = p( t) + 1
k( t)

N( t) .

证明 : q( t)在 t处的切矢就是 p( t)的在 t处的法矢 .

6 . 设曲线由隐式方程

F( x, y) = 0

给出 (这里我们要设 d F( x, y )≠0 ) .试证其曲率为

k( x, y) =
Fx x F2

y - 2 Fx y F x F y + Fy y F2
x

( F
2
x + F

2
y )

3
2

.

  7 . 设 p( t) = ( x ( t) , y( t) ) , t∈ ( - ∞ , +∞ )为光滑曲线 ,且它

不过原点 (0 ,0 ) .假设

lim
t→ - ∞

| p( t) | = lim
t→+ ∞

| p( t) | = ∞ .

证明存在 t0∈ ( - ∞ , +∞ )使得

| p( t0 ) |≤ | p( t) | , t∈ ( - ∞ , + ∞ ) .

1 .2  Frenet公式的应用

定义 1  设 p = p( s) ( s 为自然参数 ) ,称曲线 p有伴随曲线

q = q( u) , u = s(注意这时 u = s不是 q的自然参数 ) ,是指

q( s) = p( s) + a1 ( s) T( s) + a2 ( s) N( s) , " s,

于是

8 第 1章  曲  线  论



dq
d s

= p′( s) + a′1 T + a1 T′+ a′2 N + a2 N′.

据 F renet公式知

dq
d s

= ( a′1 - ka2 + 1 ) T + ( ka1 + a′2 ) N .

定义

δa1

d s
= a′1 - ka2 + 1 ,

δa2

d s
= ka1 + a′2 ,

并称之为点 q( s)处曲线 q在 Frenet标架{ p( s) ; T, N}中的绝对速

度 ,而称{ a′1 , a′2 }为曲线 q在 F renet标架 {p( s) ; T, N}中的相对速

度 .所谓的 Cesaro 不动条件为

a′1 - ka2 + 1 = 0 ,

ka1 + a′2 = 0 .

它描述平面上一个固定点 q( s)≡const在 Frenet标架{ p( s) ; T, N}

中相对速度应满足的方程 .

定义 2  设 p = p( s)为三次可微曲线 .若有 k′( s0 ) = 0 就称

p( s0 )为曲线的顶点 .若曲线的起点 p( 0 )与终点 p( L)相同就称 p

为闭曲线 ; 若进一步有 p( s1 )≠p( s2 ) , " 0≤ s1 ≤ s2 < L,就称 p为

简单闭曲线 .若连结曲线 p上任何两点的线段在内部区域中 , 就

称 p为卵形线 ( ova1 curve )或闭凸曲线 .

简单闭曲线把平面分成两块区域 ,称其中的有界区域为 p的

内部区域 .

例  若γ=γ( s) ( s为自然参数 )为闭凸曲线 ,即γ所围的有界

区域为凸区域 ,对 a > 0 ,定义γ的平行曲线

γa ( s) = γ( s) - aN ( s) .

证明 :

91 .2  F renet 公式的应用



L(γa ) = L(γ) + 2πa,

A(γa ) = A(γ) + aL (γ) +πa
2

,

ka ( s) =
k( s)

1 + ak ( s)
,

其中 N为γ的单位法矢 , A(γ)为所围有界区域的面积 , L(γ)为γ

的长度 , ka 为γa 的曲率 .

提示  记 t为γa 的弧长参数 .由弧长参数的定义知

t =∫ dγa

d s
d s =∫( 1 + ak( s) ) d s,

所以 d t/ ds = 1 + ak ( s) .在这里我们注意到 , 对闭凸曲线总有

k( s)≥0 .利用 k( s) = dφ/ d s立即可得

∫γk ( s) d s = 2π .

这样

L(γa ) = L(γ) + a∫k( s) d s = L(γ) + 2πa .

记{γa ; Ta , Na }为γa 的 F renet标架 ,则有

Ta =
dγa

d s
dγa

d s
= ( T - aN′)/ | ( T - aN′) | = T,

于是 , Na = N .这样我们有

dTa

d t
=

dTa

d s
d t
d s

= kN/ ( 1 + ak) .

于是知道

ka ( s) =
k( s)

1 + ak( s)
.

回忆 ,对可定向的简单闭曲线α( t) , t∈[ b, c] . 它包围的区域 S 的

面积为

A =∫S
d xd y =∫

c

b
x ( t) d y

d t
d t .

利用这个公式我们可以证明
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A(γa ) = A(γ) + aL (γ) +πa2 .

作为 Frenet公式的另一个应用 ,我们往证历史有名的四顶点定理 .

定理 1(四顶点定理 )  卵形线上至少有四个顶点 .

证明  由 F renet公式 x″= - k y′, y″= k x′知

∫k′d s = 0 ,

∫p
x k′d s = -∫p

x′kd s = -∫y″d s = 0 ,

∫p
y k′d s = 0 .

因此 ,对任何实数 a, b, c有

∫p
( ax + by + c) k′d s = 0 . ( * )

由 p是有界闭集知 k( s)至少有两个顶点 ,即极大点与极小点 .若 k

只有这两个顶点 ,过这两点作直线 ax + by + c = 0 (见图 1 .4 ) ,则函

数 ( a x + by + c) k′在 p 上 (除这两点外 )无零点且不变号 ; 而这与

( * )式矛盾 ! 这说明 k′至少还有另一零点 .但是任意光滑函数在

闭凸曲线上符号变化要么为偶数次 ,要么为无穷多次 .也就是说 ,

k′在闭凸曲线 p 上至少有 4 个零点 .即证 .

图  1 .4

注  (1 ) 这一定理是由孟加拉国数学家发现 .

(2 ) 在椭圆上正好有四个顶点 .
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