
第一章　　最小二乘法和曲线拟合

化学实验中测量的数据往往是一些条件的函数，如温度、压力、浓度、 值、离子强度

某种物质溶解度 与温度 的关系图

表示某种物质溶解度与温度的关系，经曲线拟合后得到图

，用代数法求这样一个含

解度与温度的关系（图

等等。如果变量只有一个，一般可以在平面图（二维坐标系）中直观地表示，如某种物质的溶

蒸气压与温度的关系、平衡常数与温度的关系，高分子化学中

聚合度与转化率的关系、共聚物组成与单体投料比的关系、溶液粘度与浓度的关系、结晶速

率与温度的关系、聚合物玻璃化和温度与分子量的关系等，均可在二维坐标系上表示。

）

化学化工中有很多类似（

对多变量的函数关系，表达式简单；

）式的方程，其中大部分是由实验数据通过曲线拟合而得

形式相似；到的。它们一般都具有下列特点：

往往用多项式表示，以便求导、积分及进行计算机处理。

本章主要介绍这类经验方程的确定方法。确定一个经验方程，一般可采用作图法或代数

法。这里我们介绍代数法，因为这也是计算机处理的方法基础。如欲确定线性方程

和中的系数

程，也就是需要两对实验测量值

对实验测量值

五个方程，若将它们两两组合，可以产生十个二元一次方程组，解这些方程组所得到的

值可能大相径庭，故这类方程组叫做矛盾方程组。下面是一个简单的例子。

例 所示。某合成气转化率与压力的关系如表

和 两个未知数的方程，需要两个独立的方

，但在实际上，为减少误差，至少应取五

。这样，用代数法处理时，这五对实验测量值便会构成



，得到的结果并不一致，这时候我们就难以确由此可见，任选两对实验测量值求解

，则对每一个实验自变量和

把第一和第二对实验测量值代入上述直线方程，建立下面的方程组：

把第三和第四对实验测量值代入上述直线方程，建立下面的方程组：

解得

解得

定这个方程。因此，怎样从给定的实验数据出发，在某个函数类型

函数 来拟合这些数据，应当有一个原则。为此建立了最小二乘法。

线性最小二乘法

的系数假如我们已经确定了方程

所观察到的实验因变量。是 是由实验变量是实验的次数。 的计算值，而式中

：计算出一个

，都可以

）中寻求出一个最好的

中可看出，这两种变量之间有一种接近直线的关系，试用直线方程来表示：从图

图 的关系与压力某合成气转化率

先将这些实验测量值在二维坐标系上描点，如图

表 某合成气转化率与压力的关系



的好坏，反过来，好的系数的确定应遵循使

一（

表示。之间的差值称为残差，用和

最小；

用线性最小二乘法确定方程的系数

的多元线性函数而建立的，根据上一节，需要说明，下面的方法是针对 是

中的任一个。表示中的任一个，用为简便，用 表示

应满足下列方程组：

显然， 的大小，可衡量被确定的系数

最小这样一个原则。

来调节系数的方法可供选择：有这样几种基于

绝对值最大的一个变得最小，就是使调节系数使原来

最小；

最小。

的绝对值之和变得最小，就是使

的平方和变得最小，就是使

曲线拟合中应用较广泛的是第三种方法。

现在可以看出，曲线拟合的原则是，被确定的曲线要求尽可能从实验点的附近通过，达

到在某种平均意义上的误差积累最小。

要使 达到最小，各个

即残差的平方和对各系数的偏导数全为 。

调节系数使

调节系数使

如果 。这样，是常数项，则令

把 次实验数据代入（ ）式得方程组

如上所述， 是 的线性函数，即可设
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这一个以 为未知数的

后，也就确立了原方程。

与

某种铝合金的含铝量为

所示，试用最小二乘法建立

建立法方程组。由于问题归结为一次多项式拟合问题，相应的法方程形如

为常数项，故注意，由于

线性函数来拟合这组实验数据。即令

确定拟合曲线的形式。由图 可以看出，六个点位于一条直线的附近，因此可先用

将表 所示。）描绘在坐标纸上，如图给出的数据点

解：根据前面的讨论，求解过程如下：

铝合金的含铝量和熔解温度的实验数据表

表 之间的经验公式。

例 的数据如与，由实验测得，其熔解温度为

）的法方程，解得元联立方程组，称为原方程

为未知数的方程组：

，，，从实验中得到后，这样，当 也可求得，于是得到以



非线性方程变为线性方程

前面所介绍的是线性函数关系的最小二乘法，有些函数关系虽然不是线性关系，但可以

通过代换转变为线性关系，然后再用线性最小二乘法处理。如

双曲线

从而得到经验公式

解此法方程，得

其中

的关系与含铝量图 铝合金的熔解温度



节所述的线性最小二乘法确用上述方法将非线性方程转换为线性方程后，即可用

代换方程为

次多项式

代换方程为

变形后得

型曲线

代换方程为

两边取对数

指数函数曲线

代换方程为

两边取对数

幂函数曲线

代换方程为



二套修正值 ，并求得

定方程的系数。

非线性最小二乘法

这样就得到了

写出

方程：

将解此法方程所得到的第一套修正值

如非线性方程

无法直接求解

逐次线性化。

首先给每一个待定系数

这样，我们把确定

程在

式中

值
。

用最小二乘法求得经验方程后，需要给出一个定量的指标，从统计的意义上来描述变量

之间关系的密切程度，这称为回归分析。这里着重介绍一元线性回归分析。首先引出相关系

线性回归分析

小到一定程度，也就逼近了真次迭代后，若，这样经过

，再用上述方法求得第）式求得代入（

显见，

的表达式也不难）的线性近似式，其残差平方和

的线性方程：附近作泰勒展开，略去展开式中的高次项，就使之成为对

的问题，为此我们对原来的非线性方值的问题转化成了求极小

，即，这初值和真值的差为以初值

，则需要采用非线性最小二乘法。该方法的实质是用泰勒公式对非线性函数

）不能通过代换法转换成线性方程，因而

已成为 的函数，令 通过 节 所 述 步 骤 ， 最 后 得 到 原 方 程 的 法
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有关。

图

式中， 分别是和 和

值的大小反映了

示

时， 与

方程表示的

数 ，在一元线性回归中，

抽样数

表

相关系数检查表表

最小值，相关系数 只有达到某种显著水平的最小值才在该水平上有意义。

及 下的相关系数的中给出了在不同观察样本数和不同显著性水平

和衡量 相关系数相关性好坏的参数

与样品的的关系才有意义，我们把这称为相关系数显著。另外，相关系数

系，但却存在明显的抛物线关系。在线性关系分析中，只有当 的绝对值大到相当程度时，

所示，尽管虽无线性关系，但可能存在其他关系。如图 不呈线性关与

在一元线性回归中，相关系数只表示 与 很小甚至为线性关系的密切程度，当

与 之间，参见图值在之间严格服从关系式，是完全线性相关。绝大部分

，表之间线性无关，，表示值为之间相关的程度。 值为

值永远不会大于分母的值，因此相关系数的取值范围是

）式可知，不管的平均值。由（ 为何数值，分子项的绝对

）

用下式计算：



含量数据，共进行了和考察对于

检查表，

次样品分析，

，根据

著性水平的最小值，故认为它是高度显著的，

合理的。

式计算 值为

和

习

即所确定的

题

所示。假定标定曲线可以用

不同胆色素浓度标准溶液的吸光率

与工作持续时间某催化剂活性 的关系为

表

的值，并判断线性关系是否密切。述方程参数

表示，试计算上度的标准溶液的吸光率数据如表

尿中胆色素经处理后，在 处有很强的吸光性，现测得配制好的不同胆色素浓

之间的线性回归方程是

，大于任何一种显

，查相关系数

和 的回归方程是用最小二乘法对上述数据进行线性回归得到

和 含量的分析数据矿石中表

和 的含量，结果见表分析例 块某类矿石中

（续表）



所列的实验数据通过曲线拟合求系数

表

将表

将下列非线性函数线性化

其反应动力学方程可用下列非线性方程表示：

为反应速度常数，式中， 为反应速度，

为待求解的方程参数。和

为实验测定的不同分压下的表

程中的参数 和

化学中的

如何将此方程线性化以求得参数

上机作业

设某气体反应可表示为

表

首先将动力学方程的两边取对数：

令

则上式变为

不同分压下的反应速度

及方值，试根据此实验数据计算反应速度常数

和 的分压，而依次为气体

气体反应动力学方程的确定

？和

之间的关系：与温度方程能描述很多物质的蒸气压

是待定系数）：

的关系与工作持续时间某催化剂活性



技工作者中使用十分普遍。

最基本的功能是曲线拟合。当

上机作业 软件进行曲线拟合用

是 平台下用于数据分析和工程绘图的软件。它的功能强大，在各国科

，代表自变量和因变）和

量。

值，列于表 中，试用三次多

启动或建立一个新的文件时，其默认设置

窗口，该窗口缺省有两栏，分别为是打开一个

和 是列的名称。可以双击列的顶部进行更改。可以在该工作表窗口中直接输入数

据，也可以从外部文件导入数据。

菜单，将显示数据导人后可以进行绘图，点 可描绘的各种图形，包括直线

菜单，可以进行各种形式曲线的图、描点图、向量图、柱状图、饼图和各种统计用图表。点

拟合，当设置好各个选项并确定后，则弹出绘图窗口，给出拟合出来的曲线，同时在弹出的

窗口中给出拟合参数，如回归方程各项的系数、相关系数、标准偏差等。

软件的使用。

时，测出了一系列样品的

下面我们通过一个实例来学习

发射光谱定量分析测定

项式拟合实验点。

图 作窗口

所示的，出现图打开应用程序 工作窗口。

值一系列样品的表

， 的线性相关程度越密切。

，表示为复相关系数。与一元线性回归一样，注：在这里 的绝对值越接近于 与

， 和都可由实验数据得到，调用多元线性回归程序可确定
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打开“

话框。将“

描点图。

图 的设置

图 菜单中的各种图形选项

”栏的数据送入“ ”栏， ”栏，按“，栏的数据送入“ 所示的，出现如图

”菜单，选择“ 所示的对所示），出现如图（描点图）命令（如图

图 在 工作窗口中输入实验数据

和将实验变量分别输入 栏，如图 所示。



图 对实验点进行拟合

所示。标的标名，如图

和 ，可设置坐以及相关系数系数 轴边的“。双击平面直角坐标系的

，曲线上方是该曲线的方程，图右边是方程各项的”一栏中打钩，拟合的结果见图

图 次曲线拟合，在“，表示作”栏中输入“所示的对话框。在“

，选择“ ”命令，进行多次拟合，出现如”菜单（见图打开“

图 绘图窗口中的描点图



标题的设置图

图 拟合结果

图 拟合方式选项窗



第二章　　高次方程求解

值，只要在

在解决科学研究和工程领域中的实际问题时，往往涉及到高次方程。高次方程解的个数

和方程的次数相对应，即使只在实数范围内考虑，大多也有几个解。但是，对于从解决化学化

工问题归纳得到的高次方程，其有意义的解大多仅有一个，并且是正数解。此外，在实际问题

中，符合要求的解一般都有一个比较明确的区域范围，如酸碱滴定中的

之间求解；又如化学平衡中各组分的浓度，从初始浓度和物料转化关系，也很容易确定解的

范围，这为求解带来了方便。

以

计算机解高次方程的基本过程大致如下：

为例，令

值（时的所示。 ）即为原方

附近，

其函数图像如图

程的解。在 值由负变正。由于函数是连续的，所

对应的点，该点即为原方程的一个解。其他方程以必定存在
函数图

值 的图像

观察

也是如此，如果知道了一个解的区间，就可以通过代入不同的

的变化，从而逐次逼近该解。

法、迭代法、牛顿法等。

点不变，单纯扩大区域找

缩小解所在的区域

点

寻找方程解所在的区域 。由初始点，

，前一点即为 与

炼出的函数 ）在 连续，所以在

高次方程的常用解法有扫描法、对分法、优选

扫描法

扫描法的主要过程是：

。十等分， ，

反，这两点即为新的区域 。

计算量减少，即用 替代原来的计算更合理。

扫描法程序中，因为要判断的是两函数的符号，而不是它们的大小，利用符号函数可使

扫描法程序流程图见图 ，图中 为步长，为要求的精度。

解的区域也可能在初始点的另一边，搜索方向需先判别。

，域 ，然后从步骤 开始求解。而一般的高次方程则要复杂些，解不一定比 值大，因此

有意义的解是一个正数解，搜索方向只要向正向进行，甚至根据实际情况，直接选取适当区

注意，求实际化学问题的解时，起始点 应取足够小（小于解）或干脆取 。由于其

重复上述过程直至收敛，达到一定精度为止。

，逐点求 ）值，直至相邻两点的值符号相

定

内必有一解 。该过程也可固，使

的值为一正一负。由于从实际化学问题中提

点，使逐次迭代找到出发，根据步长



内取中点，

对分法和优选法

时则有所不同：在，

扫描法运算量大，为减少工作量可用对分法或优选法，其基本思想和扫描法相同，即逐

次缩小解的区域范围。实际操作时，初始区域可取足够大，使解被包含在内，这在解与实际化

学问题相关的方程时很容易确定。在缩小区域

长，重复上述过程，可获得更高精度。

至由计算结果知，方程 的一个解在 之间，只要进一步缩小步

表 扫描法计算结果

用扫描法求方程 的正数解，其计算结果见表

虚线框部分可省略。

图 扫描法程序流程图



）值，并与 （或（即对分点），求 ）比较，舍弃符号相同的点，保留符号相反的点

在新的区域内重复上述过程，直至达到要求的精度。

用对分法求一元高次方程解的程序流程图见图

的计算结果见表用优选法求解方程

表 对分法计算结果

用对分法求解方程 的计算结果见表

处，即 ）或在区域的 ，一般收敛速率更快。

优选法又叫 不是区域的中点，而是法，与对分法流程基本相同，但每次插入点

图 用对分法求一元高次方程解的程序流程图
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