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目U 」
一
一
口数学方法在化学与化工领域中的应用，正象在物理学、电子工程、机叫工程、土木工程等众

多领域中的应用一样愈来愈广泛和深入.数学使得化学与化工学科变得更定量化和科学化，

同时化学与化工学科中的问题也逐渐成为数学家感兴趣的问题，并促进着数学的发展.

数学应用的范围是极其广泛的，"它的范围相应地可以定义为我们全部知识中能够用数学

语言表达出来的那些部分" (A Einstein 语 ).对化学与化工学科而言，用数学语言描述化学与

化工问题，有助于阐明科学概念和科学现象，有助于对现象和过程做更深入的研究.

编写本书的目的不是让化学与化工专业的研究者成为数学家，而是针对化学与化工中经

常出现或典型的问题，讨论数学方法的选择、运用和技巧.因此，对所涉及的数学理论不做深

入的推导和证明."纯粹数学家手中唯一的武器是清晰而严格的证明，只有当所谓定理能够经

受住当时所有最严厉的批评时，纯粹数学家才会去用它 " (E T Bell 语 ) ，但对于化学与化工专

业的研究者，往往不着重于数学理论的严格证明，而把数学作为一种研究现象和过程的手段.

完全只依赖精通数学的人解决化学与化工问题是困难的，因为他们可能不很熟悉专业的内容

及其内部规律.所以，化学与化工专业的研究者必须能够独立地用数学语言描述问题，选择理

想模型，运用合理简化实际问题的近似和假设方法."从数学理论中提炼出恰当的科学结论和

推断以实验验证，并尽量悔结论化成最简单的形式，以最恰当的语言来表达，这是最重要的"

(C C Lin 1:吾) •

本书是在北京理工大学化工与材料学院及材料科学研究中心研究生课程讲义《化学与化

工中的数学方法》的基础上写成的，与高等数学的基本内容相衔接.包括微分方程、无穷级数、

积分变换、有限差分、矩阵、数据处理和试验设计等在化学与化工中的应用，目的是使读者首先

了解和掌握这些数学方法如何描述和解决化学与化工问题，以及如何得到量化的结论以指导

科学研究，而张量分析、图论、群论、最优化设计(包括非线性规划问题)、模糊数学、数值计算方

法(包括 Monte Carlo 方 法 ) 等 数 学方法并未涉及 . 作者认为 在本书 中 所讨论 的各种 数学方 法

是最基本的，只有掌握了这些基本方法，才有可能进一步运用其它数学方法解决更为复杂的问

题.考虑到学习的由浅入深的阶段性，作者拟将其它一些在化学与化工中应用的数学方法另

编成册，供己掌握本书内容的读者进一步学习和参考使用.

本书基本上每章着重讨论一种数学方法.但是，由于实际化学与化工问题的复杂性，经常

出现前后交叉同时使用几种数学方法的情形(实际中也是如此) ，因此本书注意综合能力的培

养，刻意体现条理清晰，逻辑性好，参考性强，便于自学，以及紧密结合实际的化学与化工问题

等风格.书中的例子尽量不涉及过深的专业知识，大多选取具备化学与化工基础即可理解的

问题，以使读者不致于陷于专业问题而影响数学方法的学习和理解，至于解决专业性很强的化

学与化工问题，只能由读者去"触类旁通，举一反三"了.

成书过程中，得益于北京理工大学化工与材料学院、材料科学研究中心、应用数学系及研

究生院的专家教授们的支持和帮助，谨致谢意.书中参阅并借用了大量国内外文献和诸家著



作中的资料，作者表示诚挚的感谢.承蒙北京化工学院郑冲教授细心审阅并提出宝贵意见，作

者深表谢意.最后，衷心感谢沙世清女士和那些勤奋的研究生，以及所有关心过我们的人们.

由于水平所限，敬请读者对书中的缺点和错误批评指正，以便再版时更正和补充.

潘亚明朱鹤孙

1993 年7 月



目 录
,

…………………………………………………... ..• ..• ..• .•. .•. .•. •.. ... ... .•. ... ... ... ... ... ... ...

……... .•. •.• ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...~…………………………..

……... ... .•. ... ... ... .•. ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

…………………………... .….. ... ... ...…... ... ..…. ... ... ...…... ... ... ...

3

7

6

1

1

1

44

26

29

31

22

66

31

94

62

69

50

33

90

10

12

90

16

18

139

113

125

138

104

142

127

131

132

102

134

136••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• •••

••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• •••

••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• •••

…………………………... ..…. •.• .•. ..……………. ... .•. •.. •.. .•. •.. ...

••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• •••

…………………………………………... .•. .•. .•. ... ... ... ... ... ... ... ...

………………... .•. ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• •••

…………………………... •.. ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• • o' ••• ••• ••• •••

... ... ... ... .•. ..• .•. .•. ..• •.. ... .•. .•. .•. ... ..…. ..…. .•. ..• •.• ... ... ... ... ... .•. .•. ... ...

…... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... .... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

………………………………………...……... ... ... ..……. ... ... ... ... ... ... ...

•
••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• •••

….o. ••• ••• •• 0 •• 0 • o' ••• ••• • o' .0' ••• 0" • o' • o' • o' • o' ••• 0" •• 0 •• 0 • o' .0. .0. ..0 0.0 .0. ••• ••• ••• ••• •••

••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• •••

…………... .….. ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... .•. ... ... ... ... ... .•. ... ... ... .•. ... ... .•. ... •..

……………………………………………………………... .•. ... ... .•. ... ... ... ... ...

……………………………... ... ..……………………………………. .•. ... ... ... ...

……………………………….. 0 .0. … ... ..0 ••• ..0 ••• 0.. ••• .0. …… ... 0" .….. ..…. ..• 0"

...…... .•. .•. ... ... ... •.. ... .•. .•. ... .•. .•. .•. .….. ..…. ...…... ... ... ... ..• •.. .•. ... ... ... ...

……... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

••• ••• ••• ••• ••• ••• •• 0 o' 0 ••• ••• .00 0.. ••• 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 0.0 0.0 .0. 000 0.0 000 ••• •••

……………………... •.. .•. ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

……………………………………………… 0 0 0 o.… . ... ..0 ••• .0. .0. ..…...………...… o •••

………... •.. .•. ... ... ... ... ... ..• •.. .•. ...…...………………... ... ... ... .•. ... ... ... ... ... ... .•. .•.

... ... ."…………………. ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... .•. ... •.. ... .•. ... ... ..• .•. ... ... ... ... ... .•. •..

真实气体 virial状态方程问题 ..

一些重要的微分方程

Fourier 级数

Frobenius 方法

军级数与 Taylor展开…………

Bessel 方程 … ·

Euler-Maclaurin加和公式及Stirling公式 … ·

变换

变换的性质

变换在化学与化工中的应用

Laplace 变换

Laplace 变换的性质

Laplace 逆变换

Fourier

Fourier

第一章化学与化工问题的数学描述

§1. 1 引言

§ 1.2 N 级溶剂萃取问题

§ 1. 3 Boltzmann 分布问题 … ·

§ 1. 4 液体苯的间歇氯化问题

§ 1. 5 纳一惆 泵简化数学模型

§ 1. 6 平衡色谱理论的基本关系式

§ 1. 7 质量传递过程的数学描述

§ 1.8 化学反应的热力学势问题

§ 1. 9 二元连续精饱问题

§ 1. 10

§ 1. 11 数学描述的近似性问题

§1. 12 ......般问题

第二章化学与化工中的常微分方程

§ 2. 1 引 言

§ 2. 2 一阶微分方程

§ 2. 3 二阶微分方程

§ 2. 4 线性微分方程

§ 2. 5 联立微分方程

§ 2. 6 一些重要的常微分方程

§ 2. 7 化学与化工中的应用

第三章级数及其应用

§ 3. 1 基本概念

§ 3.2

§ 3.3

§ 3. 4

§ 3. 5

§ 3. 6

§ 3. 7

第四章积分变换

§ 4. 1 Fourier

§ 4. 2

§ 4. 3

§ 4. 6



……………………………………'" ... ...……………... ...

…………………………………………………………'" ... ... '" ...

…………………………………………………………... ... ... ... ... ... ... ... ... '" ... ...

·" ... ...……'" ... .•. ..• '" ... ... '" ... ... ... ..• ... ... '" ... ... ... .•• '" ... ... ... ...

275

145

158

271

158

268

161

268

168

222

171

255

249

187

259

226

222

232

207
•

…………………………………………... '" ..……. ... ...

…….... ... ..... ,……...……….... •.. .... .... ... ... ... ... ... ... ... ... .... .... ...

………………………... ... ... ... ... ... ... ... ... ..……· ... '" '" ... ... ..• ...

…………... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... .... ...

……'" ... ... ... ...……'" ... ..………………………………· ... ... ... ... .., '" ...
……'" ... .,. ... 4o" ••• ••• '" ••• '" ••• ••• ••• ••• '" .,. ...‘….. ... ... ... ... .,. '" ... ... '" ...

……... ... ... ... ... ... ... ... ... ...……... ... ..……………. ... ... ...…... ... ..…. ...

……... ... ... ... ... .………….. ... ... ... ... ... ... ... .... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
……·.. ... ... ... ... .………….. ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

……….". ... ...……... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

……………………'" ... ... ... '" ... ... ". ... ... ... ... ... ..…………. ... .…….. ... ...

…………... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

……………'" ... ... ... ..• .………….. ... ... ... .., ... .., ... ... ..………· ... ... ... ... ... '" ...

……………………………………'" ... ... ... ... '" ... ... ... ... ... ... '" ... ... .., ... '" ... ... '" ...

…………………·" ... ...……... ... ... ... ... ... ... '" ... '" ... ... ... '" '" ... ... ... ... '" ... '" ... ...

§ 4. 7 Laplace 变换在化学与化工中的应用

第五章化学与化工中的偏微分方程

§ 5. 1 引言

§ 5. 2 化学与化工中偏微分方程的形成

§ 5. 3 定解条件

§ 5.4 一阶偏微分方程

§ 5. 5 二二 阶偏微分方程

电 S . 6 化学与化工中的应用举例

第六章化学与化工中的有限差分

§ 6. 1 引 言

§ 6. 2 差分运算

§ 6. 3 线性差分方程

§ 6.4 非线性差分方程

§ 6. 5 微分一差分方程

§ 6. 6 生成函数法

第七章化学与化工中的矩阵

§ 7. 1 矩阵的主要形式

§ 7. 2 矩阵的初等运算和基本运算

§ 7. 3 矩阵的秩与线性方程组

§ 7. 4 线性 (向量)空间…………… · 278

………………………………………….... .... .". ... .... .... ... .... ... ... .... .... .... ... ... ... ... ... ... ... .... ... ... ...

…………………………………………... .... ."………………. .." ... .... ... ... ... .... .". ... ... ... ... ... .... ...

……………………... ... .... ... .... ..... ... ... ... .... ... ... ... ... .... ... .... ... ... .... ... .... .... .... ... ....

……………………... ...……... ... ... ... ..……………………………………………. ... ...

387

400

283

288

313

388

371

384

393

368

313

337

346

330

314

…………... ... .... ... ... ... ... ... ... .". ... ... ... ... ... ... .... .... ... ...... ..... ..... ..I. ...

…………….... .... ... ... ...……………………………………... ... ... ... ...
…... ... ... .". ... .………………………………………………….. ... ... ... ...

………………... ... ... ... ... ... ... ... ... ..……………………. ... ... ... ... ... ....

………………... ... ... ... ... .... ... .……………….. ... .... ...…... ... .. .. ... ... ...

………………..... .... .... ... .... .... ... .... .... .... ... .... ..... ... ... ... ... .... ... .... ... .... ... ...
……………………………... .... .... ..... .... ... ... .... ... ... ... .... ... .…... ... .... ... .".
….". ... ... .... ... .………………………………... ... ... ... ... ... ... ... ... .". .... .... ..

…………………... ... ... ... ... ... ... ... .". ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... .". ...

……………….... ... ... ..... ... ..………….. ..... ... ... .... ... ... ... ..... .... ... ... ..... .... ... ... ... .... ..... ....
Laplace 变换表… . .

生成函数表

t 分布双侧分位数 (ta )表

§ 7.5 特征值和特征向量

§ 7. 6 化学与化工中的应用

第八章数据处理及试验设计

§ 8. 1 引言

§ 8. 2 数据的表达与处理

§ 8. 3 最小二乘法与线性回归

§ 8.4 可疑测量值的舍弃

§ 8. 5 试验设计

参考文献

附录 I

附录 E

附录 E

附录 N F 检验的临界值(Fa)表

附录V多因子试验常用正交表

内容索引

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



第一章化学与化工问题的数学描述

§ 1. 1 号 l
、

一1:2

应用数学方法处理化学与化工问题一般包括三个步骤:①用数学语言描述问题;②选择适

当的数学运算获得结果;③对所得结果进行解释、

第一个步骤，即用数学语言对化学与化工问题进行描述，是最困难的.它没有普遍适用的

一般方法，只能依靠对化学与化工问题本身的深刻理解，而不能仅依靠数学家的能力.正如

W R Marshall 和R L Pigford所说的 : "若要解决这类问题 ，化学家当然要求助于数学家 ，希望

数学家能把问题变成用已知方法可以解决的数学命题.然而这条路是行不通的.因为数学家

要把问题变为简单的数学假说，却没有必要的化工基础知识，而化学家又没有必要的数学基

础，因而无法帮助数学家对问题进行解析."本章将通过化学与化工中常见的问题的数学描

述，说明用数学语言表达这类问题的基本思想和方法.

§ 1.2 N 级溶剂萃取问题

研究从甲苯中连续萃取苯甲酸的问题.萃取剂为水，两种物料流

入 A槽进行强烈搅拌，然后将提合液送入B槽内澄清分层，分别取出

上层的甲苯和下层的水，试求苯甲酸进入水中的萃取率.

在图1. 2. 1 中 ， 为使问题理想化 ， 将由合槽和澄清槽并为一个单

级，如图1. 2. 2 所示 . 假定所有流量是稳定的 ; 甲苯和水不互溶 ;进来斗

被放度C为常数川昆合槽?昆合充分;流出的两相液流彼此平衡 ，y=mx ，

m 为分配系数 .

考虑苯甲酸的物料衡算:

苯甲酸输入量=RC[kg /s ]

苯甲酸输出量=Sy十Rx[kg/s ]

苯甲酸累积量= 0

则根据:输入输出=累积，可得

苯

3

+
割

r

甲
和 水

E。

水

b
k

酸

u
t
~
+甲

R

苯 +
苯甲酸

啦 r，且混合澄清情网]. 2. 1

甲苯• R m' Is
苯甲酸. C kg/m'

甲苯• R m' Is
苯甲酸 • x kg/m J

,

水 • S m' Is
苯甲酸• y kg/m'

水 ， S m3/s

图 1 . 2. 2 理想化的单级溶剂萃取

RC - Sy - Rx = 0 (1. 2 - 1)

由于

故

y =mx
RC mRC

x-

Rτ页 ' y =EτmS

(1. 2 一 2 )

0.2- 3)

所以苯甲酸进入水中的萃取率为

1



A、
?"

贝。

E-sy mS
一主ξ - R 斗 π

α = R/mS

E = 1

0.2- 4)

0.2 - 5)

0.2- 6)

图1. 2. 3 理想化的两级萃取

R

Y ,

R'‘
C s 第 1 级

X ,
S 第 2 级 X's

。

若取 S = 1 2R ， m = 1 /8 ， C= 1. 0 ， 则X=o. 4 ,y=0. 05;萃取率E=60%.

从这个问题中，自然地得到了描述对象特性的两个无因次 R

数群，即α和 E.显然，萃取率E只受无因次数群α值的控制.

若考虑两级溶剂萃取，每一级仍然包括两个槽，通过两级为 y

逆流流动.理想化流程如图1.2. 3 所示 ， 图中符号意义与前同 ，

两相浓度分别用下标表示.

前面的(1. 2-2)对每-级依然成立 ，即

Yl = m町 ， yz =mxz (1. 2 一 7)

对每一级苯甲酸作物料衡算，可得

解之得

RC + SY2 - RXl - SYl = 0 , RX1 - RX2 - SY2 = °
考虑式(1. 2一 7) ， 消去级间浓度 矶 和 川 ，得

RC 十mSX2 - RYl/m - SYl = 0 , RYl/m - RX2 - mSx2 = °
R2C mRC(R + mS)

Xz = R2 十mRS + m 2S2' Yl = R2 十mRS + m 2S2

0.2 - 8)

(1 . 2 - 9 )

所以苯甲酸的萃取率为

飞2

S R

S R

Y , C

I

Y , X ,
2

-Y-J3 X ,

Y. X ,, _ 1

n
'+1 , ~.

N- I XN

N- l

YN XN

N

O XN

y

y

图1. 2. 4 理想化的

N级萃取

(1. 2 - 10)

(1. 2 一1 1)

E 一S另旦: 一 .、γn时7一二一

利用式0 . 2一日，则

E= α 十 1 a
2

- 1
-一一

α2 十α 十 1 a3 - 1

仍取前面的数值，即 S= 1 2R ， m=1/8 , C= 1.0 ， 则

X2 = 0.21 , Yl = 0.066 , E = 79%

由此可见，在同样的条件下，与单级萃取相比，两级萃取可以得到更

大的萃取率.

若要进一步提高萃取率，考虑采用N级溶剂萃取过程，如图1.2. 4

所示.两相液流的流量仍用R和 S表示.苯甲酸担甲苯和水中的浓度

分别用Z和 y表示，其它符号与前相同.

对第n级苯甲酸作物料衡算，可得

RXn-l 十SYn+l - RXn - SYn = ° (1. 2 一12)

对任一级η，下式依然成立:

Yn = mXn 0.2 - 13)

式(1. 2-13)代入式0.2-12)，可得

RXn- 1 + mSxn十 1 一(R + mS )xn = °
考虑式(1. 2 日的 α 值 ，则

Xn+ 1 一 (α + l )xn 十 aXn- l = 0 0.2 - 14)
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这是二阶线性差分方程.用位移算子可写为

[(E - 1) (E 一 α) JXn - I = O

即得差分方程通解为

0.2-15)

或写为

考虑到边界条件

X n -
I

= Al n - I + Bαn- I

X n = A 十 Bαn

0.2-16)

(1. 2 - 17)

n = 0 时 ， Xo = C ; n=N 十 1 时 ，XN十 1 = 0

则将0 . 2一 1 8 )代 入 ( 1. 2 - 1 7)可得

~.N+ I 1

A=-一二丁，~ ，C ， B= 二一土节...，.C

所以式(1. 2-14)的解为

(1. 2 一18)

因此

故萃取率为

- aN + 1 _. 1αN十1 一 旷

=一一一-「C + -J一， ， C矿 = 一一一一一←C
aN+I~ I 1 - aN十 I r T A 一

αN十1αn{

Yn = 歹可丁ImL

0.2-19)

0.2 - 20)

ELSV1mcd+1-a d-1
=τ兰兰=τ=pτττ71=7万士7一丁 ( 1. 2 - 21)

对于 N=l，可由上式得到式0 . 2 - 6 ) ;对于 N= 2 ，可由上式得到式(1.2-11).

对于上述萃取系统，表1 . 2. 1 给出几个不同N 值对应的 E 值 .

表 1 . 2. 1 N 级萃取率(S=12R ，m=I/S)

N l 2 3 U 10 20 50

E( 绍 ) 60.0 78. 9 87.7 95.2 99.4 100.0 100.0

结果表明，萃取率随萃取级数的增加而增加，但当级数大于10时，可能是不经济的，而单

级萃取率又很低，所以存在一个萃取率高而费用低的最佳级数.这实际上就是化学与化工过

程的最优化问题.

§ 1. 3 Boltzmann 分布问题

物系的总微观状态数取决于热力学状态函数 E ， V ， N，即当物系的总能量 E ，体积 V及子

数 N确定后，则组成物系的总微观数。就确定了.即

。 = Q (E ，V ， N )

对于 E ，V ，N确定的物系而言，总微观状态数是各个分布的微观状态数之总和，即

。 = Q钮 ， V ， N ) = 2..:WD 0.3 一 1)

在物系的各个分布中，其微观状态数 WD 是各不相同的 . 有的较大 ，有的较小 ， 那么哪→

个分布的微观状态数最大呢?即哪一套能级分布数 n l ， n 2 ' …， nj ' …能使函数 W(n l，屿 ， …， ni '

…)成为极大?且这一套能级分布数还要满足以下两个守恒条件:

3



(1. 3 一 7)

其中 εz为每个子的能级.

这是一个条件极值问题.用Lagrange待定乘数法解之.

因为 InW取极大值时，lll也取极大值.为讨论方便，下面先求InW的极大值.对于由N

个子组成的独立定域子隔离物系，子的能级为ε1 ，如…，酌，…，能级的统计权重为g!' g2'…，

g" … ，各能级上分布数为 nl ,n z ， … ，饵 ， … ，则物系中某个分布 D 所拥有的微观状态数 WD 为

(1. 3 一2)

0.3- 3)

0.3 - 4)

0.3- 5)

0.3-6)

当 N是很大的整数，即N»lnN时，式(1. 3 一 7)右边第三项开始可略去 ， 于是可得到

InN! 的Stirling近似公式

InN! = NInN - N (当 N » 1 时)

N!=(~)N (1. 3 - 9)

0.3- 10)

(1. 3 - 11 )

(1. 3 - 8)

式0 . 3 - 8)用于式(1. 3-4)中的Inn;! ，可得

InW = InN! + 2..: n;lng; - 2..: n ;lnn i + 三nz

若 InW 为独立变数 nl ,n z ， … 州 ， … 的函数 ，则 当 InW 取极值时 ，各独立变数的微变 an!'

anz ， … ， 8nz ， · · J引起 InW 的微变 aInW= o ， ep

aInW_ . aInW_ . aInW_ '" , a InW
()lnW =一一一切1 +一一一切十…+一-一初，十…= >:一-一-Sna = O

3n13nz23nzι」

•

a InW a.. . .. a Inn
nz=η;(nzlngg-nzlnnz十nJ =Ing;-Inn;-ni -a万十l

1+土 十 」τ+ … i
12N ' 288川 !

因为式中 an;为独立的微变，所以有

aInW
an, -

式0 . 3 - 11)所求得的 n; 将使 InW取极值.式0. 3-10)取偏微分 ，得

hN!=NM N+÷M+专In

三lnpzz !

2..: n ;e:; = E

。= 1, 2, 3, …)

N!=(盯(2πN) 言

F
N矶

时

EEJM
N
t
三

z

二
十Nn

一
­

wn

u .,
WD = λT ! •日 至­

, n zJ
CD)

Stirling 公式给出 N ! 与N 之间的级数关系为

N(27tN)i

二二n; = N ,

当 N是不太小的整数时，上式可简化为

N
E

N!=

由上式，我们讨论W，则

所以
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=lng， 一 lnn， - 1 十 l = lng， - lnn，

所以
立~ JlnW

~lnW = ): ~ ~U" ~n; =
, : F d ni 二二(lng， 一 1m圳 (1 . 3 - 12)

为求极值，不能由式(1. 3 - 1 2)而断定所有各悦的系数均为零，因为各n，并非相互础立，它们

还满足两个守恒条件式(1.3→2). 由于物系的N和E是一定的 ，故N和E 的微变为零 ，即
•

~N = L.: ~n， = 0

~E = 三阶z = O

(1. 3 - 13)

(1 . 3 - 14)

于是可将条件极值问题化为无条件极值问题.为消去非独立变数，引入两个待定乘数α和卢，

α 乘式 ( 1. 3 - 1 3 ) ， {3 乘式 (1 . 3 - 1 4 ) ， 然后将式(1 . 3 - 1 2 ) ， (1 . 3- 13), (1. 3 一14)相加 ，得

(1. 3 - 15)二二 ( lng， 一 Inn， +α+ (3c, )~n ， = 0

因为要满足式(1 . 3 - 1 3 )和(1 . 3 - 1 4)，所以 ~n，并非相互独立.设 ~nj和 ~n2为非独立微变，可

以选择 α 和 β 使得

lngj - lnnj 十α+ 如j=O

lng2 一lnn2 +α+βε2=0

(1. 3 - 16)

(1. 3 - 17)

(1 . 3 - 19)

(1 . 3 - 18)

所以，式(1. 3 - 1 5)变为

(lng 3 - lnn 3 +α+ 向3 ) + (lng4 一 lnn4 +α 十 (3c4 )十… = 0

式中所有 ~n， (i = 3 ，4 ，5 ， … )都是独立微变 ，所以各 ~n， ( i = 3 ， 4 ， 5 ， … )均为零时 ，上式才成立 ，故

lng， 一Inn， 十α 十 卢ε， = 0 (i = 3 ,4 ,5 , … )

考虑式(1. 3-16)和 ( 1.3-1 7) ，所以式 (1.3-18)化为

lng， 一Inn; 十α 十 {3c，=O (i=I ,2 ,3 , … )

即 ni == e Q g ,.e {J£j (1. 3 - 20)

式(1. 3一 20 )得出的一套能级分布数 nj '屿 ， … 州 ， …即为微观状态数最大的分布 .

由于

所以

二二n， = N = ea L.:g川

， λ「

α= ill L.:g泸z
(1 . 3 - 21)

热力学可以证明

β=-i
ICT

(1 . 3 - 22)

(1. 3 - 23)
三g，exp

其中 K为 Boltzmann常数.将式(1. 3 - 21)和(1. 3 - 2 2)代入式(1. 3 一20) ，可得

NEz igaexp( 一 是)=2g叫
ICT
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其中 q = 孚g，e刘 去 ! 为平动分子的配分函数 该式o 川3)附 Boltzmann 分布

§1. 4 液体苯的 问歇氯化问题

当物料经过两种或多种联立二级反应的途径进行化学反应时，可用常微分方程进行数学

描述.典型的例子是碳氢化合物的卤化.

例如:将氯气通入装有苯的反应器内进行液体苯的间歇氯化.若反应器内装有高效搅拌

器，可以使容器内全部的氯气都参加化学反应过程，而只有反应放出的氯化氢气体从反应器内

逸出.假设反应速度常数之比为 k 1 /k z = 8 . 0仇/是 3 = 30.0 ，反应在55 'C 等温进行 ，试确定获得

最大产量一氯代苯所需的氯气量.

C6H6+CLil+CA5Cl+HCl

C6HsCl+Cl2 土..c6H4Cl2 十HCl

C6H4Cl2+Cl2 二LGH303+HCl

以 1 摩尔苯加入反应器为基准 ， 系统在 0时刻的状态变量:户为氯气的摩尔数[mol ] ;q 为

苯的摩尔数[mol ] ; r 为 C6H5Cl 的摩尔数 [mol ] ; s 为 C6H4Cl z 的摩尔数 [mol] ;t 为 C6H3Cl 3 的

摩尔数[mol]. 由质量守恒可知

q 十 r 十 5 十 t = 1 (1. 4 - 1)

消耗的氯气总量为

y=r 十 2s + 3t

假设反应器体积V是常数，则四个芳香族化合物的物料衡算为

0.4- 2)

叫户q=V 悲

切-kzpr=V 去
ι俨仰=V 去

M=V去

(1. 4 - 3)

(1. 4 - 4)

(1. 4 - 5)

(1. 4 - 6)

用式(1. 4-4)除以式 ( 1.4-3) ，得

dr kzr 咱r-8q
一一-

，一二

dq k1q ~ 8q
(1. 4 一 7)

令
则

r=uq
dr du
高
=u -rq

面

(1. 4 - 8)

(1. 4 - 9)

将式0 . 4 - 8 )和 0 . 4- 9)代入(1. 4一 7) ，可得

也一­
q

du

f叫
0.4-10)
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积分得

即

用式(1 . 4 - 5)除以式(1. 4- 3)，得

(1 . 4 - 11)

(1 . 4 - 12)

(1. 4 - 13 )

d5 5 r (1. 4 - 14)
dq 240q 8q

将式(1. 4一13)代入 (1.4-14) ， 消去r 后可得

坐一 -L = i ( l q一悦 ) (1. 4 - 15)
dq 240q 7'~ "

式。 . 4 - 1 5)为一阶线性常微分方程，考虑到 B=O时 ， q = I ， 5 = 0 ，可得(1 . 4 - 1日的解为

5=
240
一一一一一 ( 2 9q - 239q l /8 十 2 1 Oq l! 240 )

7 X 29 X 239
(1. 4 一 1 6 )

用式。. 4 - 6)除以式(1. 4-3) ，得

dt 5

dq - 240q

将式(1. 4-16)代入式(1.4-17) ， 消去 S 后可得

(1 . 4 - 17)

积分得

主= - l ( 2 9一 2 3 9q一附十 2 1 Oq - 239/240)

dq 7 X 29X 239
".30 X 240 ，川们，

t= 一一一一一-Q+ qI /8 一一一一一一Q川4U +K'
7X239" ' 7X29" 29X239"

(1. 4 - 18)

(1. 4 - 19)

考虑到。=0时 ， q = l ， t = O ， 则 K' = 1.所以

l 只 ， / . 30 X 240 '/"0
q 十 一-L-ql/8 一 一一一一::7..q川ω+ 1 (1 . 4 - 20)

7 X 239" ' 7 X 29" 29 X 239"

式(1. 4 - 1 3 )， (1. 4-16)和 (1.4-20)给出 了任意时刻 。 时反应器内C6H6 ， C6H5Cl 、C6H4Cl2 和

C6H3Cl3 摩尔数之间的关系式 .

令击= O ， ~圳州E即酌P q7/8=

r=0.743[mol口] ， 5=0.1635[mol口] ， t=0.00065[mol]

y=r 十 25 十3t = 1. 0720[mol]

因此，每加入1摩尔 C6矶 ， 为得到最大产量 已H5Cl需要的 Cl 2 量为1. 0720 摩尔 ，此时C6H5Cl

的最大产量为0. 74 30摩尔.

§1. 5 纳一针泵 简化数学模型

在高级动物体内存在一个纳离子和饵离子连续流进和流出于红血球的过程.生物化学家

称这种活性中间输送系统为初级饷一拥泵，它倾向于使内部保持较高的饵离子K+浓度和较低

的纳离子Na+浓度，将纳离子输出到血浆中是将拥离子输入血球内的动力.研究纳一押泵动力

7
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学问题时，常用具有放射性的4zK来建立这-过程的数学模型.

假定红血球 (E)和血浆 (p)对这样的过程构成-个封

闭体系，如图1. 5. 1 所示 . 设4zK 在任意时刻 t 时 ，在红血

球(E)中的浓度为趴在血浆 (p)中的激度为 y.若这种放

射性标记物4zK进入红血球的过程是一级过程，则

输入速率 = kjy

从红血球中出来的过程也是一级过程，则

输出速率=是zX

因为42K的浓度为常数，所以

E P
c:>

b 。 书L
。

。

o 。」ι
o 巳3

图 1 . 5. 1 销4手泵模型体系

Z 十 y = c

42 K 在红血球也) 中的累积速率为寺 ，故

4主 = kjy - kzx = kjC - (k j 十 k z ) x

这是用一阶线性常微分方程描述的初级纳一饵泵简化数学模型.解之可得

k ,C
x= 一」一L + Bexp[ - (k j 十k2 ) t J

~j + k z

(1. 5 - 1)

(1. 5 • z)

0.5 - 3)

其中 B为积分常数.

式(1. 5-3)表示了红血球中42K 的故度随时间变化的规律 . 随着时间的增加 ，uk 在红血

球中的浓度不是无限增加，当t→∞时，其极限浓度为kjC/ (k j 十ι ) ，记为 x(∞).积分常数B

可以由边界条件确定.当t=O时，红血球中4zK的浓度为零，即

所以

故式( 1. 5-3)为

k ,C
0=一」→一十B

kj 十kz

B-hlC
二一

是1十kz

k ,C k ,C
x=

一，，， 1'-"一-L-exp C- (是1 十 kz )t]
k 1 + kz k 1 + 是2

(1. 5 - 4)

实际上，在实验中测量血浆(P)中4zK的故度比测量红血球(E)中4zK 的旅度更为方便 .

若设

则由 x=c-y 可得

所以

故

8

y(∞ ) = C - x(∞)

k"C k ,C
y=拉瓦+汁了exp [一 (k 1 十k z ) t ]

ιc
y(∞ ) =一半一

是 1 +kz

主一- 1 =ELexp [一 (k j 十是 2 ) t ]
y(∞) ..... k2 'v ~ "" l:' L ''''1 I '''z

n[-L-I]=一 位1叫+ln生
y(∞) ~J

0.5-5)

(1. 5 - 6)

0.5 一 7)

O. 5 - 8)



t

斜率 = k (A o- Bo)

An
In -二

Bo
O

图 1 . 5. 2 确定二级反应速度常数

[(CH)) ,N]
In [CH,I ]

(CH3)3N + CH31 一土- (CH3 ) 4N十 十 I

假设 (CH3 ) 3N 和 CH31 的反应初始浓度分别为

Ao 和Eo ， 任意时刻 t 皮应了 的胶的浓度为 工 ，

则描述该反应的速率方程为

即以 In [y/y(∞ ) - 1]对时间 t 作图 ，将得到一条斜线率为一 (是 1 +k 2 ) ， 截距为 In (是 1 /k 2 ) 的直

线.所以根据斜率和截距就可求出 k 1 和 k 2 的值 .

下面再举一个例子，简要说明如何用数学

方法确定反应速度常数 ι

用腆甲皖将三甲基胶甲基化的反应为

ep

d(Ao-x 飞
-1厂一= -HAo-x) (Eo-x)

4仁 、 十kdt= O

这是一个变量可分离的一阶常微分方程，积分得

1←一In(Ao - x) + 一 1 一一In (Eo - x) + kt = CEo-Ao"""U ~/， Ao-Eo
υ

其中 C 为积分常数 .

考虑到边界条件 t= o 时 ， x= o ，则可得

CI ,Bo
==-7一一-一=「ln -?

所以方程的解为

ep

ht=-i一In !Eo (Ao -x ) 丁
Ao-Eo'''LAo (Eo-x) J

In(Ao- x) = (Ao- Eo)是什lMBo-z) +ln 42

设任意时刻三甲基股和腆甲:皖的浓度用 [ (CH3 ) 3N]和 [CH3I]表示，则

即

In[ (CH3)3N]= (Ao-Eo)kt+In[CH3I]+In 会

[ (CH3) 3N ]
In …Y T Y「 = (Ao -BJh川n 去

按照 In {[ (CH3)3N]/[CH3I] }对时间 t 作图 ，将得到如图 1. 5. 2 所示的直线 ，其斜率为 k (Ao ­

Eo) ，截距为 In (Ao /Eo ) · 由 于 A。 和 B。 是已知的 ，所以 由直线斜率 是 (Ao -Eo )可以确定出该二

级反应的反应速度常数.

当然，反应速度常数的测定必须是在恒温下进行测定.温度-般只影响k ，而不影响反应

级数.表示h 随 T变化较准确的经验式是由Arrhenius 1 889年提出的著名方程式

k= 品。叫 一 主

式中 Ea 是活化能 ，也 为频率因子 ，R为气体常数.
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§1. 6 平衡 色谱理论的基本关 系 式

故

平衡色谱理论是由 Wi lson等人发

展起来的.假设组分在流动相和固定相

之间的分配平衡在整个色谱过程中均能

瞬时达到，则可不考虑传质速率的有限

性及物质弥散对平衡过程形成的影响.

根据物质守恒原理可以推导出描述区域

移动规律的关系式.

如图1. 6. 1 所示 . 对色谱柱中的微

元 dx，研究在时间 dt内物质的质量衡算.假设柱截面积为 q叶为柱管截面上流动相占有的分

数 ;c和 a分别为物质在流动相和固定相中的浓度 ;u为物质的流动速度.因此

输入量 =ckuqdt

输出量=→I c-一字叩叫

累积量 =k仲 j支id由t十(1一走)沟qd由Z 芋妇d由t

ckuqdt一 ( c一元山咐=是仙主dt+ ( 1 wz ZEdt

ku ac~x，t)=k ac(工 ，t) '/1 "a a(x ,t)
u a 王一=h -丁7一十 (1 - k )一丁7一

← d x 才

e kuqdr

e-de

A|zkqdx旦二d r ke -dr e)kuqdr

「 ax 「一一-→ 流动相

C

图 1 . 6. 1 平衡色i普理论物质守恒示意图

即 (1 . 6 - 1)

式(1. 6- 1)描述了色谱柱内物质在流动相和固定相中的浓度随位置 Z 和时间 t 的分布关系 .

设物质在两相间的分配方程为

a = f(c) 0.6- 2)

•
J
H
H习

m
只

f
L
-
4
ι

气
d

之
d

fu
r--f

i
w一
#
ι

叫d

工
d

nu-c气d

-
Aj口

一
­

a-t、
。
-
3
U

(1. 6 - 3)

式(1. 6-3)代入式 ( 1. 6- 1)可得

' U 旦主 = k a五 十 (1 是 )f' (c) 生ax '-at'" '-/J'~/at
(1 . 6 - 4)

由微分基本知识可知

ax
at

ac ax
at ac

(1. 6 - 5)

综合式(1 . 6 - 4)和(1 . 6一日，可得区域中心移动速度兰的关系式为

ax U

at 1 十 气生yω

下面由式(1.6-6)对保留体积进行解释 . 保留体积的定义为 : 进样后物质在柱后浓度出

现极大值时流经色谱柱的流动相体积.因为物质在色谱柱后浓度极大值出现的时间，即保留

时间 tR等于色谱柱长除以谱带移动速度哇，即

(1. 6 - 6)
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