
第 一 章 　　绪 论

引 言

它是数学物理研究的基本内容

数学物理方程（简称数理方程）是指在物理学、力学等自然科学及工程技

术中所提出的偏微分方程（有时也包含某些常微分方程、积分方程及微分积分

方程）

在连续介质力学中，从质量、动量、能量守恒定律出

早期建立的数学物理方程有根据牛顿引力理论而推导出的描述引力势的

拉普拉斯方程和泊松方程

斯托克斯方程组（有黏性）和欧拉方程组（无黏发，建立了流体力学中的纳维

另外，像描述波的传播的波动方程；描性）以及弹性力学中的圣维南方程组等

世纪开始，相继出现了大量新的数学物理方程，其中最基本的有描

述传热和扩散现象的热传导方程都是古典的数学物理方程

自

米尔斯方

述电磁场变化的麦克斯韦方程组，描述微观粒子的薛定谔方程，广义相对论中

确定引力场的爱因斯坦方程和在基本粒子研究中有重大作用的杨

程等

在进一

人们在研究光辐射、中子迁移以及气体分子运动的过程中，推导出了辐

射迁移方程，中子迁移方程和玻尔兹曼方程，它们都是微分积分方程

而研究具有步研究带电粒子在磁场中的运动时，建立了流体力学方程的耦合

扩散现象的化学反应导致了反应扩散方程（是偏微分方程组）的建立

通过求解数理方

对于建立的数学物理方程，需要作出各种附有具体条件而构成典型问题

的解，然后根据实际测量结果来检验和修正相应的物理理论

程，使人们对自然现象获得更加深刻的认识，并能预见新的现象

数学物理方程中有许多是线性方程，与其对应的已经给出很多求准确解

的方法，如特征线方法、分离变量法、格林函数法、积分变换法及复变函数法

等

特殊的情况

解有时能用各种初等函数和超越的特殊函数来表示，但这些仅限于少数较

更多的数学物理方程是非线性方程或方程组，其求解方法一般都

而得到准确解的有效方法之一是利用问题很复杂，且只有少数问题有精确解

对于大量的不能获取

的对称性，例如球对称性、轴对称性与相似性（量纲分析）等来求解，这可以减

少自变数（或降低维数），进而化为常微分方程去求特解

而伴随准确解的问题，通常设法求出近似解，例如摄动法就是一个重要方法

电子计算机迅速发展起来的差分法与有限元法等数值解法是求解数学物理方



基本概念和定义

当一个微分方程除了含有几个自变量和未知函数外，还含有未知函数的

的 维空间 中的一个适当的区域

内进行考察的

容易验证下列两个函数：

近年来，与孤立子、杨程的十分有效的方法 米尔斯方程等近代理论的研究密

切相联，正在发展求解非线性方程的新方法

随着现代科学和技术的进步，将会不断涌现新的数学物理方程，而其产生

和应用的范围已经并且更多地超出了传统的物理学、力学、天文学等领域例

如，在化学、生命科学、经济学等自然科学和社会科学各个领域，以及在资源勘

探与开发、大型建筑与水利工程、金属冶炼工程、通信工程、新能源开发、大气

物理、气象预报、航天工程、遥感技术、控制与识别、医疗诊断与材料无损探伤、

遗传工程等极广泛的工程技术各个领域都涉及到数学物理方程的理论问题及

其重要应用

般说来，它可以写成包含几个自变

及其偏导数和这些变量的未知函数 的方量

一个或多个偏导数时，称为偏微分方程

程的形式

）， ，

是在自变量这里，方程

我们要求能找出在 的那些函数

的解

内恒满足方程（

如果这种函数存在，那么称它们为方程 从这些

可能的解中，我们要选出一个满足某些合适的附加条件的特解来

例如，

都是偏微分方程

都是（ 的最后一个方程的解

例出现在方程中的未知函数的偏导数的最高阶数称为偏微分方程的阶

如，方程



最一般的 个自变量的二阶线性偏微分方程的形式为

都是和 个自变量

就偏微分方

认为是固定的，就得到

）都是任意函数

是一个二阶偏微分方程，而方程

是一个三阶偏微分方程

如果一个偏微分方程对于未知函数及它的所有偏导数来说都是线性的，

且方程中的系数都仅依赖于自变量，那么这样的偏微分方程就称为线性偏微

分方程

例如，方程

如果一个偏微分方程对未知函数的最高阶导数来说是线性的，那么就

称为拟线性偏微分方程

是一个二阶线性偏微分方程，而方程

个偏微分方程不是线性方程，就称为非线性是一个二阶拟线性偏微分方程

偏微分方程

在本书中，我们将主要研究二阶线性偏微分方程，因为它们在数学物理问

题中经常出现

，且可假设其中不失一般性，可假设

的函数

恒等于零，方程称为齐次方程；否则方程就称为非齐次方程如果

个任意常数的一族函数阶常微分方程的通解是依赖于

为了说明这件事，我们程来说，它的通解将依赖于任意函数而不是任意常数

考察二阶方程

积分，而把

认为是固定的，对

如果我们把这个方程对

再把 求第二次积分，得

）
，

）和其中

和 的任意函数其中 与都是两个变量

，，，， ，（）

我们可以得到通解

，

和是三个变量假定 的函数，那么对于方程
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线性算子

于是，我们一般宁愿直接来确定满足给定的附加条件的特解

中确定满足附加条件的特解，不是仅仅要确定任意常数，而是要确定这些任意

函数

阶线性齐次常微分方程来说， 个线性无关的解的线性组合仍是对于

不幸的是就偏微分方程来说，这样的结论一般是不成立的一个解 这是由于

每一个线性齐次偏微分方程的解空间是无限维的函数空间 例如，偏微分方程

经过变量变换

由此可见下列函数：

）的一个解，而且这些函数显然是线性无关中的每一个函数都是方程

这样一个简单的方程就有无限多个解，它们的线性组合是像方程的

否为解是要进一步加以讨论的 因此在研究偏微分方程时，必须克服这种困

难

是处处可微的任意函数

能化成方程

它的通解是

其中

本节将简单地讨论在偏微分方程的理论中经常遇到的线性算子

算子是一种数学法则，把它作用在一个函数上时，便产生另外一个函数

例如，在下列表达式中：

这是因为在偏微分方程的通解中含有任意函数；我们要从通解求通解更困难

方程的通解中选出满足附加条件的一个特解，可能和求通解一样困难，甚至比

但是，对偏微分方程来说，从偏微分定的条件求出任意常数的值来确定特解

我们回想在常微分方程情况下，首先的任务是确定一个通解，然后根据给



（

是一个积分算子，而算子

型的算子，例如

其中算子

的函数 的算子变为一个自变量

此时对函数

与两个算子

上的结果是相同的，即依次作用在及

产生同样的结果，记为

必须是充分可微的函数

两个微分算子的和定义为

）

为函数

其中

其中

微分算子满足下列定律：

）加法交换律：

）

）

）加法结合律：

乘法结合律：

乘法对加法的分配律：

）乘法交换律：

但乘法交换律仅对常系数微分算子成立

【例

因而

， （

； （

； （

； （

； （

（）

的结果与算子的积是这样一个算子，它作用于函数

， （ 　

， （ ）

有

上时，会两个微分算子称为是等价的，是指把每一个算子作用在函数

和 的函数是一个把两个自变量

是常数，

都是常数，

都称为微分算子 也有一些其他类



算子作用于两个函数之和所得的结果等于算子分别作用于两个函数

所得结果之和：

可以从算子中提取出来：）常数

可以组合起来表示为

＋
，

）可以写成下列形式：那么偏微分方程（

与（性质（

，

与 都是常数其中

就两个自变量来说，这种方程的现在让我们来考察二阶线性偏微分方程

形式为

，， ，

与其中系数 的函数，

如果取线性微分算子

都是变量

为

我们经常略去方括号，把上式简写为

习 题

对于下列各偏微分方程，试确定它是线性的、拟线性的还是非线性的 如果是线性

）（

）是非齐次项

我们定义具有下列性质的算子为线性算子：

时，于是，当



的解

其中

其中

解：

设解的形式为 ，其中 是一个待定的参数 求下列方程的通

令 ，求下列方程的通解：

试确定下列方程的通解：

和 都是任意的二次可微函数

证明 ） 满足方程

是任意的可微函数，并由此验证函数 和（ 都是解

证明 ）满足方程

都是方程

验证下面两个函数：

的，说明它是齐次的还是非齐次的，并确定它的阶：
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第二章　　数学模型与定解问题

典型方程

弦的振动

在数学物理中最重要的问题之一是拉紧的弦的振动问题 由于它较简单，

且经常出现在许多数学物理的分支中，所以在偏微分方程理论中把它作为一

个典型的例子

我们的问题是要确定弦的的两端固定的拉紧的弦让我们考察一长为

的弦的位移运动方程，用它来描述在给定初始扰动后任一时刻

所示的两端点上的张力 作是如图

三类基本的二阶偏微分方程是：

波动方程

热传导方程

；

）拉普拉斯方程

我们将开始研究这些方程，首先仔细考上面所列举的三个偏微分方程的问题

许多数学物理问题都可归结为解偏微分方程的问题，特别是可归结为解

察表示这些物理问题的数学模型

为了能得出一个较简单的方程，我们作下面的一些假设：

弦是柔软与有弹性的，即它不能抵抗弯矩，因此在任何时刻弦的张力

总是沿着弦的切线方向；

）定律，张力是常数；弦的每一段都不伸长，因此根据胡克（

弦的重量与其张力相比很小；

弦的偏移与其长度相比很小；

相比很小；）位移后的弦在任一点上的斜率与

）弦只有横振动

设我们考察弦上一微小元素



可以写成

但是，由微积分学我们知道，在时刻

及

于是等式（

具有下列形式：作用着，方程（如果在弦的每单位长度上有外力

方程 ）称为一维波动方程其中

趋于零取极限，得令

有

变成于是等式（

和因为角 都很小，所以

率很小，所以有

因为位移后的弦的斜是这一小段位移后的弦的弧长是弦的密度，其中

， ）

因此根据牛顿第二运动定律，合力等于质量乘以加速度

图

用在弦的这一微小元素上的垂直方向的力是



膜的振动

膜振动方程在数学物理的许多问题中出现 在我们导出膜振动方程前，像

的力是

在弦振动的情形中一样，我们作下列一些简化的假设：

膜是柔软与有弹性的，即它不能抵抗弯矩，因此在任何时刻它的张力

总是在膜的切平面内；

）膜的每一块元素都没有伸张变形，因此根据胡克定律，张力是常数；

）膜的重量与膜的张力相比很小；

相比很小；

）膜的偏移与膜的最小直径相比很小；

位移后的膜在任一点上的斜率与

）膜只有横振动

因为偏移和斜率都很小，这块元素的面积近我们考察膜的一块微小元素

似地等于 如果

和

是每单位长度上的张力，则作用在这块元素各边上

（见图

因为斜率很小，所以上述这些角的正弦都分别近似地等于它们的正切

力变为

于是合

作用在膜的这块元素上的垂直方向的力是

图

，而外力可以是压力、重力、阻力以及其他力等其中



如果在膜的每单位面积上有外力 作用着，方程（

其中 是每单位面积膜的质量， 是这块元素的面积，

的区域中的某一点上取值但由微积分学可知

之间的值， 与 在在 是 和和

，得

把上式除以 ，得

）

根据牛顿第二运动定律，合力等于质量乘以加速度 因此

（ ，

与 是

把这些值代入式（

其中

的值

＝

都趋于零取极限，得到令

，

这个方程称为二维波动方程其中

式：

其中

令假设我们所研究的物体是均匀的和各向同性的 是物体的一块微

平移或旋转

动状态 假设介质的位移是微小的，而且我们不讨论介质作为一个整体来说的

生运动，这时介质处于应变状态之中 我们考察沿所有方向扩展的这样一种运

如果在一弹性介质中的一点处发生一个小扰动，那么周围的质点就会产

在弹性介质中的波

就具有下列形

之间

在所考察

）
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即体积元素的转动平衡条件

方向的方程：方向和类似地可得下列两个相应于

限，得

趋于零取极因此令是物体的密度， 方向上的位移分量是在其中

于是得到根据牛顿第二运动定律，合力等于质量乘以加速度

忽略体力，那么在 方向上作用在这块体积元素上的所有力的总和是

，，，

我们将假设应力张量 是对称的①，即

图

开头三个应力称为正应力，而其余的应力称为剪应力（见图

，
小体积元素，且作用在这块体积元素表面上的应力是



对方程组（

其中 和

其中

其中

把方程组（

注意到

可得代入等式（

求微分，得到

用位移表示应力，得到

，
和 是拉美常数

就各向同性的物体来说，广义胡克定律具有下列形式：

， ，
表示剪应变表示正应变，

现在我们可以定义线应变为

方向和 方向上的位移分量分别是



把上述运动方程写成矢量形式

其中

弹性模量

）如 果

或

为零

其中

胀

）当

得出

于是一般方程变为

或

其中波的传播速度是

）

时，由恒等式

是表示体积元素的畸变与旋转特性的

和 ，而剪切有时这种波称为畸变波，因为波的传播速度依赖于

这是一种等体积波传播的情形，因为对以这个速度运动的波来说，体积膨

是波的传播速度

，

，那么一般方程变为

，

同样可以得到下面另外两个方程：

）

）变为因此方程（或符号 称为拉普拉斯算子

并引入记号



在固体中的热传导

和杆的扭转振动等问题中

波动方程之所以重要，是由于其中拉普拉斯算子可以是一维、二维或三维的

考察一闭曲面 所包围的区域

，

其中 是常数，称为物体的导热率

内任一由闭曲面 所包围的区域，则在单位时间中流出设 是

总热量是

其中 的单位外法线 方向上的分量 因此利用高斯定理是 在

（即散度定理），得

内的总热量已知为但是在

假设求微分与求积分的运算是可以交换的，是比热

描写无旋运动这是一种无旋或膨胀波传播的情形，因为

与（ ）称为三维波动方程

一般来说，波动方程可以写为

，

这类方程在许多物理问题中出现；例如，在空间中的声波，在导体中的电振动

，令 是在时刻

）处的温度 如果温度不是常数，那么热量由高温处流向低温处

里叶定律，热流的变化率与温度梯度成正比

速度是

是物质的密度，其中

内热量减少的变化率是则在

的点

由傅

因此在各向同性的物体中，热流

由于在 的总热量，就内的热量减少的变化率必须等于在单位时间内流出

的

）

方程



引 　　力 势

在本节我们将导出在偏微分方程理论中最著名的一个方程

度，在一长沟中的潮汐波的运动与电缆的传输等问题中

内的任一区域

假定被积函数在 内某点（

方程

所示，我们考察在点 处质量为如图 和

是两质点间的距离

成正比，与两质点间距离的平方成反比，因此它可表示为下列形式：

是引力常数其中

变成于是

得到

或

是

数在一个包围点（ ）的小区域上恒不等于零

的区域，因此积分必不等于零，与（

为零，即

，

这个方程称为热传导方程

其中

包括

其中

如果用 表示矢量

的质点对点

力可写成

图

处的每单位质量的质点的作用

，则在点 处质量为

在势论中通常选择这样的力的单位使

）

于是根据牛顿的万有引力定律，引力与两质点质量的乘积

和 设的两个质点

拉普拉斯

这种类型的方程出现在各种数学物理问题之中；例如，在扩散物质的浓

于是被积函数处处式矛盾

继续用这一方式扩充到

）处不等于零，则由连续性，可得被积函

如果我们假设上述积分中的被积函数是连续的



我们现在考察

离分别是

吸引力是

图

所示，那么我们可得内质量是连续分布的，如图如果在某一体积

这个势满足

由这些作用在单位质量的质点上的力所作的功是

那么由于这个质点系对点 处每单位质量的质点的

的距的质点，它们与点个质量分别为

处的引力场的强度是因此在点

处的势，它可表示为这个功的负值称为由点 处质点的吸引而产生的在点

移动到 所作的功是，则力

处质量为假定一单位质量的质点受到点 的质点的吸引，由无穷远处

它称为这个力所产生的引力场的强度
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