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前  言

半个多世纪以来 , 由于工业、农业、科学技术的迅猛发展 , 在现代化

的生产管理、工程技术、科学实验、财政经济、军事作战等方面常遇到怎

样合理运用现有人力、物力、财力、资金、资源以及如何筹划和组织管理、

安排的问题。为了解决这样的问题 , 在数学中 , 逐步形成和发展成了一门

新兴的数学分支———运筹学。

运筹学有很多分支 , 其中有规划论、排队论、博弈论等 , 本书主要介

绍规划论。由于电脑技术的迅速发展 , 使计算机能处理成千上万个未知数

的约束条件和决策变量的规划问题 , 从而导致规划论的适用领域更为广泛 ,

从最优化设计到工业、农业、商业、交通运输业、军事、经济计划和管理

决策等领域它都可以发挥作用 , 成了现代化科学管理的重要手段之一。

规划论主要分为六部分内容 : 线性规划、目标规划、动态规划、整数

规划、0 - 1 规划、非线性规划。线性规划是解决单目标的规划问题 , 对多

目标的规划问题用目标规划来处理 , 对多阶段的动态规划问题就用动态规

划来处理。求其最优解 , 是整数解的线性规划问题 , 称为整数规划。在整

数规划中 , 其决策变量限制为 0 或 1 时 , 这一类线性规划称为 0 - 1 规划 ,

整数规划是近二十年才发展起来的规划论的一个分支。在规划论中 , 其数

学模型的目标函数或约束条件是非线性的 , 称这一类规划问题为非线性规

划。解非线性规划问题 , 不像解线性规划问题那样有一般的单纯形方法 ,

只能对不同的非线性规划问题寻求不同的方法去解决。这就是我们常遇着

的优化问题。在生产经营管理活动中 , 常用它来解决实际问题。因此 , 规

划论在实际应用方面很广泛 , 也为管理者所重视。

近年来 , 世界各国的理工科高等学校都非常重视运筹学的建设和教学 ,

因为它是开展大学生数学建模竞赛的一门基础课程。在数学建模题目中 ,

用规划论解决的竞赛题目出现的次数很多 , 因此对参加全国大学生数学建

模竞赛的数学系学生开设规划论是必要的 , 而且更重要的是规划论的知识

和解决实际问题的方法已渗透到中学数学中。从 1993 年起高考试题就出现

规划论问题 , 比如 1993 年的水池最低造价问题 , 1994 年的最佳近似值问

题 , 1995 年的物价问题 , 1996 年的资源问题 , 1997 年的运输成本问题 ,

1999 年、2000 年的优化问题等。因此加强数学系规划论课程的建设和教

学 , 对促进数学系和中学数学教学改革 , 培养合格的中学师资及参加一年

一次的全国数学建模竞赛都是大有益处的。这也是我们写这本 《规划论》
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和开设这门课程的目的所在。

本书在编写过程中 , 注意了教材的系统性、思想性、科学性、通俗性、

应用性 , 注意了讲清基础知识、基本理论和基本方法 , 特别注意了理论联

系实际和少而精的原则。

规划论是四川省重点建设课程 , 也是四川省高校“面向 21 世纪数学系

教学内容和课程改革研究”科研项目的重要研究内容。此书既是四川省高

校“面向 21 世纪数学系教学内容和课程改革研究”科研项目编著的系列教

材之一 , 也是数学建模课程建设的任务之一。《规划论》 由达县师范高等专

科学校数学系何聪编著 , 晏能中教授主审。在编写过程中得到了达县师范

高等专科学校校领导以及教务处、数学系等的大力支持。由于编著者水平

有限 , 书中错误难免 , 欢迎指正 !

编审者   

2001. 6   



再 版 前 言

《规划论》 一书自 2001 年出版以来 , 已有四年了。此书作为

四川省高校面向 21 世纪科研项目系列教材之一 , 四川省重点建

设课程 , 数学建模的基础课教程已被读者广泛认同。一些学校把

它作为必修课或选修课开设 , 一些学校把它作为数学建模的培训

教材 , 均产生了好的效果。达县师范高等专科学校是把 《规划

论》 作为学生必修课开设的学校之一 , 近年来学生在全国大学生

数学建模竞赛中连续几年取得好成绩 , 2001 年获国家一等奖 1

个 , 省三等奖 1 个 , 2002 年获国家二等奖 1 个 , 省三等奖 1 个 ,

2003 年获国家二等奖 2 个 , 省一等奖 2 个 , 2004 年获国家二等

奖 1 个 , 省一等奖 2 个 , 省二等奖 1 个。

本次再版 , 除对第一版印刷中的一些错误作了更正 , 还增加

了一些实例和有效方法 , 使此书的内容更贴近生产、生活实际。

本书如有不妥之处 , 欢迎广大读者批评指正。

 作  者

2005 年 8 月



第一章  线  性  规  划

1939 年 ,苏联数学家康托洛维奇在解决工业生产组织和计划问题时 ,提出了线性规划的

数学模型 ,并给出了“解乘数法”的求解方法。由于当时未被重视 ,直到 1960 年康托洛维奇再

次发表了《最佳资源利用的经济计算》一书后 ,才受到国内外的重视 ,为此 ,康托洛维奇获得诺

贝尔奖金。美国人丹捷格 ( G .B .Dantzig)在 1947 年发表了求解线性规划的单纯形法 ,使线性

规划在理论上日趋成熟 ,在实用上日益广泛深入。本章分线性规划问题的数学模型、线性规划

问题的标准形、线性规划问题解的意义及性质、线性规划的图解法、线性规划的单纯形方法等

十二节。

第一节  线性规划问题的数学模型

在现代化的生产经营管理活动中 ,常遇到这样两类问题 :一是确定的任务 , 如何用最少的

人力、物力、财力去完成它 ; 二是资源 (人力、物力、财力 ) 一定 ,如何用现有的资源去完成最大

的任务。这两类问题的条件可用一次方程或一次不等式表示 ,取得最大值 (或最小值 ) 的目标

函数也是一次的 ,因此把解决这样两类问题的一门学科称为线性规划。

线性规划的应用范围有以下八类。

  一、关于物资调运问题

例如 : A1 , A2 , A3 三个煤矿和 B1 , B2 , B3 三个工厂其产煤量和需煤量及运输单价见表 1. 1

- 1 (表中 xi j 表示 A i 矿供应 B j 厂的煤量 ) 和表 1. 1 - 2( cij 表示 A i 煤矿运往 B j 厂的单价 )。如

表 1. 1 - 1 (单位 :万吨 )

煤矿
工
厂

ij

B1 LB2 zB3 ¨产  量

A1 Ãx11 x12 x13 15 Ô

A2 Ãx21 x22 x23 25 Ô

A3 Ãx31 x32 x33 50 Ô

需要量 20 J45 x25 ¦90 Ô

何调运 ,使运费最低 ?

  这个问题用数学语言表述出来就是 :
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表 1. 1 - 2 (单位 :元 / 吨 )

煤矿
工厂

i j

B1 ©B2 ‘B3 y

A1 Ã8 •6 x7 `

A2 Ã2 •7 x5 `

A3 Ã3 •4 x8 `

         

x1 1 + x1 2 + x13 = 15 ,

x2 1 + x2 2 + x23 = 25 ,

x3 1 + x3 2 + x33 = 50 ,

x1 1 + x2 1 + x31 = 20 ,

x1 2 + x2 2 + x32 = 45 ,

x1 3 + x2 3 + x33 = 25 ,

x ij ≥ 0 ( i = 1 , 2 , 3 ; j = 1 , 2 , 3) ,

( 1)

S = 8 x11 + 6 x1 2 + 7 x13 + 2 x2 1 + 7 x22 + 5 x23 + 3 x3 1 + 4 x32 + 8 x3 3。

  于是问题就转化为 :求出未知量 xij ( i = 1 , 2 , 3 ; j = 1 ,2 ,3 ) 并且使得函数 S最小。由于问

题的条件是一次方程 ,取得最小值的函数也是一次的 ,因此这个问题 ,我们就称为线性规划问

题。

像这样一类物资调运的线性规划问题的一般叙述是 :

设某种物资有 m个产地 : A1 , A2 ,⋯ , Am ; n个销地 : B1 , B2 ,⋯ , Bn ;产量分别为 a1 , a2 ,⋯ ,

am ;销量分别为 b1 , b2 ,⋯ , bn。从 A i 到 B j 的运输单价为 c ij ( i = 1 , 2 ,⋯ , m; j = 1 , 2 ,⋯ , n) 而且

总产量与总销量刚好平衡 ,即∑
m

i = 1

ai = ∑
n

j = 1

bj。如何调运使总运费最低 ?其产需平衡运输单价见

表 1. 1 - 3( x ij 表示 A i 供应 B j 的物资量 )。

表 1. 1 - 3

产 地

产需平衡及运输单价

销 地
B1 ÀB2 î⋯ Bn 产量 ( ai )

A1 }
11

11

12

12 ⋯
1n

1n a1 ž

A2 }
21

21

22

22 ⋯
2n

2n a2 ž

… … … … … …

Am
m1

m1

m2

m2 ⋯
mn

mn am

销量 ( bj ) b1 ´b2 â⋯ bm ∑
m

i = 1

ai = ∑
n

j = 1

bj
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  根据产需平衡、运输单价表得出此类问题的数学模型为

           

x1 1 + x1 2 + ⋯ + x1 n = a1 ,

x2 1 + x2 2 + ⋯ + x2 n = a2 ,

⋯  ⋯

xm1 + xm2 + ⋯ + xmn = am ,

x1 1 + x2 1 + ⋯ + xm1 = b1 ,

⋯  ⋯

x1 n + x2 n + ⋯ + xmn = bn ,

x ij ≥ 0 ( i = 1 , 2 ,⋯ , m; j = 1 , 2 ,⋯ , n) ,

( 2)

并且使总运价      S = c11 x1 1 + c1 2 x12 + ⋯ + cmn x mn ( 3)

取最小值。

  (2 ) 式常称约束条件 , ( 3) 式线性函数 S 称为目标函数 , 其中 ai , bj , cij ( i = 1 ,2 ,⋯ , m;

j = 1 , 2 ,⋯ , n) 是给定的常数。

用和号表示出来 :

目标函数 min S = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

cij x i j ;

约束条件

∑
n

j = 1

xij = ai   ( i = 1 , 2 ,⋯ , m) ,      

∑
m

i = 1

xi j = bj   ( j = 1 , 2 ,⋯ , n) ,      

xi j ≥ 0   ( i = 1 ,2 ,⋯ , m; j = 1 , 2 ,⋯ , n)。

  二、关于作物布局问题

例如 :某人承包了 100 hm
2
旱地 ,计划播种大豆 20 hm

2
,玉米 40 hm

2
,红苕 40 hm

2
,播种在

三种不同的土壤里 ,试问如何安排 ,使总产量最高 ?其单位面积产量 ( kg/ hm2 ) 和播种面积 x ij ,

如表 1. 1 - 4。

表 1. 1 - 4

作 物

面 积 和 单产 )

土 壤
B1 (黑土 ) B2 (湿地) B3 (浅丘土 ) 播种面积

A1 (大豆 ) 1650)
11

1500)
12

750 )
13

20 Ž

A2 (玉米 ) 2625)
21

2250)
22

1500)
23

40 Ž

A3 (红苕 ) 3000)

31

0)

32

2250)

33

40 Ž

土地面积 60 �30 210 `100

     注 :产量为 0表示不宜种植这种植物。
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  根据表 1. 1 - 4 ,其数学模型为

x11 + x12 + x13 = 20 ,

x21 + x22 + x23 = 40 ,

x31 + x32 + x33 = 40 ,

x11 + x21 + x31 = 60 ,

x12 + x22 + x32 = 30 ,

x13 + x23 + x33 = 10 ,

xij ≥ 0   ( i = 1 , 2 , 3 ; j = 1 , 2 , 3 ) ;

( 4)

    max S = 1650 x11 + 1500 x12 + 750 x13 + 2625 x21 + 2250 x22

+ 1500 x23 + 3000 x31 + 0 x32 + 2250 x33。 ( 5)

这就是求一组 x1 1 , x12 ,⋯ , x3 3 满足约束条件 (4 ) ,并使目标函数 S取得最大值。

  关于作物布局的一般平衡表 (见表 1. 1 - 5 ,表中 x ij 表示 A i 种作物在 B j 种土壤里的播种

面积 , ci j 表示 A i 种作物在 B j 种土壤里的单位面积产量 ) 和数学模型 ,就是求一组 x ij 的值满足

表 1. 1 - 5

作 物

单产和面积
土
壤 B1 cB2 ‘⋯ Bn 播种面积

A1 }
11

11

12

12

⋯
1n

1n

a1 A

A2 }
21

21

22

22

⋯
2n

2n

a2 A

… … … … … …

Am
m1

m1

m2

m2

⋯
mn

mn

am

土地面积 b1 Wb2 …⋯ bn ∑
m

i = 1

ai = ∑
n

j = 1

bj

约束方程组

         

∑
n

j = 1

xij = ai ,   ( i = 1 ,2 ,⋯ , m)

∑
m

i = 1

xij = bj ,   ( j = 1 ,2 ,⋯ , n)

x ij ≥ 0 ( i = 1 , 2 ,⋯ , m; j = 1 , 2 ,⋯ n) ,

( 6)

并且使目标函数

S = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

ci j x ij  取得极大值。

—4—



  三、关于劳动力组合问题

例如 :某农业生产承包组有甲等劳力 20 人、乙等劳力 15 人、丙等劳力 25 人、丁等劳力 20

人 ,要分配他们去干割麦、浇水、送肥三种农活。各种劳力干不同农活的效率 (指每人每天干多

少活 ) 是不相同的 ,见表 1. 1 - 6(表中的 xi j 是 A i 种劳力干 B j 种农活的人数 ,表中数字表示对

应 A i劳力干 B j 种农活的效率 ,公顷/ 人天 )。试作出劳力调配方案 ,使得完成的任务越多越好。

表 1. 1 - 6

劳 动 力

效

率
农
活

B1 (割麦 )

( hm2 )

B2 (浇水)

( hm2 )

B3 (送肥 )

( hm2 )
人数

A1 (甲等 )
Œ.0/ 15

11

t.5/ 15

12

\.0/ 15

13

20 H

A2 (乙等 ) Œ•. 0/ 15

21

t.3/ 15

22

\.8/ 15

23

15 H

A3 (丙等 )
Œ•. 5/ 15

31

t.4/ 15

32

\.3/ 15

33

25 H

A4 (丁等 )
Œ.5/ 15

41

t.2/ 15

42

\.2/ 15

43

20 H

完成地积 至少 40/ 15 =至少 20/ 15 %至少 20/ 15 


  这是一类劳力组合问题 ,其数学模型为

          

x1 1 + x1 2 + x13 = 20 ,

x2 1 + x2 2 + x23 = 15 ,

x3 1 + x3 2 + x33 = 25 ,

x4 1 + x4 2 + x43 = 20 ,

3 .0 x11 + 2 .0 x2 1 + 2 .5 x31 + 1 .5 x41 ≥ 40 ,

0 .5 x12 + 0 .3 x2 2 + 0 .4 x32 + 0 .2 x42 ≥ 20 ,

1 .0 x13 + 0 .8 x2 3 + 0 .3 x33 + 0 .2 x43 ≥ 20 ,

x ij ≥ 0 , x ij ∈Z( i = 1 , 2 , 3 , 4 ; j = 1 , 2 , 3 ) ,

( 7)

max S =
1
15

( 3 .0 x11 + 0 .5 x12 + 1 .0 x1 3 + 2 .0 x21 + 0 .3 x2 2 + 0 .8 x23

  + 2 .5 x31 + 0 .4 x3 2 + 0 .3 x33 + 1 .5 x41 + 0 .2 x42 + 0 .2 x43 ) ,

这就是求一组 xi j 满足约束条件 ( 7) ,并使 S 取得最大值。

关于这一类劳力组合线性规划问题的一般劳力调配表 (见表 1. 1 - 7 ,表中 x ij 表示 A i 种劳

力干 Bj 种工作的人数 , pij 表示 A i 种劳力干 B j 种工作的效率 ) 和数学模型是 :
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表 1. 1 - 7

劳 力

ij 和 ■ i■ j
工
种 B1 ïB2 �⋯ Bn 人数

A1 ¬11

11

12

12
⋯

1n

1 n
a1 Ÿ

A2 ¬21

21

22

22
⋯

2n

2 n
a2 Ÿ

… … … … … …

Am
m1

m1

m2

m2
⋯

mn

mn
am

任务 至少 b1 L至少 b2 z⋯ 至少 bn

         

∑
n

j = 1

xij = ai ( i = 1 , 2 ,⋯ , m) ,

∑
m

i = 1

pi j x ij ≥ bj ( j = 1 , 2 ,⋯ , n) ,

x ij ≥ 0 , x ij ∈Z( i = 1 , 2 ,⋯ , m; j = 1 , 2 ,⋯ , n)。

( 8)

         max S = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

pi j x ij。

求出一组 xi j 满足约束条件 ( 8) ,并使 S 取得最大值。

  四、关于节约用料问题

例如 :某化肥厂有 A1 , A2 , A3 , A4 四种原料 ,可以生产 B1 , B2 , B3 , B4 , B5 , B6 六种不同的化

肥。这个工厂的各种原料存量、制造每种化肥 1 t的用量 ,以及各种化肥的价值如表 1. 1 - 8 ,从

表中可以看出制造 B1 种化肥 1 t需用 A1 种原料 1 t , A2 种原料 2 t ,其它类推 ,试就现存原料安

排生产 ,使这个工厂的生产总值达到最大。

表 1. 1 - 8

化
肥

用
料
量

t )
原 料

B1 5B2 ©B3 �B4 ‘B5 �B6 y存量

A1 	1 �1 •1 �3 x3 ì3 `850 �

A2 	2 �5 x700 �

A3 	2 •5 ì100 �

A4 	3 �8 `900 �

价值 (元 / 吨 ) 40 328 §32 �72 •64 �60 w
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设各种化肥的吨产量分别为 x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6。

根据原料存量、用量和产品价值表 ,可得该问题的线性规划的数学模型 :

         

x1 + x2 + x3 + 3 x4 + 3 x5 + 3 x6 ≤ 850 ,

2 x1     + 5 x4       ≤ 700 ,

 2 x2      + 5 x5    ≤ 100 ,

    3 x3       + 8 x6 ≤ 900 ,

x j ≥ 0   ( j = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ) ,

( 9)

      max S = 40 x1 + 28 x2 + 32 x3 + 72 x4 + 64 x5 + 60 x6。

此线性规划就是求一组 x j ( j = 1 ,⋯ , 6) 满足约束条件 (9 ) ,并且使得 S取最大值。

  五、关 于 下 料 问 题

例如 : 10 m 长的钢条做原料 ,截取 3 m、4 m长的甲乙两种钢条各 100根 ,问怎样截法最合

算 ?

不难想到钢条有下列三种下料方式 : (1 ) 截取 3 m、3 m、3 m 的三段 ,残留 1 m; (2 ) 截取

3 m、3 m、4 m 的三段 ,无残留 ; ( 3) 截取 4 m、4 m 的两段 ,残留 2 m。

假定按照 (1 )截法 ,可取 x1 根钢条 ;假定按照 ( 2) 截法 ,可取 x2 根钢条 ;假定按照 (3 )截法 ,

可取 x3 根钢条。

依题意可得线性规划问题的数学模型 :

        

3 x1 + 2 x2 = 100 ,

x2 + 2 x3 = 100 ,

x j ≥ 0 , x j ∈Z( j = 1 , 2 , 3 ) ,

(10)

        min S = x1 + x2 + x3。

此问题 ,就是求一组数 xj ( j = 1 , 2 , 3) 满足约束条件 (10) 并且使 S最小。

此问题的一般情况是 :有一批原材料需要下 m种零件 : A1 , A2 ,⋯ , Am ,在一件原料上有 n

种不同的下料方式 : B1 , B2 ,⋯ , Bn ,每种下料方式可得零件的个数 cij ( ci j 表示 B j 下料方式可得

零件 Ai的个数 )。每种零件的需要量为 ai (表示零件 A i的需要量 )。问根据表 1. 1 - 9怎样下料 ,

才最节约 ?

表 1. 1 - 9

各方式下的零件数

下
料
方
式

零 件 名 称

B1 �B2 z⋯ Bn

零件需

要量

A1 }c11 c12 ⋯ c1 n a1 Î

A2 }c21 c22 ⋯ c2 n a2 Î

… … … … … …

Am cm1 cm2 ⋯ cmn am
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  依题意设 Bj 种下料的原材料数为 x j ,其数学模型为

        
∑

n

j = 1

ci j x j ≥ ai ,  ( i = 1 , 2 ,⋯ , m)

x j ≥ 0 , x j ∈Z ( j = 1 , 2 ,⋯ , n)
(11)

        min S = ∑
n

j = 1

x j ,

即求一组 x j ( j = 1 ,2 ,⋯ , n) 满足约束条件 (11) ,并且使得 S取最小值。

  六、关于降低成本问题

例如 :有 A1 , A2 , A3 三种不同类型的铸件 , 需送去四个不同的工厂 B1 , B2 , B3 , B4 进行加

工。根据表 1. 1 - 10 ( xij 表示 B j 厂加工铸件 A i 的件数 ,括号中的数字表示加工成本 ) 给出的条

件 ,寻求总加工费用最低的加工方案。

表 1. 1 - 10

加 工 数 及 成本 :元 )

工
厂铸 件 类 型

B1 ÀB2 4B3 ¨B4 �需加工数

A1 }

  x11

(4 )

  x12

(5)

  x13

( 6)

  x14

(4 )
300 ¥

A2 }

  x21

(8 )

  x22

(7)

  x23

( 8)

  x24

(9 )
300 ¥

A3 }

  x31

(4 )

  x32

(5)

  x33

( 4)

  x34

(6 )
300 ¥

能加工数 400 Õ300 I200 ½100 1

  寻求总加工费用最低的方案 ,就是求一组变量 x ij ( i = 1 , 2 , 3 , j = 1 , 2 , 3 , 4) 的值满足

        

x1 1 + x1 2 + x13 + x14 = 300 ,

x2 1 + x2 2 + x23 + x24 = 300 ,

x3 1 + x3 2 + x33 + x34 = 300 ,

x1 1 + x2 1 + x31≤ 400 ,

x1 2 + x2 2 + x32≤ 300 ,

x1 3 + x2 3 + x33≤ 200 ,

x1 4 + x2 4 + x34≤ 100 ,

x ij ≥ 0 , x ij ∈Z ( i = 1 , 2 , 3 , j = 1 , 2 , 3 , 4 ) ,

并且使目标函数

S = 4 x1 1 + 5 x12 + 6 x13 + 4 x14 + 8 x21 + 7 x22 + 8 x2 3 + 9 x2 4 + 4 x31 + 5 x32 + 4 x33 + 6 x34 的

值最小。

此问题与前面关于劳力组合问题、节约用料问题类似 , 它们的共同特点都是降低成本 ,因

此其数学模型都是相似的。

  七、关于车船调度问题

设某汽车运输公司有批货运任务 (见表 1. 1 - 11) ,它的发货单位是 A1 , A2 ,⋯ , Am ,收货单
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位是 B1 , B2 ,⋯ , Bn。由 Ai ( i = 1 , 2 ,⋯ , m) 到 Bj ( j = 1 , 2 ,⋯ , n) 的货运量是 cij ,运距是 dij。问

题是要根据给定的货运任务 ,作出合理的运输计划 ,使运输成本尽可能降低。

表 1. 1 - 11

运 量 、 距 离
收
货单位

发 货 单 位
B1 ‘B2 �⋯ Bn 发货量

A1 N

  c11

d11

  c12

d12

⋯
  c1 n

d1n
∑

n

j = 1

c1 j

A2 N

  c21

d21

  c22

d22

⋯
  c2 n

d2n
∑

n

j = 1

c2 j

… … … … … …

Am

  cm1

dm1

  cm2

dm2

⋯
  cmn

dmn
∑

n

j = 1

cmj

收货量 ∑
m

i = 1

ci1 ∑
m

i = 1

ci2 ⋯ ∑
m

i = 1

cin ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

cij

这类问题称为车船的调度问题。这类问题的特点是 :发货单位必须开进空车 ,才能把货物

运出去 ,而收货单位在卸货后 ,就要开空车走。这样对于空车来说 ,发货单位是收车点 ,收货单

位是发车点 ,它们的收车数和发车数分别是发货单位的发货量和收货单位的收货量。在车船调

度问题中 ,降低成本的办法主要是减少空车行驶里程。因此车船调度问题 ,关键是怎样调度空

车 ,即在发货点、收货点固定的道路上寻求合理的运输路线。

设 xi j 代表从发车点 B j 至收车点 A i 的空车量 ,其空车调度平衡表见表 1. 1 - 12。

表 1. 1 - 12

车
数

发
车
点

收 车 点

B1 zB2 î⋯ Bn 收车数

A1 Nx11 x12 ⋯ x1n ∑
n

j = 1

x1 j

A2 Nx21 x22 ⋯   x2n ∑
n

j = 1

x2 j

… … … … … …

Am   xm1 xm2 ⋯ xmn ∑
n

j = 1

xmj

发车数 ∑
m

i = 1

xi1 ∑
m

i = 1

xi2 ⋯ ∑
m

i = 1

xin

根据货运任务表和空车调度平衡表 , 在车船调度问题中 ,就是求出一组数 xij ( i = 1 ,⋯ ,

m; j = 1 ,⋯ , n) 满足约束条件
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∑
n

j = 1

xij = ∑
n

j = 1

cij ,   ( i = 1 , 2 ,⋯ , m)

∑
m

i = 1

xij = ∑
m

i = 1

cij ,   ( j = 1 , 2 ,⋯ , n)

x ij ≥ 0 ,   ( i = 1 ,⋯ , m; j = 1 ,⋯ , n)

(12)

使目标函数 (总的空车里程 ) S = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

di j x ij 取最小值。

  八、关于场库设置问题

场库设置问题 ,也是一类运输问题 ,共同点都是寻求运输力最省 ,但不同的是场库设置问

题是寻找某些点 (收车点或发车点 ) 的合理位置 ,从而使运输力最省 , 运输问题是在收点和发

点确定后 ,找出最短运输路线 ,从而使运输力最省。

例 1  设甲、乙、丙、丁四块地的面积分别为 6 hm
2
、5 hm

2
、4 hm

2
、3 hm

2
,地块之间的距离

如图 1. 1 - 1。现准备设立一个堆肥点 ,问堆肥点应设在何处 ,使运输力最省。

图 1. 1 - 1

 

图 1. 1 - 2

这里的路线和到达点 (收点 ) 都是固定了的 ,目的是求运输力最省的出发点。

例 2  有麦田 A , B, C, D, E 五块 , 它们的产量、交通路线和相邻麦田间的距离见图

1. 1 - 2 , 求打麦场的最佳位置。
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这里的路线和发点是固定的 ,目的是求出运输力最省的收点。可见场库设置问题与运输问

题的数学模型是一致的。

前面讲了线性规划在八个方面的应用 ,这八个类型的数学模型都有一个共同特点 ,就是寻

求一组值 xi j ( i = 1 ,2 ,⋯ , m; j = 1 ,2 ,⋯ , n) 满足约束条件 ,并使目标函数值最优 (最小值或最

大值 )。根据此特点 ,可以写出线性规划的数学模型的一般形式 :

max ( min) S = c1 x1 + c2 x2 + ⋯ + cn x n , (13)

a11 x1 + a1 2 x2 + ⋯ + a1 n x n ≤ ( = , ≥ ) b1 ,

a21 x1 + a2 2 x2 + ⋯ + a2 n x n ≤ ( = , ≥ ) b2 ,

⋯  ⋯

am1 x1 + am2 x2 + ⋯ + amn x n ≤ ( = , ≥ ) bm ,

xj ≥ 0  ( j = 1 , 2 ,⋯ , n)。

(14)

(15)

其中 x j ( j = 1 ,2 ,⋯ , n) 为决策变量 ,在具体的线性规划问题中 ,就是一个方案。ai j ( i = 1 , 2 ,

⋯ , m; j = 1 , 2 ,⋯ , n) , bi ( i = 1 , 2 ,⋯ , m) , cj ( j = 1 , 2 ,⋯ , n) 均为常数。( 13 ) 称为目标函数 ,

(14)、( 15 ) 称为约束条件 ,其中 (14) 也称资源约束 , (15) 也称决策约束。

为了寻求各类线性规划的一般解法 ,下节将研究线性规划问题的标准形式。

习 题 一

写出下列线性规划的数学模型 (不用求解 )。

1 . 有甲、乙两个煤矿 ,每月产煤分别不少于 60 t 和 100 t ,它们负担三个村的用煤任务 ,这

三个村每月分别用煤 45 t、75 t、40 t ,甲矿离三个村的距离分别为 10 k m、5 km、6 km。乙矿离

三个村的距离分别为 4 km、8 km、15 km。这两个煤矿如何分配供煤 ,才使运量最小 ?

2. 某厂用三台机床 A1 , A2 , A3 加工两种零件 B1 和 B2 的个数分别为 50个和 70个 ,各机床

必须加工零件数 A1 为 40个 , A2 为 35个 , A3 为 45个 ,各种机床加工各种零件的加工费见表 1. 1

- 13。如何分配这三台机床加工这两种零件的任务 ,才使总的加工费最少 ?

表 1. 1 - 13

零 件加工费
元
个

机 床

B1 �B2 î至少加工件数

A1 Ã4 í3 Õ40 Ô

A2 Ã3 í5 Õ35 Ô

A3 Ã2 í2 Õ45 Ô

需加工零件个数 50 �70

  3. 某木材加工厂生产圆桌和衣柜两种产品 , 现有两种木料 , 甲种木料 72 m
3

, 乙种木料

56 m
3

, 设生产每种产品都需要用两种木料 ,其每种木料数量见表 1. 1 - 14 ,生产一张圆桌可获

利润 8 元 ,生产一个衣柜可获利润 10 元 ,圆桌和衣柜应各生产多少 ,才获利最多 ?
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表 1. 1 - 14

木 料立方米
件

产 品

甲 乙 利  润

圆  桌 0 �ù. 18 0 •„. 28 8(元 / 件 )

衣  柜 0 �ù. 08 0 •„. 28 10(元 / 件 )

数量 (m3 ) 72 `56 ë

  4. 用长度为 500 cm的木料 ,截成长度分别为 98 cm和 78 cm两种毛坯 ,要求共截出 98 cm

的毛坯 10 000 根 , 78 cm的 20 000 根 ,怎样截法 ,才使所用原料最少 ?

5. 某养鸡场有 10 000 只鸡 ,用动物饲料和谷物饲料混合喂养 , 每天每只鸡平均吃混合饲

料 500 g ,其中动物饲料占的比例不得少于 1/ 5 ,动物饲料每 500 g售价 1元 ,谷物饲料每 500 g

售价 0. 8 元。饲料公司每周只保证供应谷物饲料 25 000 kg ,问饲料怎样混合 ,才使成本最低 ?

6. 某产品质量为 75 k g ,用 A, B两种原料制成 ,每单位 A种原料成本 2元 ,每单位 B种原

料成本 8 元 ,该产品至少需要含 14单位 B种原料 ,最多含 20 单位 A种原料 ,每单位 A种原料

质量为 2. 5 kg ,每单位 B种原料质量为 5 kg ,为使成本最小 ,该产品中 A, B两种原料应各占多

少 ?

7 .某饲养场饲养动物出售 ,设每头动物每天至少需 700 g 蛋白质、30 g 矿物质、100 mg 维

生素。现有五种饲料可供选用 ,各种饲料每千克营养成分含量及单价见表 1. 1 - 15。要求确定

既满足动物生长的营养需要 ,又使费用最省的饲料选用方案。

表 1. 1 - 15

饲  料 蛋白质 ( g) 矿物质( g) 维生素 (mg ) 价格 (元 / 千克 )

1

2

3

4

5 4

3 îã. 0

2 ã. 0

1 ã. 0

6 ã. 0

18 ú. 0

1 ÖË. 0

0 Ë. 5

0 Ë. 2

2 Ë. 0

0 Ë. 5

0 ¾³. 5

1 ³. 0

0 ³. 2

2 ³. 0

0 ³. 8

0 ¦›. 2

0 ›. 7

0 ›. 4

0 ›. 3

0 ›. 8

8 .一贸易公司专门经营某种杂粮的批发业务。公司现有库容量为 250 t的仓库。一月一日 ,

公司拥有库存 50 t 杂粮 ,并有资金 20 000 元。估计第一季度杂粮价格见表 1. 1 - 16。如买进的

杂粮当月到货 ,但需到下月才能卖出 ,且规定“货到付款”。公司希望本季末库存为 100 t ,应采

取什么样的买进与卖出的策略使三个月总的获利最大 ?

表 1. 1 - 16

进货价 (元 / 千克 ) 出货价 (元 / 千克 )

一月

二月
三月

2 §œ. 85

3 œ. 05

2 œ. 90

3 ¦›. 10

3 ›. 25

2 ›. 95

  9 .某农场有 100 hm
2
土地及 15 000 元资金可用于发展生产。农场劳动力情况为秋冬季

3 500 人日 ,春夏季 4 000 人日 ,如劳动力本身用不了时可外出干活 ,春夏季收入为 2. 1 元 / 人

日 ,秋冬季收入为 1. 8 元 / 人日。该农场种植三种作物 :大豆、玉米、小麦 ,并饲养奶牛和鸡。种
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