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(一)张量知识

1一1 参考坐标系

为了描述物理现象发生的地点，需要有参考坐标系。

为简单起见，我们先在二维平面上讨论问题。

假设在平面上p点有一个粒子，为了说明这个粒子的位置，

可以采用直角坐标描述p

点(图1. 1)，记为P: (X, Y),

但是我们也可以采用极坐

标来描述p点，把p点位置

记为P: (r,卯。只要X,y或

rlp有确定数值，p点的位

置也就确定了。采用直角坐

标或极坐标，对于描述平面

上某点的位置来说都是等

效的。只要我们高兴，还可

以采用别的坐标系，例如采

用斜线坐标系，同样可以确

y卜-一一一一，p

x X

定p点的位置(图1. 2)P: (},加，这里坐标登及I分别为以O,p为

对角顶点，M  01轴为边的平行四边形的两个相邻边(夹角在0)

的边长。很清楚，同一个p点的位置，用上面这几种作为例子的不



-一7P
            /

          /

同坐标系来描述时，各对
坐标值x、y; r, (P; e, I彼此

间一般说来是不同的，但

都同样确定了P点。坐标

的不同，只是由于采用了

不同的坐标系。如果我们

愿意，还可以让上述这些

坐标系的原点任意移动某

个距离或让整个坐标框架

转过某个角度。这样P点

的坐标也就会与原来的不

同，但坐标值虽然变了，所描述的仍然是同一个客观的P点，其物
理内容— 粒子所在位置依然一样。



I一2 反变矢量

设想有一个粒子从平面上P点移动到无限邻近的另一个pt
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点，在直角坐标系中，元

位移dl } TIP'的两个分

量分别为dx及dy，在极

坐标中，如何把d,r, dy

改成r和y来表示呢?

    大家知道，直角坐

标Xly和极坐标r,T的

关系(设原点相同，极坐

标的基线与ox轴重

合)。(见图2.1)为

x X

图 2

X = ITOS甲，
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(2.2)

、
|

几
广
1
.|

1
矛 

 

C
月

年
 
 

‘d

J
曰

七
-妙

如
一神 

 

1十

州 
 

1
口

J
U

介
一击

彻
一沂 

 

一-

= 
 

犷

y
 
 

d

d

考虑到(2.1)，就可以把(2-2)改为

    一‘一rcoscp一’'sin哗{            cl少}- (11-sill甲寸一]-Cos甲U甲。}
(2.3)
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    一般说来，坐标系的更换并不总是在直角坐标与极坐标之间

进行，而且极坐标的基线也未必总得与ox轴一致，原点也不一定

非重合不可。因此，为了普遍起见，让我们设有任意两组平面上的

坐标框架x   1,   x   2与:,:1, Y2，我们来讨论，某段客观的元位移di的两

个分量在这两个坐标系中如何互相联系。在这里需要说明的是:由
于下面将会谈到的理由，我们不用Xl,x:而用x   1,   x   2，右上角的数

字不是指数而是序数。比如x   2读成，41x第2”而不是，44x平方”。往后

x平方应写成((x)'，以示区别，因此，1、 2x   ,   x是相当于直角坐标中的

X,y或极坐标的中r,O这种东西。

    我们设，两组坐标之间的变换关系为
a}l二2}   1   (x',x')，

:-:   2=Y2   (x',x')。
(2. 4)

这里象:-:'(xl,x')这样的符号表示自变量为x   1及x   2的函数Y2，就

如f (X,y)表示自变量为x和y的函数f. (2. 4)是((2.1)的普遍情
况。(2-4)的逆变换设为

        x   1=x   I   (Y"V)，)

    x   2一x   2   ctl'xl)。} (2. 5)
这里这些函数关系:_:l =a}l (Xl,Xl),Z_I=:_:2 (Xl,__2);Xl =Xl (yl,Z_2)，
x   2=   x   2(V,Y2)应当使得平面上每一个点只与一对的 1、 2x   ,   x或V,

a-} 2对应，而每一对的x   1 ,   x   2或V,V数值也只与一个点对应，并且

相邻的点经过坐标变换后仍然保持为相邻的点。根据((2.4)或((2.
5)式，我们就可以得到坐标的微分关系，按微分法则我们有

-F&el   dxl +X2   2dY'=' dxl+5,--}5X77拼
a-- I   dxldxl =   dxl+7jp   x2dTI,aX2   dX2   dyldx'   } jp   dyl + jp

(2.6)

(2.7)



显然，如果让yl =X， y2}   Y, x'= r, X2 = (p，则((2. 6)式就是((2.2)式

或((2.3)式，(2.6)或((2.7)就是((2.2)的更一般写法，它不限于直角
坐标X,y与极坐标r,T之间的变换。

    从上面的讨论我们看出，当更换坐标系时，元位移矢量的分量

总是按一定的规律变换，这种变换规律和x   1 ,   x   2与V,Y2之间的函

数关系直接相关，由微分法则((2.6)或((2.7)决定下来。我们这里的

所谓元位移矢量的分量，就是坐标的微分dx'(i二1,2)或d:-Z'(i = 1 ,

2)。如果所采用的是直角坐标，则各个坐标微分dx'(i= 1, 2)的量

纲都是长度。如果采用别的坐标系，坐标微分的量纲就未必为长

度。例如在极坐标中dr是长度，但d，就不是长度，因此，一般说

来，坐标的微分未必能反映位移矢量的真实物理分量，但是它们与

真实的物理分量有确定的关系，例如在极坐标中，dy如果乘以八

即rdy，就反映元位移di沿?增加方向的物理分量。为了理论上探

讨问题的方便起见，我们以后主要还是把着眼点放在“数学分量”，

即把量纲与元位移矢量dl不同的诸如dy这类的量也作为dl的

分量，余类推。这样做在讨论物理问题时不会有什么值得不放心的

地方，因为比方说，知道了d}p之后，人们就不难知道di在p增加

方向的真实物理分量。下面将会看到，数学分量与物理分量之间有

简单的规律联系着。

    在物理学中，矢量多得很，我们上面所引用的dl，只不过是作

为例子而已，大家可以随手举出很多矢量的例子来，比如速度就是

矢量，让我们就以速度为例，看看坐标变换后，作为某个客观存在

的速度矢量，其分量如何变换。当然，我们这里所说的分量，依然是
‘、，、，_，，，二，、‘一切, 1, A.-二 dr、J华、，、   n,,,rA-、   -.L- tie‘二人，、
数学分量，比如说，在极坐标中，沃与淤就分别作为速度的两个分

量，这里t表示时间。大家知道，dpTt A角速度，但是，只要乘以一则
r窦就是速度沿*增加方向的物理分量。据此，速度的分量(数学



分量)就是坐标对时间的微商，即瓷G= 1,2)，由于时间t与坐标
系的选取无干，不同的坐标系用的是共同的时间(暂时别管相对

论)，因此，时间是标量，是不随坐标系的更动而变换的量一一不变

量。所以，坐标变换时，速度的变换规律只要把((2.6)或((2-7)两侧

除以dt就是了:

dRlCY一dxl dxl+ dRI dx'+ 5}72 cit，!
dRld-t-一oNI dxl+   C)R 2   dxl5ii -dt- -} j}-2 -Jt。{

(2.8)

dxlwt-一N' djkl+ dxl A2al dt   +   N'   }i}-，一
dxld-t-一C}X 2   dkl5i-l -}it-、一dxz 41xz

让我们令
dRl 二:dxl _，dx' 。dx'
林万石一v一’--it- }   V- ,   -}il- }   V.-’不一=V-

就得

寡'xiivI = dxl   Vl+   05}-l   W2V2=   N2   I +   d}-X 25}71   5i}斗
V)   axi   vi 4.   axi   ;V2,5jT   W2 _2=   RX2   +   dX2W,   W-1

(2.10)

(2.11)

把(2.10),(2.11)与(2. 6)及(2. 7)对比可以看出，速度矢量(的分
量)的变换规律和元位移矢量(的分量)的变换规律一样。人们规

定，当坐标变换时，如果一个矢量的各个分量按((2. 6), (2. 7)或((2,
10),(2.11)的规律变换，这个矢量就叫做反变矢量。坐标的微分

dx'(元位移矢量dl写成分量时的形式，i=1,2)就是反变矢量的典



型。

    例:在平面中，如果采用直角坐标，某粒子在尸点的速度为v   1:
__dx.、_dy 1--t, j, 、、，，::、、，、、'A,、、，‘、** _r__   dr 。dp
一认,v，一淤，试问，在极坐标中·这个粒子的速度V =汰,v，一淤
如何由v’一、v，算出?

    解:按(2-6)的变换公式，有

击
一即
%
一即

v，一裘v   .}, +
V,=2TVA+

直角坐标Xly与极坐标rllp的函数关系为

r   2一x+一v，q)一tg-l y一 "

x _ 击 y
了 一‘OMP, 万户‘二.一 SIMPI
I ‘   j少   L
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V}二二v'cosf'r4-vysillT,

v，二一"aTTF+v}, cov   -   -缪。
r    r
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1一3 符号的约定

    我们前面的讨论，都局限于二维平面上的坐标变换，这些讨论

可以按类似步骤推广到N维空间。当空间维数N很大时，象((2.

6)这类式子写起来就很繁了。因此，需要来个简化。以(2.6)推广

到N维空间为例，可以写成

dR'一，氢黔x   i
dR'一;置纂dx'

五
-浇
也
.凝
一打

N
艺
间
来
N
艺
司

d:iN
肠N，:
二了气，dX‘
以X,

即使如此，写起来 够冗长了，再来一次简化，写成

d分二 dxi， 0=1，2⋯，N)

这样一个式子，就代表N个式子，因为i可以分别为1,2,---

(3.1)

,N，从

这个式子我们还可注意到，式中累加的指标i出现两次，一次在

“水平线”下(在分母)，一次在“水平线”上。这种现象是极其普遍

的。因此，我们还可以约定，凡是在同一个项中，出现重复指标，并

且两个重复指标的位置分别位于“水平线”两侧，就必须对该指标

的所有可能值累加起来。即约定(举例说)
五 ，; 五 ，， 五  i，。二 五 ，、，
二二dx‘=二一;dx占十-;:-,Ct--“十 .0.十二-荀cix"
以2了. 以尤“ 大尤“ 《丈艺‘’

经过这样约定，(3.1)的F.符号就可以省去，简写为
._: jy ，: ，.
d丫 =二 idx' 妇= I，z，⋯ ，N)

          以1了
(3.2)

根据这种规定，重复的上、下指标就意味着对该指标累加，从而省

  8



去书写累加符号凰。这种约定给人们带来极大的方便。通常称这
种约定为爱因斯坦约定或叫爱因斯坦惯例。根据这个约定，在写一

般式子时，必须避免在同一项中出现三个以上的重复指标。例如式

子

        五 .
dx'= - .Idx' U= 1，艺，⋯ ，到)

          ‘          .2一‘

就无意义。因为式子右边在同一个项中出现三个i，人们无法知道

该对哪两个上、下指标累加。

    既然重复的上、下指标意味着对该指标从1到N累加，不管

这个指标用什么字母表示都是如此，可见，累加的重复指标可以随

意更换成别的字母而意义不变，只要这个字母不与该项中其他作

为指标的字母重复就可以了。例如

dzi一翼dx'= 二一ay- dx', (i一1,2,⋯,N)。
          .2一‘ 以尤 咬丈艺‘

由于累加的重复指标的字母可以任意更换而意义不变，因而这种

指标叫做傀标。与傀标不同的指标叫做自由指标，例如((3.2)式中

的i就是自由指标，它表示让j=1，2，⋯，N这些数字的任何一个

该式都成立，即事实上((3.2)共有N个式子。请注意，自由指标在

任何式子中都必须“平衡”。例如，在((3.2)式中左边自由指标是j9

右边也必须是i，而且都必须在“水平线”的同一侧，都“上”(或

“下”)指标①，这叫做“平衡”，可见，(3.2)这类式子是很浓缩的式

子，它事实上表示N个式子，每个式子的右边都包含N个项之和。

往后，我们还要省去自由指标必须从 I到N的注解，即省去如

(3.2)式后面的“(j=1,2,---,N)”这个尾巴。只不过我们心照不

宣，承认该式自由指标j=1，2，⋯，N就是了。

    在一些极个别的情况下，也可能出现重复的上、下指标并不表

    ① 指标附在文字的右上角的叫上标，在文字右下角的叫下标，但如果文字本身在
分数式的分母，其在右上角的指标就作为下标。



示必须对该指标从1,到N的所有可能值都累加起来，遇到这种情

况，就要特别声明。通常是把这样的指标用括号围起来，比如，写成

(i)。总之，遇到特殊情况，加以特别声明或特别处理就是了。这种

情况很少见。

    有了上述关于符号的约定，我们就可以仿照((2.6)式定义二维

反变矢量的方式，定义N维空间的反变矢量。设xi及x   i分别为N

维空间的两组不同坐标架，它们之间的关系由函数

        xi = x} (x;)或x‘=二‘(xi)   (3.3)

联系着，这些函数要求x‘与室之间-一一对应并且相邻的点经坐标

变换后仍为相邻的点。如果在xi坐标系中某点P有一个物理量

沙，它必须由N个量才能完整描述，而且在坐标变换时，按下面方

式变换

云v， (3.4)

则这个物理量就叫做N维反变矢量。(3.4)的逆变换为

 
 

侧掀
一沂 

 

一-
 
 
 
 

V

注意，(3.3)式中0中的分或矛的指标i不参与关于指标累加的

约定，也不参与自由指标的平衡，它只是表明了“丫是二‘的F)AI数”

或“分是-xi的函数”的功能。



I一4 共变矢量

    在1-2我们谈到了二维的速度矢量，它与元位移直接相关。

元位移对时间的微商就是速度。因此，速度(各个分量)的变换规律

就与元位移(各个分量)的一样，成为反变矢量，这是很自然的。其

他矢量是否也如此呢?我们以电场矢量E作为例子来探讨一番。

    仍以二维平面来讨论比较简单。设 1、   2x   ,   x坐标系中，平面上各

点的电势为v (x'、 ,-c' )，我们从电磁学中知道，如果 1、 2x   ,   x为直角坐

标，则妙对于坐标的偏微商和电场强度只差卜一个负号，即
          dv 飞

尤 ,:a;一 了一 。{
            汉2.‘ }

(4.1)

而
︷厂 

 

一 
 
一一 

 

E

为了免去负一号的纠缠，我们令lp“一。，则

E:一dqlarl{
::一别

(4，2)

或写成

(4.3)

我们这里把E的自由指标写在下方，是为了使同一个式子中各项

沉自I-P,指标平衡。右边i在分母，所以左边E的指标i写在下方，下

面我们将看到，这样写法是非常合理的。

    我们刚说过，如果(4. 2)中x   I ,   x   2对应于直角坐标的二y时，

EI, E:就分别表示静电场的物理分量。但是，我们打算把(4. 2)或

,114. 3;这类式子推广到所有坐标系，即把9对坐标的偏微商总是当

                                                                                I I



为E的分量(数学分量)。就是说，从现在开始，类似((4.3)中的x   i

表示一般坐标，不一定直角坐标，而类似E;的就表示普遍化的分

量— 数学分量。

    我们来看看，当坐标变换到另一个一般坐标系V,yz时，E;如

。*‘ 。小 :，.、*。品，.，4t} --- A_二__神 。 。 抑 、。 。 .L-、
何变换，即求出在新的坐标系中，El=昌及E,= -与E,,E:如何‘} - I "I - ~ 一那，~一 人’，、’一 止 I万I~ 一‘ 旅于乙4一二、一‘}- I' li

联系，或者按通常的说法，求出E*的变换规律。

    按，在平面上每一个具体的点存在的电势，是一个客观的电

势，是一个客观的数值，与所采用的坐标无关。就是说，同一个客观

的电势，在不同坐标系中，具有相同的数值(采用同一种物理单

位)。象电势这样与坐标系的选择无关的量，称为标量或不变量。意

思是说，坐标变换时，在空间任一个客观点，其值不变。据此，我们

有
          z} (.T' , V) = v (XI . x   2   ).}

            叭 X},X-)=叭 X},X.夕。)

当然，由于坐标系的更换，函数云与v或乒与T的形式可以很不相

同，但是，当把某点p的具体坐标:tl,y2或x   I ,   x   2分别代人时，i)与

v或毋与T的数值都相同。因此，按偏微商变量替换的法则可得
。 _即_妙 ，二___、
乙1一不石一耳z}-,， k W-  W

              U 以 口 优

妙 dxl.神 dX 2
万育 不 :下 ，r 二ee下 二退丁
《丈2了‘ d文“ 丈2了‘ d-T

伸是x   I ,   x   2的函数，而x   1,   x   2

又是y I、 ,;C- 2的函数)
  d'XI_，.dX2_

今二二万乙，十 二下也，。
    改艺l - .丈2,

，。_RP 。_即
}, E, I一;jP I   F- 2一5P

  _ 神
上 , — 二二不

        以xl

  二舆
        七

      七  I

      五  2

_业
一av

七'.沁 七 2
二二石+ 丁坛 二二不
d劣- d文I d劣l

 
 

E扮
一澎

El斗



即E,,E,、与E,,E,的变换关系为

(4.5)

、1

..、
f

l
l!
J

 
 

E

E

澎
一澎
澎
一澎 

 

+

+
 
 

E

E

axl
一扮
翌
澎 

 

--

--

一戴

瓦

或按我们关于符号的约定，写成
二 dxJ，，

hi } - P-jcHrl (4.6)

    从((4.5)或((4.6)我们可看到，有些矢量，象电场强度这样，其

变换方式恰好与((2.10)或((3.2)互相“颠倒”:

  (4.6)

(2.10)
鄂
-争

E

砂

        而 10 .
dx'=  -- .dx'

          以2二J
(3.2)

人们规定，按((4.6)式变换的矢量为共变矢量，并且总是把共变矢

量的指标写在右下角，以保持各项的自由指标“平衡”。象V或dii
这类我们叫做反变矢量的，其指标则写在右上角。这样区别对待两

类矢量，使得我们关于傀标的约定和自由指标的约定都可很方便

地使用，正是由于我们关于“反变”与“共变”指标必须加以区分的

约定，坐标'C   i的指标才写在右上角。虽然坐标本身不是矢量，但因

它们的微分dx'是元位移矢量，是反变矢量，所以习惯上就让x   i也

写成上指标。往后我们就要习惯于直接把Ei或T"   i这样的量称为矢

量，而少写成E或，。虽然E;或v   i事实上是E I， E2,⋯，几、(在N维

空间中矢量就有N个分量。请注意，这里的E:或}z t,已经是泛指一

般N维空间的矢量了，不再是特定的电场或速度矢量)或v   i ,   v   2 ,

... , v   N的缩写，它们表示的是一个矢量的各个分I(数学分量)，但

一个矢量的所有分量作为一个整体，当然就够表示这个矢量了。因

此，从现在开始，我们就总是以Ei, vi这样的符号既表示N个分量
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