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计算固体力学发展中的若干问题

程耿.~李锡费

(大连理工大学)

、引言

随着计算机软件和硬件技术的飞速发展，计算力学在近三十

年中得到了迅速的发展，取得了可观的成就，产生了广泛而深远的

影响。计算力学是计算机科学、计算数学和力学学科相互交叉、相

互渗透的产物，它凭借计算机软硬件这一强大的工具，极大地提高

了经典力学解决自然科学和工程科学中的力学问题的能力，成为

数学工作者和力学工作者通向工程实践及相邻学科的一座桥梁。

今天，无论在国际上还是在我国，计算力学都是力学学科的最重要

的充满活力的分支之一。

一般认为，计算力学的发展始于有限元方法的出现。虽然在有

限元方法出现以前已经有了很多求解偏(常)微分方程(组)的数值

方法，但有限元法具有独特的优点。在有限元理论中，人们建立了

统一的模型化、离散化、数值求解及编程实现的方法，可以用来求

解不同形状、不同类型、不同边界条件及不同荷载下的物体的力学

分析问题。早期的计算力学的研究开发工作主要集中于结构及固

体的计算分析，随着计算力学研究工作的深入发展，以有限元方法

为其代表的计算力学也逐渐向流体力学、气体力学扩展，但是，即

使在今天，在流体力学和气体力学领域内的力学问题的分析也仍

然经常采用有限差分法。对于那些研究对象是由一种介质组成、介

质所占有的区域的形状和拓扑又比较简单的问题，有限差分法具
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有一定的特点。

为了求得形状和拓扑复杂的结构或固体在静力、动力或温度

荷载作用下的变形、应力和应变，人们现在已经离不开计算的手

段。计算力学工作者虽然对于这些计算的结果感兴趣，但他们的工

作更多地集中在如何建立高效的、足够精确的计算手段，特别是解

决建立这些计算手段中的共性问题。在有限元方法及近年来发展

较快的边界元方法，包括样条有限元法等有限元法的发展中，从结

构和固体的离散化、单元列式、控制方程求解、计算结果解释到收

敛理论都可以建立一套基本上不依赖于所研究的结构的类型及形

状的统-的方法。正因为如此，这些方法成为计算力学研究的对

象，而模型的建立、算法的构造及软件的开发则是这些方法研究中

的共性问题，也是计算力学研究的重点。从这个意义上说，计算力

学将固体力学、流体力学及气体力学等置于一个统一的框架中。下

面我们将从模型、算法这两个方面来介绍计算固体力学近年来的

若干进展并讨论今后的方向。计算力学软件开发是一个很大的题

目，限于篇幅，本文就不再讨论。

二、计算固体力学中模型的建立

计算固体力学中的各类计算模型，都是从现实物理对象中抽

象出来的，是计算力学中各类算法及软件开发的基础。建立适合于

所求解问题的计算力学模型是成功地求解这类问题的关键，在计

算模型构造上的突破会导致算法及软件的重大变化，也会导致问

题求解的效率和精度的大幅度改进。下面我们列出在各种不同层

次上的→些模型化问题，由于篇幅限制，这些问题肯定没有覆盖整

个计算力学中的模型化问题。

(1)我们所研究的连续介质是有微结构的，现有的连续介质

力学模型是通过各种近似将具有微结构的介质均匀化和连续化，

而有限元方法和边界元方法等则是将连续介质离散化。另一种途
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径则是直接将介质离散化，例如，Cundall , PoA 等在70 年代末提

出的离散单元法[汀，Kawai ,T[2J钱令希川等提出的刚体有限元法 ，

对于岩土力学、弹塑性问题分析，这些方法都取得一定的成功。

(2) 有限元法将连续介质占据的区域离散化 ，边界元法则仅

将连续介质所占区域的边界离散化，但后者要求知道所研究问题

的基本解。有限元法现在已经被广泛接受，根据有限元法开发的一

大批商用结构分析程序已经得到广泛的应用。边界元法因为网格

剖分简单，计算工作量及对计算机内存容量的要求低，特别是易于

和 CAD造型软件接口，在某些问题中也是一个很好的方法，现在

很多商用结构分析程序中也配备了采用边界元法求解的功能供用

户选择。边界元法虽然也能求解物理和几何的非线性问题及动力

响应问题，但由于获取基本解的困难，在这些问题中边界元法和有

限元法相比也许会需要更多的工作，Atruri等提出的域一一边界

单元法则是一种可能的途径。 [4J

(3)对于给定的连续介质，如何选择变量空间及能量原理建

立单元列式，对于提高有限元法(及边界元法)的求解效率和精度

具有十分重要的意义。例如，采用位移作为基本变量及势能原理就

可以得到位移元，采用二变量和三变量广义变分原理及适当选择

应力、应变及位移等变量就可以得到杂交元及混合元;虽然有限元

的构造和列式是一个从有限元方法问世以来就已经研究的问题，

但发展低阶高精度单元的研究工作仍很活跃。早期的低阶单元，等

参四节点四边形单72和等参八节点六面体单元，曾在结构分析程

序中广泛使用，这是由于应用这些单元，有限元网格易于划分，单

元拓扑表示简单，计算工作量较小。另外，在一些特殊的分析问题，

如接触问题中，当应用接触算法表示结构边界的相互作用时，它们

十分有效，而当利用高阶单元时，要用二次或三次插值表示离散接

触点时收敛性存在困难。同时，在结构动力分析时，显式分析的中

心差分使周期变短，而利用堆聚质量法时引起的误差使周期变长，

这两个误差的效果可以部分抵消。使用低价单元时，堆聚质量法很
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易实现，而二次、三次插值的高阶单元不具备这一性质。但是，传统

的基于位移法的低阶元的致命弱点是计算精度差，特别对于弯曲

问题或不可压缩材料(有限塑性或不可压缩弹性)存在严重的自

锁，导致错误的分析结果。

目前发展低阶高精度元的途径可归纳为三类t不协调位移元、

杂交应力元及海合应变元。希望低阶高精度元具备的性质是:当材

料不可压缩时没有任何自锁现象;位移与应力精度都较好，特别地

对于弯曲问题无剪切自锁的困难;通过分片试验;适用于于材料及几

何非线性问题;计算效率较高;在有限元全局网格下，单元公式只

有位移自由度，易于拚装。为了克服位移不协调元通不过分片试验

的缺点，Taylor， R . L[5]建议在单元积分中用 J 幡 ( O ， O ) / \ J ( O ， O ) I
代替 J一 1 =J 铸 吁 ， 平 ) / I J I ， 以 满足分片试验; Sze , K. Y 建议[的

J 惕 倍 ，利 用J骨 ( 0 ， 0 )代替而 I J I 保持不变以改善单元性态 ; 吴长

春[7]等建议用逻辑的方法来构造不协调位移模式，以满足分片试

验;杂交应力元是以下学璜的开@J工作时开始的，但仍然在不断地

改进，下学璜、唐立民、Sze， K . Y 和陈万吉等[川2J给出 了性能良好

的二维、三维低阶高精度元。但迄今为止，还极少看到杂交元在几

何及材料非线性问题中的应用 ;1昆合应变元的代表性工作可见

Hughes[时及Simo[14J的工作 ，其中 [ 1 4 J的海合应变元不同于早先

的其它温合应变元，它采用了胡-----:.Washizu 三变量变分原理的

Galerkin 形式以及将应变场划分为由二部分组成 :导 自 于假定位

移场的协调应变部分和取作为独立变量的假是附加应变部分，在

单元内部先对假定应力场施加相对于假定附加应变场的 L2 正交

化条件，以满足分片试验和在单元内部消去作为独立变量的假定

应力场。进一步，将独立的附加应变自由度在单元一级凝聚掉，因

此，得到的单元适合于位移法有限元程序中实现。这个单元已经被

推广到几何非线性[15 ， 16]，数值结果表明，这类泪合应变元具有非

常好的单元性质，满足前述的对低阶高精度单元的所有要求。乐观

的看法认为低阶高精虔单元的研究成果如果得以实现，可将传统
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的位移法有限元程序效率提高一个量级。最近，人们从哈密尔顿体

系出发，建立以位移型变量和力型变量的棍合变量求解空间及相

应的控制微分方程组，在此基础上的有限元列式有可能给出新的

有限元及新的求解方法。

(4)众所周知 ，对于很多实际问题 ，人们对介质本构关系的了

解远远落后于在算法构造及软件开发方面的成果。介质的力学性

质模型化是经典固体力学讨论的一个基本课题。然而，借助离散化

数值计算方法及高效计算机，今天人们对在各种环境因素(温度、

流体、载荷)下复杂的非线性和依赖于时间和温度的材料行为均有

可能设计出适当和精确的本构关系予以数值模拟，例如，对于饱和

土壤在动力载荷下的本构关系的数值模拟[17- 1 9J。近年来，材料科

学和工程的发展为核工业、航空航天工业、火箭燃料、高爆固体炸

药等高新技术领域提出了一批高性能新结构材料，如高填充高分

子材料、超韧高分子合金以及以它们为基础的复合材料，人们对这

些材料的本构关系的了解还很缺乏。这类材料的特点是具有相差

很大的拉伸和压缩强度，材料力学性质十分依赖于温度的变化，在

循环反复荷载条件下表现出相当显著的滞后现象和损伤效应以及

对循环速率的敏感性。它们只有很低的屈服强度，然而直到材料呈

现不稳定(软化)之前具有极高的硬化特性，人们因此需要深入研

究材料伴随弹塑性变形的蠕变、损伤和裂缝发展过程以及材料在

蠕变一弹塑性一损伤一温度场藕合过程下的本构关系。已有许多

近期工作致力于发展这类本构关系。这些工作基于不可逆过程热

动力学的连续损伤力学[20， 21] ，采用一个或若干个新内部变量描

述损伤过程。在这些工作中， [22J发展了基于损伤力学的蠕变一疲

劳相互作用本构模型， [23J发展了延性材料的塑性损伤模型， [24

~27J建立了脆性材料的损伤一断裂模型 ，[28J讨论了各向异性材

料的蠕变一损伤模型， [2 9， 30J发展了一个基于应变或应力的统一

的弹塑性(弹粘塑性)一损伤模型。建立这些模型时，基本的问题是

如何用最少的内部变量来描述材料的损伤状态和如何在应力(应
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变)空间中构造能精确地描写损伤演进过程的损伤曲面。

材料本构关系研究的另一个课题是与有限应变相关联的材料

非线性本构方程的建立。现有的大多数有限应变塑性公式都是建

立在应力应变本构关系的亚弹性(hypoelastic)形式材料描述基础

上。然而这样的公式在纯弹性的周期变形下将导致物理上不能接

受的非保守的残余应力结果，同时速率量时间积分的数值误差限

制了积分步长[3 1J。因而基于超弹性 (hyperelastic)的材料描述(应

力全量由一个应变能函数的导数计算)的本构方程已愈来愈压倒

优势地用于有限变形塑性[31咐，耐。对于不同非线性材料，需要分

别建立新的基于超弹性材料描述的有限应变非线性本构方程。

如果我们假定在弹性阶段之后的材料微观裂缝和微观空洞的

生成发展过程是近似地均匀的，那么跟随在其后的宏观裂缝的出

现和发展过程则是局部的，并且应变和损伤的进一步演进将成为

愈来愈局部化(在某些情况下材料将有局部软化) ，直到材料成为

不稳定。通常的基于材料宏观模型化的连续损伤力学途径能够很

好地描述前一过程，即均匀微观损伤阶段。然而，对于第二阶段，即

断裂的模拟却遇到了很大的困难。在以应变和损伤发展局部化为

特征的第二阶段中，荷载位移曲线将高度依赖于宏观裂缝陶近

的网格密度和连接。这一病态现象是由于静力边值问题的椭圆性

和动力初值边值问题的双曲性在宏观裂缝(材料完全损伤)处的丧

失。 [34J总结了从计算角度上用以解决这个问题的三个途径，并且

讨论了在什么条件下这些改进的连续理论允许用以求解变形的局

部化问题而不丧失问题的椭圆性(对静力问题)或双曲性(对动力

问题)。然而问题的解决远没有达到完美的程度，主要的困难在于 1

为保证问题椭圆性的模型附加参数的确定;对各种材料在动力、有

限应变塑性、损伤等复杂条件下自适应分析方法的建立以有效地

(计算工作量和存储使用可以接受，计算精度高)捕捉住剪切带等

局部化区域;对一些材料，如摩擦类材料，应变局部化分析的稳定

性和唯 4性在理论上还有一些没有解决的问题。目前还没有成熟
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的数值上确定分叉点和保证最陡削的关键叉后分支上连续性的可

靠算法。

当我们应用连续损伤力学概念建立复合材料的本构关系，会

发现复合材料性质在细观上不是均匀连续的，因此必须对复合材

料的每→个基本构成材料元素分别建立本构关系，也即细观本构

模式阳。例如，对于多层复合材料板，我们必须对单个的层片和两

个相邻的层片之间的单个界面分别建立细观损伤模式，损伤状态

沿一个层片的厚度是均匀的，一个界面的损伤状态可以不间于它

的两个相邻层片。对于整个复合材料来说，这是一个半离散损伤模

式。基于这一细观模型化概念，对于不同类型的复合材料分别建立

和确定细观损伤模型的大量研究工作将是-个很有前景的研究方

向。 [36J提出了纤维多层复合板一个基本层片的损伤模式。细观

损伤模型的一个主要困难是模型中参数的识别不能简单地利用通

常的试验得到，此外困难也集中在如何定义用以描述依赖于时间

的损伤状态的各材料损伤函数。细观损伤模型的另一个问题是计

算工作可能耗费巨大，因此有必要研究更为简化的模型和方法。

(5)复杂形状固体和工程结构的分析 ，即使有了现成的计算力

学软件也先要建立计算模型。计算模型的建立需要计算力学专家

和特定工程领域或固体力学领域专家的合作，需要人们凭藉经验

估计出在各种外部因素(荷载、温度、电磁场、流场等)作用下工程

结构或固体内可能产生的位移、变形、应力或内力分布特征，然后

做出合理的抽象和近似，选择合适的计算力学软件，选择合适的具

有足够精度的计算模型、单元类型、网格布置及边界条件处理方

法，并且对计算结构给予合理的解释。当应力场、位移场具有奇性

而人们又对这些奇异特征感兴趣时，计算模型的建立离不开关于

奇异特征的知识。在计算机使用和计算力学软件不断普及的情况

下，人们寄希望于专家系统的研究工作以建立可以代替或者部分

代替人类专家的有限元模型化咨询系统或全自动的有限元模型化

系统[3飞延伸现有的前处理器或后处理器使它们智能化。对于某
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一类非常特殊的结构类型，例如机翼或者机身[叫，这方面的研究

工作已经取得一定的成功，但适用于更一般目的的有限元模型化

专家系统还有待研究和开发。已有的研究工作表明[川川有限元

模型化的专家知识很难整理和获取，建立一个可靠的知识库除了

需要专家的启发性知识外还需要涉及力学和计算数学学科的深层

知识F专家系统中知识的表示方法和已有的有限元方法中的数据

表示方法、CAD系统的造型系统中模型的表示方法三者之间差异

很大F由于这些困难，这方面的研究工作将需要艰苦的努力。有限

单元法和边界元法中的网格划分则是属于一个低层次的模型化问

题。近年来，网格生成和网格优化的研究特别活跃，因为在自由边

界问题、裂缝扩展问题和结构优化等问题中，介质所占据的区域在

不断地变动，而在应变局部化问题中为了精确和有效地捕捉住局

部化区域，这些都需要不断地重新划分网格、调整网格的密度和网

格的方向以提高计算结果的精度z在有限元自适应算法(下面将做

进→步介绍)中网格也应当不断地修改z在将有限元法或边界元法

集成到 CAD/CAM系统中时，网格的自动生成成为集成化的关

键。传统的生成网格的影射法及其它结构化网格生成方法虽然已

经得到广泛的应用并在商品化程序中得到实现，但面对形状和拓

扑复杂而又不断修改的区域，非结构化的网格生成或自由网福生

成方法显得更有应用前景，其中用得最多的是 Delaunay三角化方

法川，在二维情形可自动生成高质量的三角形网格，在三维情形

可自动生成高质量的四面体网格，网格的局部密度可以得到控制。

此外，在推进网阵法的基础上发展的全自动生成三角形网格的研

究工作的进展有力地支持了自适应有限元方法的发展闷。但是，

将平面和曲面区域全自动地剖分成四边形单元，将任意形状和拓

扑的空间区域划分成六面体的研究工作还有待深入。非结构化网

格生成方法的计算效率往往低于影射法等结构化方法，因此，将结

构化方法和非结构化方法结合起来的混合法也是很有前景的方

法。
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(6) 有限元方法和边界元方法是我们对结构和固体进行力学

分析的工具，为了帮助设计人员科学地和高效地改进和优化设计，

需要研究结构优化。结构优化中的结构尺寸优化，旨在选择椅架杆

件的截面积、平面膜结构的厚度使重量或其它目标最优。经过近二

十年的努力尺寸优化的研究工作巳相对成熟。近年的热点是结构

形状和拓扑的优化。在结构形状优化和拓扑优化研究中首先遇到

的问题是模型化问题。已有的研究表明，应当区分分析模型、优化

模型和几何模型[叫，还应当解决这三个模型的接口问题。简单地

采用有限单元或边界元法中的节点坐标作为设计变量不仅大大增

加了设计变量和约束的数目，增加了计算工作量，而且得到的优化

设计常常无法加工，计算的精度也无法保证。在形状优化研究中，

近年来提出的设计单元和参数化方法等使得形状优化方法向实用

化方向跨出了一大步M。连续介质的拓扑优化中，人们提出的一

种很有前途的方法是在连续介质中引入特定形式的微观结构，采

用均匀化方法将微观结构中的尺寸变量和材料的宏观力学性质联

系起来，从而将连续介质的拓扑优化转化为研究得相对成熟的尺

寸优化[耐。这一拓扑优化的模型化方法近年来取得了相当迅速的

发展，有可能把材料优化与结构优化统一在一个框架中。

二、计算固体力学中算法的研究

算法是计算力学研究的重点。计算力学工作者不断地从计算

数学中学习和移植有用的算法，如求解线性方程组和线性特征值

问题的各种算法。在此同时，计算力学工作者也不断地提出新的高

效算法，其中以分片插值原理为基础的有限元法和边界元法是计

算力学工作者所提出的算法中最为突出的，这一方法已经被广泛

地应用于温度场、电场、磁场及其它物理问题的分析中。基于瑞雷

商原理的求特征值问题的子空间迭代法及里兹向量法也是由计算

力学工作者提出并在其它领域中得到广泛的应用。
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一般认为，线性问题的算法已经相当成熟，但实际上近年来仍

然有很多重要的进展，也还有很多问题需要研究，下面我们列举出

几个这样的问题。

(1)自造应有限元方法的研究。有限元法的数学理论研究表

明，对于适当地构造的单元，当有限元的网格无限加密时有限单元

法的解收敛到原连续介质的准确解，但是对于一个特定的网格在

缺乏准确解的情况下人们无法对这一网格下得到的有限元解的精

度做出可靠且实用的估计，这曾经是有限元法应用于力学问题求

解时的一个障碍。最近十多年所进行的自适应有限元方法研究在

近年来取得了重要的进展[42]，在求得给定网格下的有限元位移解

和应力解后，可以采用应力恢复方法得到有限元节点应力的改进

值，然后借助于形函数插值求得应力分布的改进估计，或称为最佳

猜测应力〈在某种意义上)。理论研究表示，改进前的应力解和最佳

猜测应力解的差可以用来估计有限元解的误差。在不同的应力恢

复方法中现在已可指出效果较好的方法，例如对于三角形或四边

形的线性单元，将在节点处的应力进行平均就是很有效的应力恢

复法，对于高阶单元则需要复杂的方法。当依据上列方法求得的误

差估计大于我们规定的误差允许值时，我们可以根据误差预测出

结构中各个区域中有限单元的合理尺寸。然后直接采用全自动的

有限单元网格器重新划分网格，重新求解整个问题。上列应力恢

复、误差估计和重新划分网格的过程可以重复几次，直到得到满意

的有限元解为止。对于平面问题的板壳问题的静力分析，自适应有

限元法已经取得很多成果，人们期待着这一方法成为商用有限元

软件的一部分。在结构优化、自由边界等问题中，区域的形状在不

断地修改，采用不同的网格模拟形状不同的区域会产生很不相同

的误差，因此给最佳区域形状的确定带来困难，自适应的有限元分

析方法将有助于得到更为可靠的算法。

(2) 解析方法和数值方法的结合。 现代的高速计算机的出现

和高效的计算力学软件使得人们可以在一小时内求解上百万个自
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由度的问题，但是追求计算效率高、内外存要求低的方法仍然是计

算力学算法研究的焦点。解析方法和数值方法的结合提供了一系

列的高效算法。张佑祺等提出并深入研究的有限条方法就是这样

的一种半解析方法[叫，早期的有限条方法成功地用来求解具有简

支端或固定端的诸如板、折板、圆柱壳扁壳和箱形梁这一类棱柱形

的薄壁结构。样条有限条法改进了有限条法，更易于适应任意类型

的边界和内部支承条件，能够精确地处理集中荷载，可以得到低噪

音的光滑解。有限条法也已经推广到材料非线性和几何非线性问

题及分层介质的分析中。边界元法在某种意义上也可以看成数值

方法和解析方法结合的方法。旋转体和旋转壳在非轴对称荷载下

的分析可以采用半解析法。对于具有各种更为复杂对称性的结构，

钟万醋、等提出了采用群论方法求解[471，静力分析和动力分析问题

均可处理，具有不同对称性的子结构并且可以组装在一起，群论方

法将所求解的问题分解为若干个子问题，这些子问题的自由度大

大少于原问题的自由度，因此大大地减少了求解所需时间及内存

容量。

(3) 壳体结构的几个维度的尺寸相差很大[叫 ，壳体的有限元

计算仍然有很多困难，至今还缺乏低阶的、收敛的、可靠的单元能

够满足壳体分析中存在的多种不同类型的渐近性质。

在深入研究线性问题的高效求解方法的同时，计算力学算法

研究的热点是非线性问题，从工程科学和其它力学领域中提出的

有待解决的问题大量的是非线性问题。非线性科学和非线性问题

也是当前整个自然科学研究的热点。虽然研究最一般的非线性问

题的解法是非常重要的课题，但计算力学中遇到的各种非线性问

题往往具有各自的特点，而不同的非线性问题往往需要不同的高

效算法，因而更为实际的研究工作是针对具体的一类非线性问题

提出更为有效的算法，下面我们列出这样的几个问题。

(1)结构优化旨在为工程界提供高效、科学的算法和工具，使

得设计在满足各种约束条件下实现某种目标的最优化。如果约束
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函数和目标函数都是设计变量的线性函数，相应的优化问题是个

线性规划，可以采用单纯形法有效地求解。但是在大多数的结构优

化问题中，目标函数或约束函数是设计变量的非线性函数，相应的

数学问题是一个非线性规划。非线性规划是非常重要的一类非线

性问题，虽然在数学规划理论中已经进行了大量的研究，结构优化

的研究工作则注意到问题的特点，吸收了工程设计中准则法的基

本思想，提出了一批以序列近似规划法为核心思想的有效算

法[叫。在序列近似规划法中，通过适当地选择中间变量，在初始设

计点附近将原来的非线性规划用一个线性规划或较简单的、可以

有效求解的非线性规划来近似，采用数学规划中各种现成的算法

求解这些近似的线性或非线性规划就可以求得原问题的近似解。

从该近似解出发，利用在此解点的函数及其导数值我们又可构造

新的近似规划，求解之后得到原问题的近似解，这一过程可以迭代

地进行下去直到求得具有足够精度的解为止。中间变量的选择依

赖于所优化的结构类型及选取的力学变量的力学特征，对于相架、

平面应力、膜结构的截面尺寸优化，取杆的截面积(或膜的厚度)的

倒数作设计变量可以建立精度很高的近似约束，因此上列序列近

似规划算法的效率很高，只须十次左右迭代就可达到工程设计所

需精度。钱令希教授等[叫提出并广泛采用的序列二次规划也是一

种序列近似规划，以序列二次规划为基本算法，结合局部约束局部

处理、变量联结及主动约束集策略，发展了一套十分有效的结构优

化算法和相应的结构优化软件，应用于工程优化设计[51]。

利用能量原理，很多非线性力学问题分析可以归结为非线性

规划。弹塑性接触问题、材料满足非关联流动法则的弹塑性分析问

题都可归结为参变量二次规划阳。运用数学规划工具可以很有成

效地求解一大类问题。

(2) 计算塑性的一个主要课题是为各种塑性本构速率方程的

求积发展可靠有效的算法。在过去十年中人们己普遍认识到在发

展这类算法时必须注意如下因素:本构关系中各种公式的含义，具
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