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目可 」
一
一
口工程技术和自然科学的研究中经常遇到这样一种取实数

值的变量，它的值可随着某个函数类中函数的不同选取而变

化，这种变量是以某个函数类中的函数为自变量的抽象函数

泛函.泛函的极值问题是变分法所研究的基本问题.

随着科学技术的发展，变分法在力学、物理学、信息论、自

动控制论等方面都有越来越多的应用.如分析力学中的虚功

原理、最小位能原理、哈密顿 (Hamilton)原理，以及控制论中

的最优控制问题都涉及到变分法的有关概念和理论.本书主

要介绍古典的变分原理，以及它在分析力学和解微分方程方

面的应用，并且简单介绍与近代有限元有关的变分原理和微

分方程边值问题的有限元解法.

考虑到教育改革发展的需要，为了便于学生自学起见，本

书除对有关概念、定理、公式进行了比较详细的论述外，还针

对学生在学习中经常遇到的疑难问题进行了讨论，且附有大

量的例题以供读者参考，具体说明如下:

1.考虑到学习变分法的许多读者对多元函数的台芳公

式，参变量积分号下求导等基础知识不太熟悉，为了使本书自

成体系，本书增加了第一章预备知识，其中前三节只供学生课

外阅读.

2. 为了便于读者 自 学 ， 第二 、三章详细叙述了用积分表

示的各类泛函变分的定义、取极值的必要条件，其中 § 2 - 2

节可作为学生课外阅读材料处理.在§ 2一1 节中 ，对两种变



分的定义进行了比较，并举例说明其差别，以便读者对泛函变

分的概念有更深入的理解.

3. 考虑到许多读者对虚功原理 、最小位能原理 、 哈密顿

原理的力学背景不太了解，本书在§ 4-3 节中对此进行了系

统的论述，可供读者课外阅读.

4. 第四章中 ，对短程线问题的有关定理给出 了新的证

明，以便读者对等周问题与短程线问题的关系有更深入的理

解.

5. 为了避免过多地涉及线性算子的有关理论 ，本书用较

少的篇幅对二次泛函的变分原理给出了新的证明.另外，在第

五章，对最简泛函取各类极值的条件进行了更深入细致的讨

论，且补充了几个定理，以便读者判别时使用.

6. 在实际应用中 ，变分问题近似解函数列的收敛性 ，逼

近度的估计是必须考虑的问题，本书第六章对这些问题进行

了讨论，并验证了所选某些函数坐标系的完备性.这些补充内

容可作为学生课外阅读材料处理，以便学生对变分问题的近

似解法有比较系统的认识.

7. 鉴于有限元应用的逐渐推广 ， 本书在§6-4 节中较

系统地叙述了用有限元法解微分方程边值问题的基本思想，

并补充介绍了拉格朗日型和 Hermite型高次插值函数的构

造，以及插值函数的逼近度定理.这些内容可作为学生的课外

阅读材料，或供有关专业选用.

本书是北京理工大学谈天民教授与祝同江副教授经过多

次讨论后写成的，谈教授对硕士研究生讲授"变分法"课多年，

对教学有许多丰富的经验，本书许多内容就是在多年使用的

讲稿基础上编写的，增加了预备知识的叙述和其它一些内容，

如两种变分定义的比较，虚功原理的力学背景等，可供学生自
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学.本书可用作工科大学本科生和硕士研究生学习《变分法》

这门课的教材或参考书，也可供具有高等数学基础知识的有

关读者自学使用.

由于编者水平所限，本书难免存在某些错误或不妥之处，

衷心希望广大读者批评指正.

编者

1990 年4 月
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第一章预备知识

本章主要介绍变分法的基本概念一一泛函和泛函的极

值.并给出今后经常用到的几个基本引理，以及有些读者还不

熟悉的基础知识.例如，多元函数的台劳 (Taylor)公式、含参

变量积分的求导公式等.

§ 1-1 台 劳公式和 函 数取极值 的必要条件

一、一元函数的情形

定理 1若函数 f(x)在点 Xo的某个邻域 xo - i5<x<xo

--r- a 内具有 n + 1 阶连续导数 ， 则对该邻域内任意一点 x=xo

十 6.x ，存在 o ( o<e< 1)使下面 n 阶台芳公式成立

l' (xo) / , , f气γ)
f(x) = f(x ,, ) +丁← (x~xo ) 十亏了LU-20 ) 2十 …

p时 (xo )
十一-T」一 (x-xo ) n +Rn c1 -1 一 1)

n'

其中 R. =一 1二p叶 1) (Xa十B6.x ) (x-xo)n+l
(n+ 1) J

称为 f(x)在点工。的 n阶台劳余项(lagrange 型 ) . 当 z→Xo

时 ， Rn 是比 j 6.x l n 更高阶的无穷小量.

定理 2 设函数 f(x )在点 工。 可导. 若 f(x )在点 x。 取极

值，则有 l' (xo) = o.
• 1 •



二、多元函数的情形

定理 3如果函数 j(x ，川在点付。 ， Yo)的某个邻域内所

有 n十1阶偏导数都连续，那么对于该邻域内任意一点 (xo +

f::!.x ， yo 十f::!.Y) ， 总存在 8 ( 0<8< 1>使下面 n 阶台劳公式成立

I. a , . a\
j(Xo十此 ，Yo+f::!.y) = j(xo ， Yo ) 十 I f::!.x 磊 十f::!.y 豆豆 j j(XO， yo )

11. a.. a\2
十一 I f::!.x 一 十f::!.y ，"，~ . I j(岛 ，Yo ) 十…21 l -~ ax ' -.... dyJ J , - v ' ....

11. d.. d\"
十一If::!.x二十f::!.y一 I j(xo ， γ。)+R"n1 \ - ax ' -....句" J , ....... u " J v

<1 -1 - 2)

其中 I f::!.x 主 + f::!.y 主 j kj (XO， YO )
<1X <1'V I

=rω 旦与+ciM IJZ-Ay+… +c: 辽~yk l~
L~-- ax… ax… 3 v Jav… J J

1 I. d , . a \"+ I

R"= E..干了了丁 I f::!.x 互二 十f::!.y 丐 I j(xo+8f::!.x ,yo+8t:J.y)

称 R"为 j(x ， y ) 在点 (xo ， yo ) 的 n 阶台芳余项→-Lagrange

型余项.

令 ρ = .;f::!.x2 十f::!.y2 ,f::!.x = peosα ， f::!.y = ρsinG

当 j(x ，川的所有 n+ l 阶偏导数在点 (Xo ， Yo )的闭邻域 xo - h

g二x ::.:ζxo + h ， yo - k运y运yo +走 上都连续时 ，也一定有界 ， 可

设它们在该闭邻域的绝对值都不小于正数 M.于是对该邻域

上任意一点 (xo + f::!.x, yo + f::!.y )有

•

IR" 1< E_ 乓τ ( I 句 1 + If::!.y I)"+1

• 2 •
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些二一 ( I eosα ! 十 I sinα 仆 n+ l pn+ l ~ 2Mp n+ 1
(n + 1)!

其中 ρ= 1再圣王;十Ay2

这表明，当 ρ→0时，札是比f更高阶的无穷小量.

上述定理推广到n元函数的情形，有

如果函数/(X j ， X、z ，… ， Xn )在点 (zi， zi，… ， X~)的某个邻

域内的所有m+1阶偏导数都连续，那么对该邻域内任意一

点 (Xl '岛，…，XlI ) ，存在 8 ( 0<8< 1)使 F面 m阶台劳公式成

立

j(Xl 'xz' … ,X ,I)

Ii. a" a , OA 0\
-:- j (X~ ，x~ ， … ， -:r~ ) +卢 j 6.x ] 一+6.xz 了+…+6.xn 了一 l1J \~C~' axl'---· axz ' '" aX

n
/

I I. (J
• j(抖 ，z; ， … ， X~ ) +一 I 6.XI十6.xz←十…十6.Xn 一21 \ ---, ax] , ---< dXz

. f川 ，IL - - - ，。+…+ l . l 6.x l 主+乌 兰+…
m! 飞 (}X l '

~ dxz

十AJ) "川X~ , ... ， X~ ) + R， 。 一 I - 3)

其中 6.xk =Xk -x2 (是 = 1 , 2,… ,n )

Rm=JJAZ14十件2 乏+ ... +6.xn叮
+ 1

• j(x~+86.xl' x~ +86.xz ， … ， x~ +86.xn )

当 ρ= J 6.xf十Azi十… +6.x?，→0 时 ，儿， 是比 f 更高阶无穷
小量.

定理 4设函数 j(X ， y)在点(品 ， Yo)的某个邻域内连续，
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且在点 (XO ， yo )偏导数 元、fy 都存在. 若 f(x， y )在点付。， yo )

取极值，则有

fx(xo ,Yo) = fy(xo ,yo) = °
定理 4推广到 n元函数的情形，有

设函数 f(町，町，… ， Xn )在点 (zf，4，… ， X~)的某个邻域

内连续，且在该点处它的所有一阶偏导数都存在.若n元函数

f(XI'句 ， … ，Xn)在该点处取极值 ，则有

fτJZUzL … ， X~ ) = O,(k = 1,2 , … ,n )

以上四个定理的证明在一般高等数学教材中都容易找

到，其证明方法也不难推广到 n元函数的情形，故从略.

§ 1-2 含参 变量 的积分
'

从二重积分的计算吁知，当函数 f(x ， y)在闭短形 D zaζ

z豆b ， c ':;;;'y运d 上连续时 ， 函数

仰)二二 ff(川)dx 川 - 1)

是区|旨]丘 ， d]上的连续函数，并且有

fdyJ>川)dx = fdxJ>ω)dy 川一2)

在式。一 2一1)中 ，X是积分变量 ，y是参变量(积分过程

中看作常量) .称右端的积分为含参变量的积分.下面进一步

讨论这种积分的性质.

定理 1如果函数 f(x，川和它的偏导数 fy (x ， y)在闭矩

形 D : a'"ζz运b ，c《y运d 上连续 ，则函数

州 = f>川)dx

·4'



在区间[c ， d]上可微，且有

伊， (户 J:fy (x ， y )dx (l - 2 - 3)

证设 ω = f>阳〉\(付x ，ρ
因函数f儿~ (x ，y川)在 D →上t连续，故它在D上的二重积分可以交

换积分次序.从而对区间[c ， d]上的任意y有

J:内)dy = jiffy (川)dx]dy

=J:中川州]dx

= f:队 ， y ) 一 f川]dx

= ((i(y ) 叭c )

由于 g(y)在 [c ， d]上连续 ， 因此对上式两端求导 .有

伊 I (y) = 内) = J:f川帅

这就证明了定理1.

定理 2 如果函数 j(x ， y ) 在闭矩形 D : a运x~b ， c~y~

d 上连续 ，且 ly (x ， y )在 ρ 上连续 ; 又函数 α(y ) ，向y )在区间

[c ， d]上可微 ，且当 yε[c ， d]时 .有

a 运α (y ) 运 b , G 14 卢 (y ) 运 b

那么函数仰)f:;fu ，山
在区i同衍 ， d)[均可微，且有

F(y)=j:::λ (x川，

一 f[α (y )λ， y]α (y ) (J一 2一 4 )
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(养)

证设 yo 是区间 (c ， d) 内任一定点 ， α (y) =u ， β (y) =V ,

则函数 ψ(y)可表示为

川 = 1盯(y ，州川U ，川，川v ) =寸fj[:(Jy句州JJoρJ〉r川f汽(xι川，旷y帅 f几(ωy户，σωyρ)川dx

利用复合函数求导公式

f /, a] , a] du , al dv
cp'(y)= 一 十 一 一 十Y I au dy I au dy

由定理 1 军 = f fyb ，州工 - r Iy(x ,y)dx
气Y ω α (yo ) J ·(yo)

zj::::fy川dx
利用对积分上限的求导公式得

JI -j/ U

1=-Jfifb,y)dx=-j(u,y)
au 初 J 叫yo 〉 J

al a rψ
一=一 I I(x ,y)dx = I归 ，y)
ayayj u(yo> d

代入式υ ) ，可知等式(1- 2 一 的成立.

定理 3若函数 I(x ， y ， α)和它的偏导数 f. 当 (x ， y ) 仨

D ， αε ( 一δ ，δ)时连续 ，则函数

φ(α) = fJf(川巾句

在区间(一δ，δ)内可微，且有

的)工 jλ川，山dy

其中 D 是与 α 无关的有界闭区域 ， δ 是正常数.

证设驯的=俨川α)州 ， 则 函数 ￠叫区间
D

(一 δ， δ)内连续.且有

• 6 •



f:圳、仇

由于被积函数连续，因此可以交换积分次序.从而有

f:叭仰α巾 = fI[归川[f/ι川川川α叫)川灿dω州α

立 1队，y ，的 一 !(川 ， O ) ]d均

=φ(α) 一φ(0)

两边对 α求导得要证等式

叭的 = φ， (α) = Hλ(川山dy

§ 1 3 基本 引 理

今后将经常用到下面几个引理:

引理 1设函数 !(x)在区间 [a ， b]上连续;函数节(x)在

[a ， b]上具有 n 阶连续的导数 ，且对某个正数m(m=O ， 1, … ,

n)满足条件

旷的 (a ) = 沪的 (b ) = ° (k = 0 ,1 ,2 , … ,m )

若对于任一个这样的函数 Tj (x)总有

f>叫b灿 = 0 川一 1)

则在[a ，而上恒有 !(x ) =0.

证用反证法.若!(x)在 (a ，的内不恒为零，则由!(x )

的连续性，一定在(a ， b)内存在点工。和它的某个邻域(x。一δ，

xo十们 ， 使!(x)在该邻域恒不为零.

另外，这时又可取函数Tj (x)为

• 7 •



[(X-XO ) 2 一 δ2 J 2叶 2 ， x E (xa - a'Xo + a)
Tj ( x ) =

o，其它
显然所取 Tj (x)在 [α ， b]上具有 n阶连续偏导数，满足条件

Tj Ck ) (a) 俨) (b) = 0 (k = 0 ,1 ,2 , … , m ) ， 可是当 I(x)在 (xo - a，

Xo+δ) 内大于零 (小于零)时该 机x)使

:yfω削ωω叫)冲守仰(x叫zj 丁 十s

这与条件(1 - 3 -1)矛盾，于是 I(川在 (a ，的内恒为零.又因

I(x)在区间[a ， b]上连续 ，故有I(a) = I(的 = 0. 这就证明了

该引理.

注意 :m， 或 n 增大时 ，所取 圳工)的函数类变小 ，该引理条

件变弱.于是取 m= n = O可得:

引理 2设函数 I(x)在区间 [a ， b]上连续.若对每个在

[a ， b]上的连续函数 Tj (川 ， 只要满足条件 "lea) = 守 (b ) = 0 ， 总

使

f/(x)仰)dx = 0

则在区间〔α ， b]上恒有 j(x ) =0.

上述两个引理可以推广到二元函数的情形.事实上，只要

取函数可(工， y)为

([(x - Xo)2 十 (y - YO)2 - 02J2.刊 ， (x - XO)' 十 (y - YO)2 < 0'
亨 (x ， y ) = )

\ 0 ， 其它

其中 (x- Xo ) ' 十 (y - yo )2< δ2 为在区域 D 内的点 (Xo ， Y o ) 的

某个邻域.同理可证下列引理.

引理 3设函数 I(x ， y)在闭区域 D上连续， r为 D的边

界.若每一个在 D上连续且满足条件 Tj l r = O的函数 Tj (x ， y )

总使积分
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