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内 容 提 要

本书是高等学校经济类、管理类各专业学生学习《微积分》课程的辅导教

材。内容包括一元函数微积分 ,多元函数微积分 ,无穷级数 ,微分方程与差分

方程。

本书强调对基本概念、基本理论内涵的理解及各知识点之间的相互联

系。选题广泛、典型 ,既有基本题 ,又有综合题、提高题 ,用“讲思路举例题”与

“举题型讲方法”的方式来揭示解题规律与思维方法 ,以使读者融会贯通 ,举

一反三 ,达到正确理解、巩固所学知识和灵活运用 ;纠正在运算方法、运算过

程中常犯的错误 ;掌握解题思路、解题方法 ;提高逻辑推理和分析判断能力 ;

提高解题技巧。

本书每章有小结并配有自测题 ;自测题附有参考答案与解法提示。

本书是经济类、管理类学生学习期间和报考研究生前的必备读物 ,是颇

具有特点的教学参考书。对参加自学考试、专升本考试和成人教育的读者是

一本无师自通的自学指导书。
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前   言

《高等学校经济管理学科数学基础》系列辅导丛书包括三个分

册 :“微积分学习辅导与解题方法”、“线性代数学习辅导与解题方

法”和“概率论与数理统计学习辅导与解题方法”,是财经类、管理

类大学本科生学习《微积分》、《线性代数》和《概率论与数理统计》

时起到辅导教材作用的用书。本系列辅导丛书适应高等教育新形

势下教改的精神 ,以教育部颁布的《经济数学基础》大纲为准 ,紧密

结合经济类、管理类面向 21 世纪的课程教材 ,是编写者数十年教

学经验的积累。

本系列辅导丛书选题广泛、典型 ,并有针对性。例题编排以内

容为准 ,以题型归类。用“讲思路举例题”与“举题型讲方法”的思

维方式 ,揭示具有共性题目的解题思路 ;概括题型特征 ,归纳解题

方法。讲述例题 ,着重分析题目条件与结论之间的逻辑关系 ;着重

讲述解题思路的源头 ;注意讲述解题技巧。还通过例题指出在运

用解题方法时和解题过程中易犯的错误。使读者达到融会贯通、

举一反三的境地 ;提高逻辑推理和分析判断能力。使读者实现掌

握解题思路、解题方法由继承性向创造性跃进。阅读本系列辅导

教材 ,可以深入理解、巩固提高和灵活运用所学知识 ,可以思路畅

通 ,实现纵向深入 ,横向跨越 ,提高解题能力。

学习数学就必须解题。解题要以自己的实践过程来实现。书

中有些例题解题步骤书写简略 , 望读者在阅读这些例题时 , 要边

看、边思索、边推导 ,思索由前一式如何过渡到后一式 ,推导后一式

的结果如何由前一式而得。特别是本系列辅导丛书 ,每章之后都

配有自测题 (书后附有参考答案与解法提示 ) ,望读者能独立完成
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自测题 ,并能有新的解题方法和捷径。本系列辅导教材以小结形

式概括本章的知识点、重点、难点以及掌握本章内容需要特别注意

的方面。还阐明本章内容与前后各章内容的联系 ,以使知识科学

化、系统化。

本系列辅导丛书 ,可作为非数学类本科生学习大学数学用书 ,

可作为报考经济类、管理类硕士研究生应试复习大学数学用书 ,可

作为授课教师的教学参考书 ,也可作为参加自学考试、专升本考试

和成人教育的读者的学习指导书。

本系列辅导丛书 ,经统一策划 ,集体讨论 ,分工执笔 ,相互审阅

书稿的反复推敲而成的。系列辅导教材由刘书田任主编 ,其中 ,

《微积分学习辅导与解题方法》由冯翠莲、刘书田主笔 ,由高旅端、

王中良审阅书稿 ;《线性代数学习辅导与解题方法》由王中良主笔 ,

由高旅端、冯翠莲、刘书田审阅书稿 ;《概率论与数理统计学习辅导

与解题方法》由高旅端主笔 ,由王中良、冯翠莲、刘书田审阅书稿。

在辅导丛书的编写过程中 ,汲取了同行专家提出的许多宝贵

建议 ;得到了高等教育出版社的有关领导和负责同志的协助和支

持 ,在此一并致谢 !

限于编者水平 ,书中难免有不妥之处 ,望读者指正。

编者

2003 年 7 月
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第一章  函   数

§1 .1  函 数 概 念

1 . 函数定义

在理解函数定义时 , 应掌握以下三个问题 :确定函数的定义

域 ;判定两个函数是否相同 ;正确运用函数记号 ,会求函数值 .

(1 ) 求函数的定义域

思路  当函数 y = f ( x )用解析表达式给出 ,而又没给出自变

量的取值范围时 ,要求函数的定义域 ,就是求使该解析式有意义的

自变量的取值范围 .

对于表示应用问题的函数关系 ,其自变量的取值范围应使实

际问题有意义 .

(2 ) 判定两个函数相同

思路  由于对应法则 f 和定义域 D 是确定一个函数的要素 ,

因此 ,当两个函数用不同的解析表达式表示 ,而其定义域 D 和对

应法则 f 都相同时 ,它们是同一函数 .

(3 ) 求函数值

思路  当函数 y = f ( x ) , x∈ D 用解析表达式表示时 , 若

x0 ∈D ,将表达式中的 x 代以 x0 ,便得到该函数在自变量取 x0 时

的函数值 ,记作 f ( x0 ) ,或 y | x = x
0

,或 y ( x0 ) .

2 . 确定分段函数的定义域和函数值

思路  由于分段函数是用两个或两个以上的解析表达式表示

一个函数 ,且对于不同的解析表达式 , 自变量的取值范围又不相
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同 ,因此 ,分段函数的定义域是自变量 x 各个取值范围之总和 .求

函数值 f ( x0 )时 ,要根据 x0所在的取值范围 ,用 f ( x )相应的表达

式来求 f ( x0 ) .

3 . 反函数

当函数 y = f ( x )在其定义域 D上是单调函数时 ,它存在单值

的反函数 x = f - 1
( y ) .习惯上 , 函数 y = f ( x )的反函数记作

y = f
- 1

( x ) .若 y = f ( x )与 x = f
- 1

( y )互为反函数 ,则

y = f ( f
- 1

( y ) ) , x = f
- 1

( f ( x ) ) .

(1 ) 反函数的图形  在同一直角坐标系下 , 函数 y = f ( x )与

其反函数 x = f
- 1

( y )的图形是同一条曲线 ;而 y = f ( x )与其反函

数 y = f
- 1

( x )的图形关于直线 y = x 对称 .

(2 ) 求反函数的程序

首先 , 由已知函数式 y = f ( x )解出 x , 得到关系式 x =

f
- 1

( y ) ;

其次 ,将字母 x 与 y互换 ,便得到所求的反函数 y = f
- 1

( x ) .

(3 ) 求函数的值域

函数 y = f ( x )存在反函数 ,其反函数 x = f
- 1

( y )的定义域就

是 y = f ( x )的值域 .

4 . 复合函数

设 y = f ( u ) , u∈ Df , u =φ( x ) , x∈Dφ ,则

y = f (φ( x ) ) , x∈ D = { x |φ( x )∈ Df , x∈ Dφ}≠

是由 y = f ( u )与 u =φ( x )复合而成的复合函数 .其中称 f ( u)为

外层函数 ,φ( x )为内层函数 , u 为中间变量 .

(1 ) 在 f ( x ) ,φ( x )和 f (φ( x ) )这三个函数中 ,若知其二 ,便

可求得其三 .

1° 已知 f ( x )和φ( x ) ,求 f (φ( x ) )的思路  将 f ( x )中的

x 代换以φ( x )即得 f (φ( x ) ) ;

2° 已知 f ( x )和 f (φ( x ) )求φ( x )的思路  将已知 f ( x )中

的 x 换成φ( x )得 f (φ( x ) )的表达式 , 并令其等于已得出的
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f (φ( x ) )的表达式 ,从而求得φ( x ) .解出 u (即消去外层函数 )即

得 u =φ( x ) ;

3° 已知 φ( x )和 f (φ( x ) )求 f ( x )的思路有二  变量替换

法 :令 u =φ( x ) ,求得 x =φ
- 1

( u ) ,将其代入 f (φ( x ) )表示式中

的 x 即得 f ( u) ,再将 u 换成 x 得 f ( x ) ;直接表示法 :将 f (φ( x ) )

的表示式设法表示成 φ( x )的函数 , 然后将 φ( x )换成 x 即得

f ( x ) .

(2 ) 若 f ( x )为分段函数 ,φ( x )为分段函数或为初等函数 ,求

复合函数 f (φ( x ) )或φ( f ( x ) )时 ,可采取先内后外或先外后内的

分析法 .

例 1  ( 1) y = e
1
x + arcsinln 1 - x的定义域是 - 糿   ;

(2) 设 f ( x ) = ln
1 + x
1 - x

, 则 y = f ( x
2

) + f ( e
x

)的定义域是

- ��   .

解  (1 ) 由 e
1
x 知 , x≠0 ;由 arcsinln 1 - x知 ,有

- 1≤ln 1 - x≤1 , e
- 1
≤ 1 - x≤e ,1 - e

2
≤ x≤1 - e

- 2
,

故所求定义域是 [1 - e
2

, 0)∪ (0 , 1 - e
- 2

] .

(2 ) 易求得函数 f ( x )的定义域是 ( - 1 , 1) ,由此 ,有

- 1 < x
2

< 1 ,

- 1 < e
x

< 1 ,
因 x

2
≥0 , e

x
> 0 ,故

0≤ x
2

< 1 ,

0 < e
x

< 1 ,

即
- 1 < x < 1 ,

- ∞ < x < 0 ,
所求定义域为 ( - 1 , 0) .

例 2  设函数 y = g( x ) + 16 - x
2
的定义域是 [ - 4 , -π]

∪ [0 ,π] ,则 g( x ) = (   ) .

(A) sin x    ( B) cos x    ( C) tan x    ( D) cot x

解  按题目所给条件 ,在 [ - 4 , -π]∪ [ 0 ,π]内必有 g ( x )≥

0 ,只有 sin x 满足这个条件 .

tan x 在 x =
π
2

, cot x 在 x = 0 或 x =π无意义 ; cos x 在

·3·



π
2

,π 内非正 .选 (A) .

例 3  判定下列各对函数是否相同 ,并说明理由 .

(1 ) y = ln (6 - x - x
2

)与 y = ln (3 + x ) + ln (2 - x ) ;

(2 ) y = arctan( tan x )与 y = x ;

(3 ) y =
1
x

2 - 1与 y =
1 - x

2

x
.

解  (1 ) 相同 .定义域都是 ( - 3 , 2 ) ,且对应法则相同 :按对数

性质 ,有 ln(6 - x - x
2

) = ln (3 + x ) + ln (2 - x ) .

(2 ) 不相同 .定义域不同 :前者是 x≠ kπ+
π
2

, k∈Z ;而后者

是 ( - ∞ , +∞ ) .

(3 ) 不相同 .定义域都是 [ - 1 , 0 )∪ ( 0 , 1] ;但对应法则不同 :

y =
1
x

2 - 1 =
1 - x

2

| x |
与 y =

1 - x
2

x
,当 x∈ [ - 1 , 0 )时对应不

同的值 .

例 4  设不恒为零的函数 f ( x ) ,对任意实数 x1 , x2都满足

f ( x1 ) + f ( x2 ) = 2 f
x1 + x2

2
·f

x1 - x2

2

且 f
π
2

= 0 ,试推证下列各式成立 :

(1) f (0) = 1;  (2) f ( x) = f ( - x) ;  (3) f ( x +π) = - f ( x) ;

(4 ) f ( x + 2π) = f ( x ) ;   ( 5) f (2 x ) = 2 f
2

( x ) - 1 .

分析  本例应根据已知等式按所需要推证的等式恰当选取

x1 , x2的值 .

证  (1 ) 在已知等式中 ,令 x1 = 0 , x2 = 0 ,得

2 f ( 0) = 2 f ( 0)·f ( 0) ,即 f ( 0) = 1 或 f (0 ) = 0 .

由 f ( 0) = 0 可推得 f ( x )恒为零 , 与题设矛盾 , 舍去 .故有

f ( 0) = 1 .
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(2 ) 在已知等式中 ,令 x1 = - x , x2 = x ,得

f ( - x ) + f ( x ) = 2 f ( 0)·f ( - x ) ,即有 f ( x ) = f ( - x ) .

(3 ) 在已知等式中 ,令 x1 = x +π, x2 = x ,得

f ( x +π) + f ( x ) = 2 f x +
π
2
·f
π
2

= 0 ,

即

f ( x +π) = - f ( x ) .

(4 ) 在已知等式中 ,令 x1 = x + 2π, x 2 = x +π,得

f ( x + 2π) + f ( x +π) = 2 f x +
3π
2

f
π
2

= 0 ,

即 f ( x + 2π) = - f ( x +π) ,也即 f ( x + 2π) = f ( x ) .

(5 ) 在已知等式中 ,令 x1 = 2 x , x2 = 0 ,得

f ( 2 x ) + f (0 ) = 2 f ( x )·f ( x ) ,即 f (2 x ) = 2 f
2

( x ) - 1 .

例 5  设 f ( x ) =

x
2

, - 2 < x < 1 ,

x
2

, 1≤ x≤2 ,

2
x

, 2 < x≤4 ,

求 f
- 1

( x ) .

解  求分段函数的反函数时 ,只要分别求出各区间段相对应

函数表达式的反函数的表达式及其自变量的取值范围即可 .

由 y =
x
2

, - 2 < x < 1 ,得 x = 2 y , - 1 < y <
1
2

;

由 y = x
2

, 1≤ x≤2 ,得 x = y , 1≤ y≤4 ;

由 y = 2
x

, 2 < x≤4 ,得 x = log2 y , 4 < y≤16 .

将以上各式中的鬃母 x 与 y互换 ,得所求的反函数

f
- 1

( x ) =

2 x , - 1 < x <
1
2

,

x , 1≤ x≤4 ,

log2 x , 4 < x≤16 .

例 6  设 f ( x ) =
4 x

x - 1
,则 f

- 1
(3 ) = - 菕   .
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