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前   言

本书是金秀岩主编的高职高专教材《高等数学》的配套辅导教材 , 是在参考金秀岩主编的

《高等数学学习指导》的基础上编写而成 , 是理工类高职高专各专业学生学习《高等数学》必备

的辅导教材 . 也可作为高职高专经济类各专业以及自学考试、专升本学生学习《高等数学》的

辅导教材 .

本书具有以下特点 :

1 . 每章包含四部分内容 : 一、基本内容归纳 ; 二、典型例题解析 ; 三、习题解答 ; 四、

单元测试题解答 .

2 . 紧密结合教材 , 并配合教学内容归纳概括概念、定理、法则和公式 , 着重分析问题

和作深入浅出的说明 , 以帮助读者加深理解、增强记忆和正确运用 .

3 . 结合教材列举了针对性较强的例题 , 并对每章的全部习题和单元测试题进行了较详

细的解答 .

参加本书编写的人员及分工如下 : 各章节的“基本内容归纳”及“典型例题解析”部

分 : 孙卫东编写第一章、第二章、第三章 ; 李宝娣编写第四章、第十章、第十一章 ; 崔鸿

志、杨平编写第五章、第六章 ; 曾庆武编写第七章、第八章 ; 曾庆健编写第九章 . 各章单元

测试题的解答 , 黄溪生 ; 各章节习题解答 , 刘路漫 . 本书由崔鸿志、刘路漫担任主编 , 曾庆

健、曾庆武、黄溪生担任副主编 . 曾庆健担任主审 .

本书在编写过程中 , 金秀岩同志审阅了全部书稿并提出一些修改意见 , 在此表示衷心的

感谢 . 由于编者水平所限 , 加之时间仓促 , 书中不妥之处在所难免 , 诚望广大读者批评指

正 , 不胜感谢 .

编者

2005 年 12 月
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第一章  预备知识

第一节  基本内容归纳

一、函数概念

定义  设 x 和 y是两个变量 , D 是一个给定的数集 .如果对于每个数 x∈ D ,变量 y按照

一定法则总有确定的数值和它对应 ,则称 y是 x 的函数 ,记作 y = f ( x ) ,其中 x 叫做自变量 ,

y叫做因变量 .数集 D叫做这个函数的定义域 ,函数值全体组成的集合 W = { y | y = f ( x ) , x

∈D}称为这个函数的值域 .当 x 取数值 x0∈ D时 ,与 x0 对应的 y 的数值称为函数 y = f ( x )

在点 x0 处的函数值 .记作 f ( x0 )或 y x = x
0

.

确定函数的两个要素 :

(1 ) 函数的定义域 .如果两个函数的定义域不同 ,函数就不相同 .

(2 ) 对应关系 .它表明了函数 y 与自变量 x 之间的关系是按照一定的法则联系起来的 .这

个“一定的法则”就是 x 与 y之间的对应关系 ,即函数关系 .因此 ,如果两个函数的对应关系不

同就是两个不同的函数 .而且在两个函数中虽然定义域相同 ,但对应关系不同 ,仍是两个不同

的函数 .

函数的表示方法一般有 : ( 1)公式法 (也称解析法 ) ; ( 2)表格法 ; ( 3)图示法 .

二、函数定义域的求法

函数类型 定义域的求法

分式函数 分母不等于零 .

偶次根式函数
根式内的量不能取负值 .

如 : f ( x ) = 1 G- x2 , 所以 1 - x2≥0 ,即 - 1≤ x≤1

奇次根式函数 根式内的量取任意实数 .

对数函数 y = loga x

( a > 0 �, a≠1 )

真数必须取正值 .

如 : f ( x ) = log2 E( 1 - x ) ,所以 1 - x > 0 ,即 x < 1

正弦函数 y = sin x

余弦函数 y = cos x
x 取一切实数 .

正切函数 y = ta n x

余切函数 y = cot x

x≠ kπ+
π
2 �

,  i( k∈ Z )

x≠ kπ ( k∈ Z )

反正弦函数 y = arcsin x

反余弦函数 y = arccos x
| x |≤1 @

有限项组成的函数 先求出每一项的定义域 ,再取其共同部分 .

分段函数 求几个表达式的定义域的并集 .
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三、函数的几种特性

性  质 函数类型 满足条件 备   注

奇偶性
偶函数 f ( - x ) = f ( x ) 图形关于 y 轴对称

奇函数 f ( - x ) = - f ( x ) 图形关于原点对称

单调性
单调增加函数 对于 D 中的任意 x1 e, x2 ,当 x1 < x2 时 ,有 f ( x1 ) < f ( x2 )

单调减少函数 对于 D 中的任意 x1 e, x2 ,当 x1 < x2 时 ,有 f ( x1 ) > f ( x2 )

有界性 有界函数 对于所有 x∈ D ,存在正数 M ,使 f ( x ) ≤ M 成立

周期性 周期函数 若存在一个正数 T ,对任何 x∈ D 都有 f ( x± T ) = f ( x )

四、反函数

(1 ) 定义 :设给定 y 是 x 的函数 y = f ( x ) , 如果把 y 当作自变量 , x 当作函数 , 则由

y = f ( x )所确定的函数 x =φ( y )叫做函数 y = f ( x )的反函数 ,记作 x = f - 1 ( y ) . 而函数 y =

f ( x )称为直接函数 .

习惯上 , 总是用 x 表示自变量 , y 表示因变量 , 因此 , 把反函数 x = f
- 1

( y )改写为

y = f
- 1

( x ) ,称 y = f
- 1

( x )和 y = f ( x )互为反函数 .

(2 ) 性质 :函数 y = f ( x )与其反函数 y = f
- 1

( x )的图形 ,在同一个直角坐标系下 ,关于直

线 y = x 对称 .

五、复合函数

定义  如果 y是 u 的函数 y = f ( u) ,而 u 又是 x 的函数 u =φ( x ) ,且 φ( x )的函数值的

全部或部分在 f ( u )的定义域内 ,那么 , y通过中间变量 u 也是 x 的函数 ,称后一个函数是由函

数 y = f ( u )及 u =φ( x )复合而成的函数 ,简称 - 腯复合函数 ,记作 y = f [φ( x ) ] ,其中 u 叫做 - 腯中

- �间变量 .

注  在复合函数 y = f ( u )中 , 特别注意中间变量函数 u =φ( x )的值域全部或部分在

f( u)的定义域内 ,否则不能构成复合函数 .例如 , y = arcsin u 及 u = x
2

+ 4 就不能复合成一个

复合函数 .因为函数 y = arcsin u 的定义域为 [ - 1 , 1 ] , 而 u = x2 + 4 的值域为 [ 4 , + ∞ ) , 故

[4 , +∞ ) à [ - 1 , 1 ] .

六、初等函数

由基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的函数复合所构成 ,并可用一个式子表

示的函数称为 - ��初等函数 .

第二节  典型例题分析

例 1  求函数 y = 3 - x + arcsin
1
x
的定义域 .

分析  所给的函数是由 3 - x , arcsin
1
x
构成的 ,所以所给函数的定义域为这两个函数定

—2—
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义域的公共部分 .

解  由题意有

3 - x≥0

1
x
≤1

x≠0

解得

x≤3

- 1≤
1
x
≤1

x≠0

即

x≤3

x≤ - 1 或 x≥1

x≠0
而 ( - ∞ , - 1]∩ ( - ∞ , 0)∩ (0 , +∞ )∩ ( - ∞ , 3] = ( - ∞ , - 1]

(0 , +∞ )∩ [1 , +∞ )∩ ( - ∞ , 3] , = [ 1 , 3]

所以所求定义域为 : ( - ∞ , - 1 ]∪ [ 1 , 3] .

例 2  求下列函数定义域 .

(1 ) y =
1

1 - x
2 ;    ( 2) y = 3 x + 2;    ( 3) y =

1
x

- 1 - x
2

.

解  (1 ) 因为 1 - x
2
≠0 ,  所以 x≠±1 ,   �所以定义域为{ x | x≠±1 , x∈ R} ;

  (2 ) 因为 3 x + 2≥0 ,  所以 x≥ -
2
3

, 所以定义域为 x | x≥ -
2
3

, x∈ R ;

  (3 ) 因为
x≠0

1 - x
2
≥0
�
x≠0

- 1≤ x≤1
, 所以定义域为{ x | - 1≤ x≤ 1 且 x≠ 0 ,

x∈ R } .

例 3  设函数 f( x) =
1 - x
1 + x

, 求 f(0 ) , f
1
2

, f( - x ) , f( x + 1 ) .

解  @f( 0) =
1 - 0
1 + 0

= 1

f
1
2

=
1 -

1
2

1 +
1
2

=
1
3

f( - x) =
1 - ( - x)
1 + ( - x)

=
1 + x
1 - x

f( x + 1 ) =
1 - ( x + 1)
1 + ( x + 1)

=
- x
x + 2

例 4  将下列函数分解成若干简单函数 ,并求出定义域 .

(1 ) y = arctanln(1 + x2 ) ;    ( 2) y = tan
x
2

;    ( 3) y = [ 1 - ( 1 - x2 )
1
2 ] 4 .

解  @(1 ) 令 v = 1 + x
2

, u = ln v ,则 y = arctan u ,故所给函数的复合关系为

y = arctan u , u = ln v , v = 1 + x
2

定义域为 ( - ∞ , +∞ ) .

(2 ) y = u , u = tan v , v =
x
2

,定义域为 ( 2 nπ, ( 2 n + 1 )π) ( n = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ ) .
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(3 ) y = u
4

, u = 1 - v
1
2 , v = 1 - x

2
,定义域是 [ - 1 , 1 ] .

注  函数分解原则 :由内到外 ,逐层分解 ;或由外向内 ,逐层分解 .这要视具体情况采取不

同方法 .

例 5  设函数 f( x ) =

x
2

- 2≤ x < 0

2 x = 0

1 + x 0 < x≤3

, ( 1 )求定义域 ; ( 2 )求 f( - 2 ) , f( - 1 ) , f( 0 ) ,

f( 1)的值 .

解  @(1 ) 定义域为 [ - 2 , 0)∪{0}∪ ( 0 , 3] = [ - 2 ,3 ] .

(2 ) 因为 - 2∈ [ - 2, 0) ,所以选用表达式 f( x) = x
2
求 f( - 2) ,即 f( - 2) = ( - 2)

2
= 4 .

因为 0∈{0} ,而与之相对应的函数表达式为 f( x) = 2 ,所以 f(0 ) = 2 .

因为 - 1∈ [ - 2 , 0] ,而与之相对应的函数表达式为 f( x ) = x
2

,所以 f( - 1) = ( - 1 )
2

= 1 .

又因为 1∈ ( 0 , 3] ,而与之相对应的函数表达式为 f( x) = 1 + x ,所以 f(1 ) = 1 + 1 = 2 .

注  自变量的取值范围叫做函数的定义域 .由于许多读者对分段函数不太熟悉 ,对这种函

数定义域的求解比较陌生 ,因此理解函数定义域的概念是关键 .

例 6  在下列各题中 ,判定所给函数是否表示同一个函数 (要求简要说明理由 ) .

(1 ) f( x ) = x
2

, g( x) = ( x )
2

;

(2 ) f( x ) = lg( x
2

- 6 x + 9) , g( t) = 2lg | t - 3 | ;

(3 ) f( x ) = x
2

+ 1 - x , g( x ) =
1

x + x
2

+ 1
;

(4 ) f( x ) = sin (arcsin x) , g( x ) = arcsin (sin x) ;

(5 ) f( x ) = lg
1 + x
1 - x

, g ( x ) = lg(1 + x) - lg( 1 - x) .

解  @(1 ) 不同 ,定义域不同 ,因为 f( x )的定义域为 R ,而 g( x )的定义域为 [ 0 , +∞ ) .

(2 ) 相同 .两函数的定义域相同 ;对应关系也相同 .

图 1-1

(3 ) 相同 .两函数的定义域相同 ;对应关系相同 .

(4 ) 不同 .定义域不同 ,因为 f ( x)的定义域为 [ - 1 , 1 ] ,而 g( x)

中的定义域为 R .

(5 ) 相同 .两函数的定义域都是{ x | - 1 < x < 1} ,对应关系相同 .

例 7  已知一物体与地面的摩擦系数是μ,重量是 P ,设有一与水

平方向成α角的拉力 F ,使物体从静止开始移动 (如图 1 -1) ,求物体开

始移动时拉力 F 与角α之间的关系式 .

图 1-2

分析  力的分析如图 1 -2 所示 ,而 F x = Fcosα, Fy = Fsinα,由力的

平衡条件得

Fx - R = 0

Fy + N - P = 0
�
F x = R =μN

N = P - Fy

将 Fx = Fcosα, F y = Fsinα及 N = P - Fy 代入 Fx =μN 即得结论 .

解  力的分析如图 1 -2 所示 ,则有
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Fcosα - R = 0

Fsinα+ N - P = 0

R =μN

�

Fcosα= R

N = P - Fsinα

R =μN

所以 Fcosα=μ( P - Fsinα)

F =
μP

cosα+μsinα

第三节  习题解答

习题 1-1

1 . 下列各题中 ,函数 f( x )和 φ( x)是否相同 ? 为什么 ? 在哪一区间内它们是相同的 ?

( 1) f( x) = sin2 x + cos2 x ,φ( x ) = 1;    �( 2) f( x) =lg x2 ,φ( x) = 2lg x ;

( 3) f( x) = x ,φ( x) = ( x )2 ; ( 4) f( x) = x ,φ( x) =
3
x3 .

解  ( 1) 函数 f( x)的定义域为 ( - ∞ , + ∞ ) ,由三角函数定义知道无论 x 取什么值 , f( x )≡ 1 ;函数

φ( x)的定义域为 ( - ∞ , + ∞) ,由函数的定义知道无论 x 取什么值 ,φ( x)≡1 ,由此可知 ,函数 f( x )和 φ( x)

的定义域相同 ,对应法则也相同 ,所以函数 f( x)和 φ( x)相同 .

(2 ) 函数 f( x)的定义域为 ( - ∞ , 0 )∪ ( 0 , + ∞ ) ,函数 φ( x )的定义域为 ( 0 , + ∞ ) ,因为函数 f ( x)和

φ( x)的定义域不同 ,所以函数 f( x)和 φ( x)不相同 .

在( 0 , +∞ )内 ,由对数的运算性质 , f( x) = lg x2 = 2lg x = φ( x) ,因此 ,在 (0 , + ∞ )内 ,函数 f( x)和 φ( x)

相同 .

( 3) 函数 f( x)的定义域为 ( - ∞ , + ∞ ) ,函数φ( x)的定义域为[ 0 , + ∞) ,因为函数 f( x)和 φ( x)的定义

域不同 ,所以函数 f( x )和 φ( x )不相同 .

在[ 0 , +∞ )上 ,由根式的运算性质 ,φ( x) = ( x )
2 = x = f( x ) ,因此 ,在 [0 , + ∞ )上 ,函数 f( x)和 φ( x)

相同 .

( 4) 函数 f( x)的定义域为 ( - ∞ , + ∞) ,函数 φ( x )的定义域为 ( - ∞ , + ∞ ) ,由根式的运算性质 ,φ( x)

≡ x .由此可知 ,函数 f( x)和φ( x)的定义域相同 ,对应法则也相同 ,所以函数 f( x)和 φ( x)相同 .

2 . 求下列函数的定义域 .

( 1) y = arccos
2 x - 3

3
;      }( 2) y = 25 - x2 ;    �( 3) y = x2 - 16 ;

( 4) y =
1

1 - x
2 + x + 2 ; ( 5) y =

1

9 - x
2

; ( 6) y =
1
lg( 2 - x)

.

解  (1 ) 因为关系式中含有反余弦 ,要使函数有意义 ,由反余弦的定义知 :
2 x - 3

3
≤1 ,解这个不等式 ,

得 0≤ x≤3 ,所以函数的定义域为 [0 , 3] .

( 2) 因为关系式中含有偶次根式 ,要使函数有意义 ,须满足 :25 - x2≥0 ,解这个不等式 ,得 - 5≤ x≤5 ,所

以函数的定义域为 [ - 5 , 5] .

(3 ) 因为关系式中含有偶次根式 ,要使函数有意义 ,须满足 : x2 - 16≥ 0 ,解这个不等式 ,得 x≥ 4 或

x≤ - 4 ,所以函数的定义域为( - ∞ , - 4]∪ [4 , + ∞ ) .

( 4) 因为关系式中既含有分式又含有偶次根式 ,要使函数有意义 ,须满足

1 - x
2
≠0

x + 2≥0

解这个不等式组 ,得 x≥ - 2 但 x≠±1 ,所以函数的定义域为 [ - 2 , - 1)∪ ( - 1 , 1)∪( 1 , + ∞) .
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( 5) 因为关系式中既含有分式又含有偶次根式 ,而偶次根式又在分母上 ,要使函数有意义 ,须满足 : 9 - x
2

> 0 ,解这个不等式 ,得 - 3 < x < 3 ,所以函数的定义域为( - 3 , 3 ) .

( 6) 因为关系式中既含有分式又含有对数式 ,要使函数有意义 ,须满足

lg( 2 - x)≠0

2 - x > 0

解这个不等式组 ,得 x < 2 但 x≠1 ,所以函数的定义域为 ( - ∞ , 1)∪( 1 , 2) .

3 . 设 f( x ) = 9 + x
2

,求下列函数值 : f(0 ) , f( 1) , f
1
a

, f( x0 + h) .

解  �f(0 ) = 9 + 02 = 3

f(1 ) = 9 + 12 = 10

f
1
a

= 9 +
1
a

2

=
9 a2 + 1
a

2 =
9 a2 + 1
| a |

f( x0 + h) = 9 + ( x0 + h)2

4 . 设 f( x ) =
1 - x2 , | x |≤1

x - 1 , 1 < | x | < 2
,求 : ( 1)定义域 ; (2)计算 f(0) , f(1 ) .

解  ( 1) 由函数表达式知 :函数的定义域为 ( - 2 , 2) ;

( 2) f(0) = 1 - 0
2

= 1 ; f(1 ) = 1 - 1
2

= 0 .

5 . 已知 F( x) = x
3

+ xcos x ,证明 : F ( - x) = - F ( x) .

证明  因为 F ( - x) = ( - x)3 + ( - x )cos( - x) = - x3 - xcos x = - F ( x ) ,所以 F( - x ) = - F ( x) .

6 . 已知 φ( x) = sin
2
x - 5 x

2
,证明 :φ( - x) = φ( x) .

证明  因为 φ( - x ) = sin
2

( - x) - 5( - x)
2

= sin
2
x - 5 x

2
= φ( x) ,所以 φ( - x) = φ( x) .

7 . 若φ( x) = 3sin x - 4cosx ,证明 :φ( x + 2π) = φ( x) .

证明  因为 φ( x + 2π) = 3sin( x + 2π) - 4cos( x + 2π) = 3sin x - 4cos x = φ( x) ,所以 φ( x + 2π) =φ( x) .

8 . 求下列函数的反函数 .

( 1) y =
3
x + 1 ;    (2) y =

1 - x
1 + x

.

解  ( 1) 由 y =
3
x + 1 ,得 x = y3 - 1 ,所以函数 y =

3
x + 1的反函数为 y = x3 - 1 .

( 2) 由 y =
1 - x
1 + x

,得 x =
1 - y
1 + y

,所以函数 y =
1 - x
1 + x
的反函数为 y =

1 - x
1 + x

.

习题 1-2

1 . 判断下列函数的奇偶性 .

( 1) y = e
- x

- e
x

;     n(2) y = x( x - 1 ) ( x + 1 ) ;     �( 3) y = tan x ;

( 4) y =
a
x

+ a
- x

2
; (5) y =

1 - x
2

1 + x2
; ( 6) y = f( x ) - f( - x) .

解  ( 1) 由于 y( - x) = e
- ( - x )

- e
- x

= e
x

- e
- x

= - (e
- x

- e
x

) = - y( x) ,所以函数是奇函数 .

( 2) 由于 y( - x) = ( - x) ( - x - 1 ) ( - x + 1 ) = - x( x + 1 ) ( x - 1) = - y( x) ,所以函数是奇函数 .

( 3) 由于 y( - x) = tan( - x) = - tan x = - y( x ) ,所以函数是奇函数 .

( 4) 由于 y( - x) =
a - x + a - ( - x )

2
=
ax + a - x

2
= y( x) ,所以函数是偶函数 .

( 5)由于 y( - x) =
1 - ( - x)

2

1 + ( - x) 2 =
1 - x

2

1 + x2
= y( x ) ,所以函数是偶函数 .

( 6) 由于 y( - x) = f( - x ) - f( x) = - [ f( x) - f( - x) ] = - y( x) ,所以函数是奇函数 .

2 . 函数 y= sin3 x 的周期是多少 ?
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解  因为函数 y = sin x 的周期是 2π,所以有 y = sin3 x = sin( 3 x + 2π) = sin3 x +
2π
3

,即有

sin3 x = sin3 x +
2π
3

所以函数 y = sin3 x 的周期是
2π
3

.

3 . 判断下列函数在指定区间内的单调性 .

( 1) y = tan x , 0 ,
π
2

;     W(2 ) y = 2 x , ( - ∞ , + ∞ ) ;

( 3) y = 2
- x

, ( - ∞ , + ∞ ) ; (4 ) y = 1 - 3 x
3

, ( - ∞ , + ∞ ) .

解  ( 1) 设 x1 , x2∈ 0 ,
π
2

,且 x1 < x2 ,则 -
π
2

< x1 - x2 < 0

tan x1 - tan x2 =
sin x1 cos x2 - cos x1sin x2
cos x1 cos x2

=
sin( x1 - x2 )
cos x1 cos x2

< 0

所以函数 y = tan x 在 0 ,
π
2
内单调增加 .

( 2) 设 x1 , x2∈ ( - ∞ , + ∞) ,且 x1 < x2 ,则 x1 - x2 < 0 ,又 2
x

1 > 0 ,2
x

2 > 0 ,因此

2
x

1

2 x 2
= 2
x

1
- x

2 < 1

所以函数 y = 2
x
在 ( - ∞ , + ∞ )内单调增加 .

( 3) 设 x1 , x2∈ ( - ∞ , + ∞) ,且 x1 < x2 ,则 x1 - x2 < 0 ,又 2
- x

1 > 0 , 2
- x

2 > 0 ,因此

2
- x

1

2 - x
2

= 2
- ( x

1
- x

2
)

> 1

所以函数 y = 2
- x
在 ( - ∞ , + ∞ )内单调递减 .

( 4) 设 x1 , x2∈ ( - ∞ , + ∞) ,且 x1 < x2 ,则 x1 - x2 < 0 ,则

1 - 3 x31 - (1 - 3 x32 ) = 3 ( x32 - x31 ) = 3 ( x2 - x1 ) ( x21 + x1 x2 + x22 ) > 0

所以函数 y = 1 - 3 x3 在 ( - ∞ , + ∞)内单调递减 .

4 . 设 f( x )是定义在 ( - l, l)内的奇函数 ,如果 f( x)在 (0 , l)内单调增加 ,试证明 f( x)在 ( - l, 0 )内也单

调增加 .

证明  设 x1 , x2∈( - l, 0 ) ,且 x1 < x2 ,则有 - x1 > - x2 ,因为 f( x )在 ( - l, l)内是奇函数 ,所以有

f( x1 ) = - f( - x1 ) , f( x2 ) = - f( - x2 )

又 f( x )在 (0 , l)内单调增加 ,因此有 f( - x1 ) > f( - x2 ) ,即 f( - x2 ) - f( - x1 ) < 0 ,所以

f( x1 ) - f( x2 ) = f( - x2 ) - f( - x1 ) < 0

所以 f( x)在 ( - l, 0)内也单调增加 .

习题 1-3

1 . 写出下列函数是怎样复合而成的 .

( 1) y = (1 + x)
20

;    8(2 ) y = ( arcsin 1 - x
2

)
2

;    �(3 ) y= 2
sin

2
x

;

( 4) y =logasine
x + 1 ; (5 ) y = arccos ln( x2 - 1 ) ; (6 ) y= arctan

3
x - 1

2
.

解  ( 1) y = (1 + x) 20是由 y = u20和 u = 1 + x 复合而成的 ;

( 2) y = (arcsin 1 - x2 )
2
是由 y = u

2
, u = arcsin v , v = w和 w = 1 - x

2
复合而成的 ;

( 3) y = 2
sin

2
x
是由 y = 2

u
, u = v

2
和 v = sin x 复合而成的 ;

( 4) y =logasine
x + 1是由 y =loga u , u = sin v , v = e

w 和 w = x + 1 复合而成的 ;

( 5) y = arccos ln( x
2

- 1)是由 y = arccos u , u = v , v =ln w 和 w = x
2

- 1 复合而成的 ;
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( 6) y = arctan
3
x - 1

2
是由 y = arctan u , u =

3
v和 v =
x - 1

2
复合而成的 .

2 .证明 : ( 1) ch(α+β) = chα·chβ+ shα·shβ;   (2 ) sh x + sh y = 2sh
x + y

2
ch
x - y

2
.

证明  ( 1) chα·chβ+ shα·shβ �=
eα + e - α

2
·
eβ + e - β

2
+
eα - e - α

2
·
eβ - e - β

2

=
eα+β +eα- β + e- α+β + e - α- β

4
+
eα+β - eα- β - e - α+ β+ e - α- β

4

=
e
α+ β

+ e
- α - β

2
= ch(α+β)

所以 ch(α+β) = chα·chβ+ shα·shβ

( 2) 2sh
x + y

2
ch
x - y

2
�= 2·

e
x + y

2 - e
-
x + y

2

2
·
e
x - y

2 + e
x - y

2

2

=
e
x

- e
- x

2
+
e
y

- e
- y

2
= sh x + sh y

所以 sh x + sh y = 2sh
x + y

2
ch
x - y

2

图 1-3

3 . 已知水渠的横断面为等腰梯形 .斜角 φ= 40°(如图 1 -3) ,当过

水断面 A BC D 的面积为定值 S0 时 ,求湿周 L ( L = A B + B C + C D )与

水深 h 之间的函数关系式 ,并说明定义域 .

解  由 B 作 A D 的垂线 ,垂足为 E ,则由等腰三角形的性质有

AB = C D ,φ= ∠ BA E = 40°, A B =
h
sin40°

, A E = hcot40°

又因为

S0 =
1
2

( B C + A D ) h =
1
2

( b + b + 2 hcot40°) h = h( b+ hcot40°)

即 S0 = h( b + hcot40°)

由此可得 BC = b =
S0
h

- hcot40°

所以 L = A B + BC + C D =
2 h
sin40°

- hcot40°+
S0
h

  ( 0 < h < S0 tan40°)

第四节  单元测试题解答

一、填空题 (每空 4 分 ,共 20 分 )

1 . 设函数 f( x ) = 1 + x +
15( x + 1)

2 x - 7
,则 f( - 4) = - �� 0  .

解  f( - 4 ) = 1 + ( - 4 ) +
15( - 4 + 1)
2( - 4 ) - 7

= 0

2 . 设函数 f( x ) = arcsin
x - 1

2
,则定义域为 : { x | - 1≤ x≤3 , x∈ R} .

解  由函数的定义域得 - 1≤
x - 1

2
≤1 ,解得 - 1≤ x≤3 ,所以定义域为{ x | - 1≤ x≤3 , x∈ R} .

3 . 设 f( x) = 2 - lg( x + 2) ,则 f - 1 ( x) = 102 - x - 2 .

解  设 y= f( x) ,由已知得 lg( x + 2) = 2 - y ,根据对数的定义得 x + 2 = 102 - y ,即  x = 102 - y - 2 ,所以

已知函数的反函数为

f
- 1

( x) = 10
2 - x

- 2
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4 . 设 f( x - 1) = x
2

( x - 1) ,则 f( x) = ( x + 1)
2
x .

解  设 X = x - 1 , 则 x = X + 1 代入已知条件得 f( X ) = ( X + 1)
2
X ,即

f( x) = ( x + 1)2 x

5 . 设 y = cos3 x ,则它的周期 T =
2π
3

.

解  由于 cosx 的周期是 2π,cosωx 的周期是
2π
ω

,所以 cos3 x 的周期是
2π
3

.

二、单项选择题 (每题 4 分 ,共 20 分 )

1 . 设函数 f( x) = sin x2 ,且φ( x) = x2 + 1 ,则 f[φ( x ) ] = [ ( A ) ]

( A ) sin ( x
2

+ 1)
2

;      �( B) sin
2

( x
2

+ 1 ) ;

( C ) sin( x2 + 1) ; ( D ) sin2 x2 + 1 .

解  由于 f[φ( x) ] = f( x
2

+ 1) = sin ( x
2

+ 1)
2

,故选 ( A ) .

2 . 下列函数中是偶函数的有 [ ( D ) ]

( A ) f( x) =
| x |
x

; ( B) f( x) = x
2
sin x ;

( C ) f( x ) =
a
x

- 1
a
x

+ 1
; ( D ) f( x) = xsin x .

解  �( A ) 由于 f( - x) =
- x
- x

= -
x
x

= - f( x) ,所以 f( x)是奇函数 .

( B) 由于 f( - x) = ( - x )
2
sin( - x ) = - x

2
sin x = - f( x) ,所以 f( x)是奇函数 .

( C ) f( - x) =
a

- x
- 1

a - x + 1
=
a
x
( a

- x
- 1)

ax ( a - x + 1)
= -
a
x

- 1
ax + 1

= - f( x) ,所以 f( x)是奇函数 .

( D ) f( - x) = ( - x )sin( - x ) = xsin x ,所以 f( x)是偶函数 .

故选 ( D ) .

3 . 设 f( x )的定义域为 [ - 1 , 1] ,则 f( x + a) + f( x - a) (0 < a < 1)的定义域为 [ ( D ) ]

( A ) [ a - 1 , a + 1] ;     �( B ) [ - a - 1 , - a + 1] ;

( C ) [ 1 - a , a - 1] ; ( D ) [ a - 1 , 1 - a] .

解  f( x + a )的定义域由 - 1≤ x + a≤1 得 - a - 1≤ x≤ - a + 1 ,即 [ - a - 1 , - a + 1 ] .同理可得

f( x - a)的定义域为 [ a - 1 , a + 1 ] , f( x + a) + f( x - a)的定义域为 [ - a - 1 , - a + 1 ]和 [ a - 1 , a + 1]的交

集[ a - 1 , 1 - a] .故选 ( D ) .

4 . 函数 y= f( x)与其反函数 y = f - 1 ( x)的图形在同一个直角坐标系下对称于直线 [ ( C ) ]

( A ) y = 0 ;    �( B ) x = 0 ;    �( C ) y = x ;    �( D ) y = - x .

解  略 .

5 . 已知函数 f( x)满足关系式 f( x) = f
1
x

,则 f( x) = [ ( D ) ]

( A ) x ; ( B )
1
x

; ( C ) x -
1
x

; ( D ) x +
1
x

.

解  只有 D 满足关系式 f( x) = f
1
x

,故选 ( D ) .

三、计算题 (每小题 5 分 ,共 35 分 )

1 . 求函数 y = lg
5 x - x2

4
的定义域 .

解  由 lg
5 x - x

2

4
≥0 ,得

5 x - x
2

4
≥1 ,即 x

2
- 5 x + 4≤0 .解得 1≤ x≤4 .

所以 ,函数的定义域为{ x | 1≤ x≤4} .
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2 . 已知 f( x ) = x
2

- 3 x + 2 ,求 f(0 ) , f( 2) , f( - x) , f( x + 1) .

解  f(0 ) = 02 - 3·0 + 2 = 2;同理

f(2 ) = 0

f( - x) = x2 + 3 x + 2

f( x + 1 ) = x2 - x

3 . 设函数 f( x ) =
x

1 - x
,求 f[ f( x) ] , f{ f[ f( x) ] } .

解  f[ f( x ) ] =
f( x )

1 - f( x)
=

x
1 - x

1 -
x

1 - x

=
x

1 - 2 x
, f{ f[ f( x) ] } =

x
1 - 2 x

1 -
x

1 - 2 x

=
x

1 - 3 x

4 . 写出函数 y= lg
2
arccos x

3
的复合关系 .

解  函数由 y = u
2

, u = lg v , v = arccost和 t= s
3
复合而成 .

5 . 如果 y = u , u = 2 + v2 , v = cos x ,将 y表示成 x的函数 .

解  y = 2 + cos2 x

6 . 判断函数 y= 1 - 3 x2 的单调性 .

解  当 x1 < x2 < 0 时 , y2 - y1 = - 3 ( x2 + x1 ) ( x2 - x1 ) > 0 ,所以 ,函数在区间 ( - ∞ , 0 ]内为单调递增函

数 .

当 0 < x1 < x2 时 , y2 - y1 = - 3 ( x2 + x1 ) ( x2 - x1 ) < 0 ,所以 ,函数在区间 [ 0 , + ∞ )内为单调递减函数 .

7 . 判断函数 y= lg
1 - x
1 + x
的奇偶性 .

解  因为

图 1-4

f( - x) =lg
1 + x
1 - x

=lg
1 - x
1 + x

- 1

= - lg
1 - x
1 + x

= - f( x)

所以函数为奇函数 .

四、应用题 (每小题 5 分 ,共 35 分 )

1 . 设一矩形面积为 A ,试将周长 S 表示为宽 x 的函数 ,并求其定义域 .

图 1-5

解  设矩形的长为 y (如图 1 -4 ) ,则由题意得 :矩形面积 A = xy ,周长 S =

2 x + 2 y .于是 y =
A
x

,代入周长公式 ,得

S = 2 x + 2·
A
x

= 2 x +
A
x

 ( x > 0)

2 . 在半径为 r的球内嵌入一圆柱 ,试将圆柱的体积表示为其高的函数 ,并确

定其定义域 .

解  设圆柱高为 h ,圆柱底面半径为 R (如图 1 -5) ,则圆柱底面半径

R = r
2

-
h
2

2

=
1
2

4 r
2

- h
2

所以 ,圆柱的体积

V = hπR
2

=
π
4
h( 4 r

2
- h

2
)  ( 0 < h < 2 r)

3 .用铁皮做一个容积为 V 的圆柱形储油筒 ,试将它的全面积表示成底半径的函数 ,并确定其定义域 .

解  设圆柱底面半径为 r ,高为 h(如图 1 -6) ,由 V = hπr
2
得 h =
V
πr

2 ,则圆柱形储油筒全面积

S = 2πrh + 2πr2 =
2 V
r

+ 2πr2  ( r> 0)

—01—



图 1-6

4 . 拟建一个容积为 V 的长方体游泳池 ,设它的底为正方形 ,如果池底所用材料单

位面积造价是四周单位面积造价的 2 倍 ,试将总造价表示成底边长的函数 ,并确定此函

数的定义域 .

解  设底面边长为 x ,高为 h ,单位面积造价为 a(如图 1 -7) ,则由题意有

V = x2 h

于是 ,高为 h =
V
x

2

总造价为

f( x) = ( 4 xh + 2 x
2

) a = 2 a
2 V
x

+ x
2

 ( x > 0)

5 . 求如图 1 -8 所示的锯齿形波的函数关系 .

解  当 x∈( - T , T ]时函数为 y = x ,将 x∈ ( - T , T ]时函数 y = x 的图象向右平移 2 T 个单位 ,

即可得其函数为

y = x - 2 T  x∈ ( T , 3 T ]

把 x∈( - T , T ]时函数 y = x 的图象向左平移 2 T 个单位 ,即可得其函数为

y = x + 2 T  x∈( - 3 T , - T ]

综上所述 ,可得如图锯齿形波的函数关系为

y = x - 2 k T  x∈ ( - T + 2 k T , T + 2 kT ] , k 取整数

图 1-7 图 1-8

—11—



第二章  极限与连续

第一节  基本内容归纳

一、函数极限

1 . x→ x0 时函数 f( x)的极限定义

(1 ) 设函数 f( x )在点 x0 的去心邻域内有定义 .如果当 x→ x0 时 ,函数 f( x)无限趋近于

某个常数 A ,则称 A 为函数 f( x)当 x 趋近于 x0 时的极限 .记作

lim
x→ x

0

f( x ) = A  或 f( x)→ A  ( x→ x0 )

( 2 ) 设函数 f( x )在点 x0 的左邻域内有定义 .如果当 x 从 x0 点的左侧趋近于 x0 时 ,函数

f( x)无限趋近于某个常数 A ,则称 A 为函数 f( x)在点 x0 的左极限 .记作

lim
x→ x

-

0

f( x) = A  或 f( x )→ A  ( x→ x -
0 )

( 3 ) 设函数 f( x )在点 x0 的右邻域内有定义 .如果当 x 从 x0 点的右侧趋近于 x0 时 ,函数

f( x)无限趋近于某个常数 A ,则称 A 为函数 f( x)在点 x0 的右极限 .记作

lim
x→ x

+
0

f( x) = A  或 f( x )→ A  ( x→ x
+
0 )

注  函数 f( x)在点 x0 有无定义与函数在该点是否存在极限无关 .

2 . x→∞时函数 f( x)的极限定义

(1 ) 设函数 f( x )在 ( - ∞ , a)∪ ( a , +∞ ) ( a > 0 )有定义 .如果当 x 的绝对值 x 无限增

大时 ,函数 f( x )的值无限趋近于某个常数 A ,则称 A 为函数 f( x )当 x→∞时的极限 .记作

lim
x→ ∞
f( x ) = A  或 f( x)→ A  ( x→∞ )

(2 ) 设函数 f( x)在区间 ( a , +∞ ) ( a > 0 )有定义 .如果当 x→ + ∞时 ,函数 f( x )的值无

限趋近于某个常数 A ,则称 A 为函数 f( x)当 x→ +∞时的极限 .记作

lim
x→ + ∞
f( x) = A  或 f( x)→ A  ( x→ +∞ )

(3 ) 设函数 f( x)在区间 ( - ∞ , a) ( a > 0 )有定义 .如果当 x→ - ∞时 ,函数 f( x )的值无

限趋近于某个常数 A ,则称 A 为函数 f( x)当 x→ - ∞时的极限 .记作

lim
x→ - ∞
f( x) = A  或 f( x)→ A  ( x→ - ∞ )

3 . 函数极限存在的充分必要条件

(1 ) lim
x→ ∞
f( x) = A 的充分必要条件是

lim
x→ + ∞
f( x ) = A = lim

x→ - ∞
f( x )

(2 ) lim
x→ x

0

f( x) = A 的充分必要条件是

lim
x→ x

-
0

f( x ) = A = lim
x→ x

+
0

f( x)
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