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前   言

  高等数学习题课是高等数学教学的重要组成部分 , 是课堂教

学的进一步深化 , 也是一个重要的实践性环节 . 而一本好的习题

课教材是上好习题课的一个必要条件 .

  本书是根据工科本科高等数学教学基本要求 , 在原“高等数

学习题课教程

结合东南大学近年来高等数学课程教学改革的实践 , 经全面修订

而成 . 全书共 24 讲 , 每讲包括本讲要求、例题分析与疑难解答、

课内练习题、课外练习题四个部分 , 并配有八个阶段的自我测验

题 .

  本书的主要特点是内容上不面面俱到 , 而是针对学生学习中

容易产生错误的问题和疑难问题 , 通过提出问题、例题分析、回

答问题、内容小结等方式 , 帮助读者正确理解基本概念、掌握解

题思路、总结解题方法 . 本书结构独特 , 例题典型 , 分析透彻 ,

注重引导 , 一题多解 , 启迪思维 .

  本书由东南大学应用数学系张华富老

老

十九至二十四讲 )

数学教研室的老师给予了大力支持和帮助 , 在此深表谢意 !

  由于编者水平所限 , 本书的缺点和错误在所难免 , 恳请广大

读者批评指正 .

2000 年 4 月
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第一讲  函   数

一、本 讲 要 求

  1. 理解函数的概念和函数符号的意义 , 能熟练地求出给定

函数的定义域 .

  2. 理解反函数、复合函数、分段函数 .

  3. 了解函数的有界性、单调性、奇偶性和周期性及其图形

特征 .

  4. 熟悉基本初等函数的性质及图形 .

二、例题分析与疑难解答

  问题 1  为什么说函数的定义域与对应规律是确定函数的两

个要素 ?

  根据函数定义 , 只要定义域和对应规律确定了 , 函数的值域

也就确定了 , 从而函数就完全确定 . 因而函数的定义域与对应规

律是确定函数的两个主要因素 .

  试分别举出定义域不同 ; 定义域相同、对应规律不同 ; 定义

域相同、值域也相同的不同函数的例子 .

  由于函数的定义域与对应规律是确定函数的两个要素 , 所以

只有当两个函数的定义域与对应规律完全相同时 , 才能说它们是

相同

  下列各题中两函数是否相同 ? 分别作出它们的图形 .

  y = x
2
与 y = x ;
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  (2 ) y = ln x
2
与 y = 2 ln x ;

  (3 ) y =
x

2
- 9

x - 3
与 y = x + 3;

  (4 ) y = x
2
与 y = ( x - 1 )

2
+ 2 x - 1 .

  下面的例子可帮助读者正确理解函数的符号 .

  例 1  设 f ( x ) =
x

x - 1
, 试以 f ( x ) f ( 3 x)

  解 [法 1]

因  f (3 x ) =
3 x

3 x - 1
=

3 x
2 x + ( x - 1 )

=
3

x
x - 1

2
x

x - 1
+ 1

故

f ( 3 x) =
3 f ( x )

2 f ( x ) + 1

这种解法的关键在于变形 .

  [法 2]  先由 y =
x

x - 1
解出反函数 x =

y
y - 1

, 则有

f ( 3 x) = f
3 y

y - 1
=

3 y
y - 1

3 y
y - 1

- 1
=

3 y
3 y - y + 1

=
3 y

2 y + 1

从而

f ( 3 x) =
3 f ( x )

2 f ( x ) + 1

  例 2  设

f ( x ) =
1 + x ,  - ∞ < x < 0

2
x

,   0≤ x < +∞

求 f ( x - 1 )

  解  下面做法对吗 ?

  用 x - 1 替换 f ( x ) x , 得
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f ( x - 1) =
1 ( x - 1 ) = x ,

2
x - 1

,

- ∞ < x < 0

0≤ x < +∞

这是错误的 . 请找出错在何处 ?

  正确做法如下 :

  令 x - 1 = t , 则有

    f ( x - 1 ) = f ( t ) =
1 + t ,

2
t
,
 

- ∞ < t < 0

0≤ t < +∞

=
x ,

2
x - 1

,

- ∞ < x - 1 < 0

0≤ x - 1 < +∞

=
x ,

2
x - 1

,

- ∞ < x < 1

1≤ x < +∞

  问题 2  两个函数应满足什么条件才能构成复合函数 ?

  按照复合函数的定义 , 数集 B 上的函数 y = f ( u) A

上的函数 u =φ( x ) A 上的复合函数 y = f (φ( x )

应要求 u =φ( x ) Bφ� B , 如果这个条件不满足 , 它们就

不能构成数集 A 上的复合函数 .

  例如 y = 1 - u
2
与 u = 3 + sin x 就不能构成复合函数 , 这

是因为 y = 1 - u
2
的定义域为 - 1≤ u≤ 1 , 而 u = 3 + sin x

( - ∞ < x < +∞ )的值域为 2≤ u≤4 , 它不在 y = 1 - u
2
的定

义域中 .

  但应注意 , 如果在数集 A
*

( A
*
� A ) u = φ( x )

属于 y = f ( u ) B , 那么 y = f ( u) u =φ( x ) A
*
上

可构成复合函数 .

  例 3  设 f ( x ) = x - 1 , g ( x ) =
1
x

. 试确定 f ( g ( x )

g( f ( x ) 的定义域 .

  解  (1 ) g( x ) A = ( - ∞ , 0 )∪ ( 0 , +∞ )

为 Bg = ( - ∞ , 0)∪ (0 , +∞ ) f ( x ) B = [1 , +∞ )

  由于 Bg 中只有 1 , + ∞ ) f ( x ) B 中 ,
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而 Bg 中 1 , + ∞ ) A 0 , 1 ]

f ( g( x ) 的定义域 0 , 1]

  ( 2) f ( x ) A = [1 , +∞ ) Bf = [ 0 , +∞ )

g( x ) B = ( - ∞ ,0 )∪ ( 0 , +∞ )

  由于 Bf 中只 0 , + ∞ ) g ( x ) B 中 ,

而 Bf 中 ( 0 , + ∞ ) A 中 1 , + ∞ )

g( f ( x ) 的定义域 1 , +∞ )

  本例表明 f ( g( x ) g( f ( x )

没有公共点 .

  可见复合运算是不可交换的 .

  问题 3  分段函数能不能看作几个函数或看作几段函数相

加 ?

  分段函数是一个函数 , 有其确定的定义域及对应规律 , 切不

可看作几个函数 , 也不能看作几段函数相加 . 例如

f ( x ) =
1 + x2 ,

x - 2 ,

x≤0

x > 0

是一个分段函数 , 其定义域 - ∞ , +∞ )

自变量 x≤0 时 , 因变量由 1 + x
2
确定 ; 当自变量 x > 0 时 , 因

变量由 x - 2 确定 . 它是一个函数而不是两个函数 , 它也不能看

作两段函数 f1 ( x ) = 1 + x
2
( x≤0 ) f2 ( x ) = x - ( x > 0 )

因为函数相加是指在共同定义域内同一自变量处的函数值相加 ,

而 f1 ( x ) = 1 + x2 ( x≤0 ) f2 ( x ) = x - ( x > 0)

同的函数 , 它们不能相加 .

  至于两个分段函数能不能相加 , 这要由具体情况而定 .

  例如 f ( x ) =
0 , x < 0

x , x≥0
 与 g( x ) =

x + 1 , x < 1

x ,  x≥1
就能相加 , 因为它们的定义域相同 . 此时

f ( x ) + g( x ) =

x + 1 ,

2 x + 1 ,

2 x ,

x < 0

0≤ x < 1

x≥1
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而 f ( x ) =
0 , - 1≤ x < 0

x , 0≤ x≤1
 与  g( x) =

x + 1 , x < 1

x ,  x≥1
就不能相加 , 因为它们的定义域不同 .

  例 4  设 f ( x ) f ( x + 2) = 2 f ( x ) 0 , 2 ] f ( x ) =

x ( x - 2 ) f ( x ) - 4 , 4]

  分析  已知的只是 f ( x ) 0 ,2 ]

f ( x + 2 ) = 2 f ( x ) (1 - 1)

要求 f ( x ) - 4 ,4 ] 1 - 1 )

扩充 f 的定义域 .

  解  (1 ) 当 x∈ [2 , 4 ] x - 2∈ [ 0 , 2 ] 1 - 1 )

x 用 x - 2 代替 , 得

f ( x ) = 2 f ( x - 2 )

由于 x - 2∈[ 0 , 2] f ( x - 2 ) = ( x - 2 ) x - 4 ) . x∈

[2 ,4 ]

f ( x ) = ( x - 2 ) x - 4)

  (2 ) 当 x∈ [ - 2 , 0 ] x + 2∈[ 0 , 2] 1 - 1)

f ( x ) =
1
2

f ( x + 2 )

由于 x + 2∈[ 0 , 2]

f ( x + 2 ) = ( x + 2 ) x + 2 ) - 2 ] = ( x + 2) x

所以当 x∈ [ - 2 , 0 ] f ( x ) =
1
2

x ( x + 2 )

  (3 ) 当 x∈ [ - 4 , - 2 ] x + 2∈ [ - 2 , 0 ] 2 ) x +

2∈[ - 2 , 0]

f ( x + 2 ) =
1
2

( x + 2) x + 2) + 2] =
1
2

( x + 2 ) x + 4)

又 1 - 1) f ( x ) =
1
2

f ( x + 2 ) x∈ [ - 4 , - 2 ]

f ( x ) =
1
4

( x + 2 ) x + 4 ) .

  综上 , 在 - 4 ,4 ] f ( x )
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f ( x ) =

( x + 2 ) x + 4 )
4

, - 4≤ x < - 2

x( x + 2 )
2

,   - 2≤ x < 0

x ( x - 2)    0≤ x≤2

2 ( x - 2 ) x - 4 ) 2 < x≤4

  例 5  设 �φ( x ) =
1 , | x |≤1

0 , | x | > 1

ψ( x ) =
2 - x2 ,

2 ,
 

| x |≤1

| x | > 1
求 (1 )φ(φ( x ) 2)φ(ψ( x ) 3 )ψ(φ( x ) 4 )ψ(ψ( x )

  解  (1 ) �当 | x |≤1 时 , φ(φ( x ) =φ( 1) = 1;

当 | x | > 1 时 , φ(φ( x ) =φ( 0) = 1 .

所以φ(φ( x ) = ( - ∞ < x < +∞ )

  (2 ) @当 | x | < 1 时 , φ(ψ( x ) =φ( 2 - x
2

) = 0;

当 | x | > 1 时 , φ(ψ( x ) =φ( 2) = 0;

当 | x | = 1 时 , φ(ψ( x ) =φ( 1) = 1 .

所以    φ(ψ( x ) =
0 , | x |≠1

1 , | x | = 1

  (3 ) @当 | x |≤1 时 , ψ(φ( x ) =ψ(1 ) = 2 - 1
2

= 1;

当 | x | > 1 时 , ψ(φ( x ) =ψ(0 ) = 2 .

所以    ψ(φ( x ) =
1 , | x |≤1

2 , | x | > 1

  (4 ) @当 | x | < 1 时 , ψ(ψ( x ) =ψ(2 - x
2
) = 2 ;

当 | x | = 1 时 , ψ(ψ( x ) =ψ(1 ) = 2 - 12 = 1;

当 | x | > 1 时 , ψ(ψ( x ) =ψ(2 ) = 2 .

所以    ψ(ψ( x ) =
2 , | x |≠1

1 , | x | = 1
  问题 4  有界函数、奇偶函数、周期函数有何特征 ?

  请读者回答这个问题 , 并判断下列函数中哪些是周期函数 ?
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哪些不是周期函数 ? 对周期函数指出其周期 .

  (1 ) y = sin
2

x; 2) y = sin x
2

; 3 ) y = sinπx ;

  (4 ) y = 1 + cos
π
2

x ;   (5 ) y = x cos x;

  (6 ) y = | sin x | + | cos x | .

  例 6  证明 : 定义 - a, a) f ( x )

偶函数与一个奇函数之和 .

  证明  因 ( - a , a) f ( x )

  f ( x ) =
1
2

[ f ( x ) + f ( - x ) +
1
2

[ f ( x ) - f ( - x )

记

G( x) =
1
2

[ f ( x ) + f ( - x )

H ( x ) =
1
2

[ f ( x ) - f ( - x)

则

f ( x ) = G( x ) + H( x)

由于

G( - x ) =
1
2

[ f ( - x) + f ( x ) = G( x)

H( - x ) =
1
2

[ f ( - x) - f ( x )

 = -
1
2

[ f ( x ) - f ( - x) = - H( x )

所以 G( x ) H( x) f ( x )

示为一个偶函数与一个奇函数之和 .

  例 7  证明 : f ( x ) = x - [ x x ∈ ( - ∞ , +∞ ) 1 为

周期的周期函数 , 并作出其图形 .

  证明  因 f ( x + 1 ) = ( x + 1) - [ x + 1 ] = ( x + 1 ) - [ x ] - 1 =

x - [ x ] = f ( x ) f ( x ) 1 为周期的周期函数 . 其图形如

图1 - 1所示 .
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图 1 - 1

  例 8  证明 : 函数 f ( x ) =
1
x
在开区 0 , 1)

  证明  对任意给定的 M > 0 , 由于
1

M + 1
( 0 , 1 )

x1 =
1

M + 1
,则有 f ( x1 ) =

1
1

M + 1

= M + 1 > M . 因此 f ( x ) =

1
x

0 ,1 )

  注意 , 若设 0 < a < 1 , 则 f ( x ) =
1
x

a , 1)

为取 M =
1
a

, 对任意 x ∈ ( a, 1 ) f ( x ) =
1
x

<
1
a

= M .

三、课内练习题

  1. 选择题 :

  (1 ) 函数 f ( x ) =
3 - x
2 + x
的定义域   )

   ( [ - 2 ,3 ]     �( ( - 2 , +∞ )

   ( ( - ∞ , - 2) ( ( - 2 , 3]

  (2 ) 设 f ( x ) = arcco g x ) f
1
10
等   )

   ( 0 ( - 1

   (
π
2
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  y =
1 - x
1 + x

( x≠ - 1)   )

   ( y =
1 + x
1 - x

( y =
x + 1
x - 1

   ( y =
1 - x
1 + x

( y =
x - 1
x + 1

  (4 ) 下列函数中为偶函数的   )

   ( f ( x ) = x3 +
1

3

x

   ( f ( x ) = ln x + ( 1 + x) 2

   ( f ( x ) = x
2

+ | sin x |

   ( f ( x ) =
[ x (e - 1 )

x

(e + 1)
x

  (5 ) 下列函数中为 R上有界函数的

   xsin x ( xsin
1
x

   (
sin x

x
( ( 2 x )

  

   y = xsin x ( y = sin x·cos x

   ( y = xcos x ( y = sin
1
x

  2. 设 f ( x ) =
4 - x

2
,

0 ,

| x |≤2

| x | > 2
, 求 f ( x - 1) f ( f ( x )

  3. 设 f ( x ) = 2
x

+ 3 , 求 g( x ) f ( g( x ) = x + 4 .

  4. 设 f ( x ) T 为周期的函数 , 试证明 : 函数 f ( ax + b)

T
a
为周期的函数 , 其中 a 和 b 为常数 , 且 a > 0 . 并由此求

函数 g( x) = sin (3 x + 1)

  5. 已知 f ( x ) a f ( x ) + bf
1
x

=
c
x

, a、 b、 c为常数且

| a |≠ | b | ,求 f ( x ) f ( x )
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图 1 - 2

  6. 已知函数 y = f ( x )

图 1 - 2 所示 , 试画出下列各函数的

图形 :

  (1 ) y = | f ( x ) | ;

  (2 ) y =
1
2

[ f ( x ) + | f ( x ) | ]

  (3 ) y =
f ( x )

f ( - x)

x ∈ (0 ,3 )

x ∈ ( - 3 ,0 )

  (4 ) y =
f ( x )

- f ( - x)

x ∈ (0 ,3 )

x ∈ ( - 3 ,0 )

  7. 设某两城市之间的长途电话费在最初的 3 分钟是

(元 ) 1.65 (元 )

试求长途电话费 c与通话时间 t的函数关系 .

四、课外练习题

  1. 下面的函数哪些是相同的 ?

  f1 ( x ) = 1 + 4 x + 4 x
2

, f2 ( x ) = | 1 + 2 x | ,

  f3 ( t ) = 1 + 2 t , f4 ( y ) = 1 + 2 y,

  f5 ( x ) = 1 + 2 x x≠ -
1
2

, f6 ( x ) =
( 1 + 2 x) 2

1 + 2 x
.

  2. 函数 y =
x - 1

x - 2
与 y =

x - 1
x - 2
是否是相同的函数 ? 为什

么 ?

  3. 设 f ( x ) = x + 3 , 求函数 g( x ) f ( g( x ) =
5 x + 1

x
.

  4. 设 f ( x ) =
x

2
+ 1

x2 - 1
, g ( x ) =

1
1 + x

, 求 g ( f ( x )

f ( g( x )

  5. 设 f ( x ) =
1
2

( x + | x | ) g ( x ) =
x , x < 0 ,

x2 , x > 0 ,
 求
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f ( g( x ) g( f ( x )

  6. 设 f ( x ) =
| x |

x
, g( x) =

1 , x < 10 ,

5 , x > 10 ,
  证明 g x ) = 3 + 2 f x - 10 )

  7. 设 f ( x ) = | x | , g( x ) = f ( x - 2 ) g( x )

  8. 设 f ( x ) g ( x ) f ( x ) g ( x )

f ( g( x ) g( f ( x ) f ( f ( x )

  9. 问 a、 b、 c、 d 满足什么条件时 , 才能使

f ( x ) =
ax + b
cx + d

对其定义域内的所有 x 满足 f ( f ( x ) = x .

  10. 设函数 f ( x ) - ∞ , +∞ )

条件 :

  (1 ) f ( x +π) = f ( x ) + sin x ,

  (2 ) f ( x )≡0 , x∈[0 ,π]

证明 : f ( x ) f ( x ) - 2π, 2π]
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