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前   言

学习高等数学课程时 ,不少学生感到教学进度快。虽然上课

能听懂 ,但独自解题时会有不少的困惑和疑虑 ,遇到灵活性较大、

综合性较强的题 ,更是无从下手。我们编写这本同步学习辅导书 ,

供学生课外阅读 ,以起到教与学、疏与熟、学与用的桥梁作用。

本书共分 12 章 (与高等数学 (同济·四版、五版 )教材相配

套 ) ,每章分为若干节 (与教学次序相同 ) ,最末节为综合问题。每

节分为“知识网络导学”、“重点难点剖析”、“典型例题分析”、“基础

知识训练”、“能力提高测试”、“参考答案与提示”等栏目。

【知识网络导学】  概括本节所对应的教材内容中的知识要

点 ,阐述扼要、清晰。

【重点难点剖析】  对于教与学中的“重点”、“难点”以及“易误

点”进行整理提炼、着重剖析。

【典型例题分析】  讲究选题的布局 ,例题的典型性 ,注重解题

思路的分析 ,对解题方法给出引导性的归纳总结。

【基础知识训练】  这部分是给学生配备的基础练习题 ,通过

多种题型 ,检查学生掌握该节基础知识的程度。

【能力提高测试】  这部分也是练习题 ,题目具有一定的难度

和综合性 ,以检查学生对知识的灵活运用能力 ,帮助学生对所学知

识全面、深入地理解与掌握。

【参考答案与提示】  给出了每题的答案 ,并对较难的题给出

了提示或简答。

全书试图给学生贯穿这样的思想 :在学习中需要熟悉概念、性

质 ,更需要明了其要素 ;需要多做几类练习题 ,更需要明了分析问
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题的着眼点及解题的思路。引导学生学会将计算方法条理化 ,总

结出规律性的东西 ,提高利用基本计算方法的思想去解决问题的

能力。

本书可作为高等学校工科高等数学的同步教学参考书 ,也可

作为考研应试者考前复习、强化训练的指导书。

参加本书编写工作的有西北工业大学数学与信息科学系陆

全、肖亚兰、李云珠 ,符丽珍 ,王雪芳、杨月茜、刘华平、孟亚琴、刘

哲、林伟、郑红婵等同志 ,全书由陆全、肖亚兰统纂定稿。

由于水平所限 ,书中错误及疏漏之处在所难免 ,恳请广大读者

批评指正。

编  者

2001 年 4 月
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第八章  多元函数微分法及其应用

§1  多元函数微分法

【知识网络导学】

概
念

多元函数 ,多元函数极限 .

f ( x , y) 在 ( x0 , y0 ) 连续 :若 lim
x→ x

0
y→ y

0

f ( x , y ) = f ( x0 , y0 ) .

偏导数 : f′x ( x , y) = lim
Δx→0

f ( x +Δx , y) - f ( x , y )
Δx

.

  f′y ( x , y ) = lim
Δ y→ 0

f ( x , y +Δy) - f ( x , y)
Δy

.

z = f ( x , y) 在 ( x , y ) 可微 : (ρ= (Δx)
2

+ (Δy )
2

)

  若Δz = f ( x +Δx , y +Δy) - f ( x , y ) =

  AΔx + BΔy + o(ρ) .

全微分 : d z = AΔx + BΔy =
�z
�x

d x +
�z
�y

d y .

f ( x , y) 沿方向 l的方向导数 :

  �f
�l

= lim
ρ→ 0

f ( x +Δx , y +Δy ) - f ( x , y)
ρ

.

  (ρ= (Δx )2 + (Δy)2 )

梯度 : grad f ( x , y) =
�f
�x

i +
�f
�y

j .

—733—
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结
论
与
方
法

有关结论 :

1° 多元初等函数在其定义区域内连续 ;

2° 高阶混合偏导数 (若偏导数连续 ) 与求导次序无关 .

几个关系 :

复合函数求导的链式法则 :

  z = f ( u, v) , u = u( x , y ) , v = v( x , y ) 则

  �z
�x

= �z
�u
�u
�x

+ �z
�v
�v
�x

,�z
�y

= �z
�u
�u
�y

+�z
�v
�v
�y

.

隐函数求导法 :

  1° F( x , y) = 0 确定 y = y( x ) ,则
d y
d x

= -
Fx

F y
;

  2° F( x , y , z) = 0 确定 z = z( x , y ) ,

  则
�z
�x

= -
Fx

F z
,
�z
�y

= -
Fy

F z
.

  3° 
F( x , y , u, v) = 0

G( x , y , u, v) = 0
 确定

u = u( x , y) ,

v = v( x , y ) ,

  则由

Fx + Fu
�u
�x

+ Fv
�v
�x

= 0 ,

Gx + Gu
�u
�x

+ Gv
�v
�x

= 0 .

 可解得
�u
�x

,
�v
�x

,

  同理可求�u
�y

,�v
�y

.

方向导数计算公式 : (φ: Ox 轴到方向 l的转角 )

  若 f ( x , y ) 可微 ,则�f
�l

= �f
�x

cosφ+�f
�y

sinφ
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【重点难点剖析】

1. 讨论 lim
x→ 0
y→ 0

xy
x + y
是否存在 ,下列解法哪个对 ?

(1 ) lim
x→0
y→0

xy
x + y

= lim
x→0
y→0

1
1/ y + 1/ x

= 0 .

(2 ) 因分子为 xy ,分母为 x + y ,当 ( x , y) → (0 , 0 ) 时 ,分子是

比分母高阶的无穷小 ,所以lim
x→ 0
y→ 0

xy
x + y

= 0 .

(3 ) lim
x→0
y→0

xy
x + y

= lim
x→0

x·0
x + 0

= lim
x→0

0
x

= 0 .

(4 ) 当点 P( x , y) 沿曲线 y = kx
2

- x趋向 (0 , 0 ) 时 ,

lim
x→ 0

y = k x
2

- x→ 0

xy
x + y

= lim
x→ 0

x ( kx2 - x)
x + ( kx 2 - x )

= lim
x→ 0

( kx - 1 )
k

=

- 1
k

 ( k≠ 0 ) ,

所以lim
x→0
y→0

x y
x + y
不存在 .

答  (1 ) 不正确 .错误在于认为lim
x→0
y→0

1
y

+ 1
x

= ∞ ,其实并非

如此 .例如 lim
x→0

y =
x

x - 1
→0

1
y

+ 1
x

= lim
x→0

x - 1
x

+ 1
x

= 1 .

(2 ) 不正确 .错误在于认为分子是比分母高阶的无穷小 ,其实

并非如此 .例如

  lim
x→ 0

y = x3 - x→0

x y
x + y

= lim
x→0

x
4

- x
2

x
3 = lim

x→0

x
2

- 1
x

= ∞ .
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(3 )不正确 .错误在于 x→ 0与 y→ 0没同时进行 .先让 y→ 0 ,

再让 x→ 0 ,这是另外一种意义下的极限 ,即二次极限 .我们所研究

的是 二 重 极 限 lim
x→ x

0
y→ y

0

f ( x , y ) , 而
x→ x0

y→ y0

作 为 记 号 , 表 示

( x - x0 )2 + ( y - y0 )2 → 0 .

(4 ) 正确 .

2. z = ( y - 2) sin xln( y + e x
2

) + x2 ,求 zx ( 1 , 2) ,下列解法对

吗 ?

(1 ) 把 y暂时看作常数 ,对 x求导 ,得

zx = ( y - 2 ) cos xln ( y + e x
2

) + sin x 2 xe
x2

y + ex
2 + 2 x ,

所以     zx (1 , 2 ) = 2 .

(2 ) 由于 zx ( 1 , 2) =
d z( x , 2)

d x
| x = 1 ,

又 z( x , 2 ) = x
2

,所以 zx (1 , 2 ) = 2 x | x = 1 = 2 .

答  两种解法均正确 .法 2 比较简便 .由此可提出这样一个

问题 :计算偏导数 f x ( x0 , y0 ) 时 ,能否将 y = y0 先代入 f ( x , y )中 ,

再对 x求导 ?回答是可以的 .事实上偏导数就是这样定义的 .

若记φ( x) = f ( x , y0 ) ,则

φ′( x0 ) = lim
Δ x→ 0

φ( x0 +Δx) - φ( x0 )
Δx

=

lim
Δ x→0

f ( x0 +Δx , y0 ) - f ( x0 , y0 )
Δx

= f x ( x0 , y0 ) ,而且φ′( x0 )如

不存在 ,则 f x ( x0 , y0 ) 也不存在 .

3. z =
1

f x2 + x
y

, f 可导 ,求 zx .下列解法对吗 ?
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(1 ) 令 u = x2 + x
y

,则 z = 1
f ( u)

,从而

zx = -
1

f2 ( u)
f′( u)· ux = -

f′( u)
f2 ( u)
· 2 x + 1

y
.

(2 ) zx = -
f′
f 2 2 x +

1
y

.

(3 ) zx = -
1
f2 f x x

2
+

x
y

.

(4 ) zx = -
1
f

2 f x 2 x +
1
y

.

答  ( 1) , ( 2) 均正确 .( 3) , ( 4)均不正确 .记号 f x x
2

+
x
y
用

得不当 , f是一元函数的函数关系 f ( u) ,只有 f′( u) ,简记为 f′,没

有 f x , f y , 且 ( 3) 中求导也未进行 到底 , 缺 少一项
�u
�x

, 即

�
�x

x2 + x
y

.

4. z = x
2

f 2 x ,
y2

x
, f 具有二阶连续偏导数 ,求

�z
�y

,
�

2
z
�x�y

.

解法一  
�z
�y

= x
2 f′1 × 0 + 2 y

x
f′2 = 2 xy f′2 ,

�z
�x

= 2 x f + x
2 2 f′1 -

y2

x2 f′2 = 2 x f + 2 x
2

f′1 - y
2

f′2 ,从而

�2 z
�x�y

= 2 x f′1 × 0 + 2 y
x

f′2 + 2 x2 f″1 1 × 0 + 2 y
x

f″12 - 2 y f′2 -

y
2 f″21 × 0 +

2 y
x

f″2 2 = 2 y f′2 + 4 x y f″12 -
2 y

3

x
f″22 .

解法二  
�z
�y

= x2 f′1 × 0 + 2 y
x

f′2 = 2 xy f′2 ,

—143—
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因 f 有二阶连续偏导数 ,则

�
2

z
�x�y

=
�

2
z
�y�x

=
�
�x

(2 x y f′2 ) =

2 y f′2 + 2 xy 2 f″21 - y
2

x
2 f″22 =

2 y f′2 + 4 xy f″2 1 -
2 y3

x
f″22 .

以上两种解法均正确 .法 2 较简便 .法 2 注意及时利用了 f 具

有二阶连续偏导数的条件 ,在求出
�z
�y
的基础上 ,再接着对 x求偏

导即可 ,即
�

2
z
�x�y

=
�

2
z
�y�x

=
�
�x
�z
�y

.而法 1 却按步就班 .

另外 ,一定要注意 f′1 , f′2 仍为中间变量 u = 2 x , v =
y

2

x
的函

数 .在求二阶偏导数时 , 应有 f″11 , f″1 2 , f″2 1 , f″22 , 切记不可掉项 .

求复合函数的高阶偏导数使用链式法则时漏项 ,这是常犯的错误 .

5. 有人说偏导数 f x ( x0 , y0 )及 f y ( x0 , y0 )分别是函数 f ( x , y)

在 M0 ( x0 , y0 ) 处沿 Ox 轴方向 ( L = i) 及沿 Oy 轴方向 ( L = j ) 的

方向导数 .这种说法对吗 ?

答 :不正确 .

事实上 ,按方向导数定义 ,当 L = i时 ,在 M0 处

�z
�L

= lim
|Δ x |→ 0

f ( x0 +Δx , y0 ) - f ( x0 , y0 )
|Δx |

=

lim
Δx→0

+

f ( x0 +Δx , y0 ) - f ( x0 , y0 )
Δx

,

而
�z
�x

= lim
Δ x→ 0

f ( x0 +Δx , y0 ) - f ( x0 , y0 )
Δx

.

由此可见 ,前者是单侧极限 ,而后者是双侧极限 ,两者并非完
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全一样 .若�z
�x
存在 ,则沿 L = i方向的方向导数�z

�L
也存在 ,且两者

相等 .但反之 ,若
�z
�L
存在 ,则
�z
�x
可能不存在 .例如 z = x

2
+ y

2
在

(0 , 0 ) 处沿 L = i方向
�z
�L

= 1 ,而
�z
�x
不存在 .

需特别指出的是 : 沿 Ox 轴负向 L1 = - i,
�z
�L1

= lim
|Δ x| →0

f ( x0 +Δx , y0 ) - f ( x0 , y0 )
|Δx |

= lim
Δx→0 -

f ( x0 +Δx , y0 ) - f ( x0 , y0 )
- Δx

= -
�z
�x

, (这里假设 f ( x , y ) 在 M0 处的偏导数与方向导数都

存在 ) .

类似地 ,沿方向 L = j 的方向导数与
�z
�y
也不完全一样 .

【典型例题分析】

1. 函数、极限

例 8. 1  求下列函数的定义域 :

(1 ) z = arcsin x
2

+ y
2

4
+ arccos 1

x
2

+ y
2 ;

(2 ) u = ln ( z2 - x2 - y2 ) ;     ( 3) u =
x2 + y2 - 2 x

3 x - x2 - y2
.

解  (1 ) 应有

x
2

+ y
2

4
≤ 1 ,

1
x

2
+ y

2 ≤ 1 ,

即 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4 ,

故定义域为圆环 :1 ≤ x2 + y2 ≤ 4 .
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(2 ) 为使对数函数有意义 ,应有 z
2

- x
2

- y
2

> 0 ,即

    | z | > x
2

+ y
2

.

故定义域是曲面 z = x2 + y2 的上部及 z = - x2 + y2 的下部 :

| z | > x2 + y2 .

(3 ) 要使原式有意义 ,需要保证分母不为 0 ,且根号内非负 ,即

    
x2 + y2 - 2 x≥ 0 ,

3 x - x
2

- y
2

> 0 ,

从而定义域为 :2 x≤ x
2

+ y
2

< 3 x .

例 8. 2  表达式 z =∫
1

0
( x + ty )2 d t是否是 x , y的二元函数 ?

解  因积分变量为 t,暂时将 x , y看作常量 .对 t积分 ,得

z =∫
1

0
( x + ty )

2
d t =∫

1

0
( x

2
+ 2 tx y + y

2
t
2

) d t =

x
2

+ xy t
2

|
1
0 +

y2

3
t
3

|
1
0 = x

2
+ xy +

1
3

y
2

,

从而表达式 z( x , y ) 是 x , y的二元函数 .

例 8. 3  设 f ( x + y ,
y
x

) = x
2

- y
2

,求 f ( x , y ) 的表达式 .

解法一  (换元法 ) 令 u = x + y , v = y
x

.从中解出 x = u
1 + v

,

y = uv
1 + v

,则

  f ( x + y ,
y
x

) = f ( u, v) =
u2

(1 + v)2 -
u2 v2

( 1 + v)2 =
u2 ( 1 - v)

1 + v
,

所以

  f ( x , y) =
x2 (1 - y)

1 + y
.
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解法二  (变形法 ) 将 x2 - y2 变形为含 x + y与 y
x
的式子 .因

x
2

- y
2

= ( x + y) ( x - y ) = ( x + y)
2 x - y

x + y
= ( x + y)

2
1 -

y
x

1 + y
x

,

所以 f ( x , y) =
x2 (1 - y)

1 + y
.

例 8. 4  求下列极限 :

(1 ) lim
x→0
y→0

xy

x2 + y2
;      ( 2) lim

x→ 0
y→ 1

2 - xy
x

2
+ y

2 ;

(3 ) lim
x→0
y→0

x
2

+ y
2

x
2

+ y
2

+ 1 - 1
;   ( 4) lim

x→ +∞
y→ +∞

xy
x

2
+ y

2

x2 y2

;

(5 ) lim
x→0
y→1

sin( x y ) + xy cos x - x2 y2

x
;

(6 ) lim
x→0
y→0

( x
2

+ y
2

) x
2

y
2

1 - cos( x
2

+ y
2

)
.

解 (1 ) 方法 1  由于 | 2 xy |≤ x2 + y2 ,故有 | xy

x2 + y2
|≤

1
2

x
2

+ y
2

 ( x
2

+ y
2
≠ 0 ) , "ε > 0 , 取δ = 2ε, 则当 0 <

x
2

+ y
2

<δ时 ,就有 |
x y

x
2

+ y
2

- 0 | <ε,所以lim
x→0
y→0

x y

x
2

+ y
2

=

0 .

方法 2  因 |
y

x2 + y2
|≤ 1 ,而 x→ 0 ,所以

lim
x→0
y→0

xy

x
2

+ y
2

= lim
x→ 0
y→0

y

x
2

+ y
2

x = 0 .
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(2 ) 因 2 - xy
x

2
+ y

2 是初等函数 , (0 , 1 ) 是连续点 ,从而

lim
x→0
y→1

2 - xy
x2 + y2 =

2 - x y
x 2 + y2 | ( 0 , 1 ) = 2 .

(3 ) lim
x→0
y→0

x
2

+ y
2

x2 + y2 + 1 - 1
= lim

x→0
y→0

( x
2

+ y
2

) ( x
2

+ y
2

+ 1 + 1)
x

2
+ y

2 =

lim
x→ 0
y→ 0

( x
2

+ y
2

+ 1 + 1 ) = 2 .

(4 ) 不妨设 x > 0 , y > 0 .因为 x
2

+ y
2
≥ 2 xy > 0 ,则

0 <
x y

x
2

+ y
2 ≤

1
2

,  0 <
x y

x
2

+ y
2

x2 y2

≤
1
2

x2 y2

,

而 lim
x→ + ∞
y→ + ∞

1
2

x2 y2

= 0 ,由夹逼准则 ,得 lim
x→ + ∞
y→ + ∞

x y
x

2
+ y

2

x2 y2

= 0 .

(5 ) lim
x→0
y→1

sin( x y ) + xy cos x - x
2

y
2

x
= lim

x→0
y→1

sin( x y )
xy

y +

lim
x→0
y→1

ycos x - lim
x→0
y→ 1

xy
2

= lim
y→1

y + 1 - 0 = 2 .

(6 ) lim
x→0
y→0

( x
2

+ y
2

) x
2

y
2

1 - cos( x
2

+ y
2

)
= lim

x→ 0
y→ 0

( x
2

+ y
2

) x
2

y
2

2sin2 x
2

+ y
2

2

=

lim
x→0
y→0

( x
2

+ y
2

) x
2

y
2

( x
2

+ y
2

)
2

2

因为 sin x
2

+ y
2

2
～ x

2
+ y

2

2
=

lim
x→0
y→0

2 x2 y2

x
2

+ y
2 = 0 因 0 ≤ 2 x

2
y

2

x
2

+ y
2 ≤

2 x
2

y
2

2 | x y |
= | x y | .

小结 :  

(1 ) 由于二重极限定义中动点 p( x , y )趋向点 p0 ( x0 , y0 ) 的方

式是任意的 ,因而平面上的点 p 趋向于 p0 的方式可有无穷多种 ,
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比起一元函数的极限只有左、右两个单侧极限来说 ,要复杂得多 .

(2 ) 求函数 f ( x , y) 的二重极限常用的方法有 :

1°利用连续的定义及初等函数的连续性 .如 p0 ( x0 , y0 ) 是

f ( x , y) 的连续点 ,则 lim
x→ x

0
y→ y

0

f ( x , y) = f ( x0 , y0 ) .

2°用二重极限的定义去验证函数的极限 .

3°利用极限的性质 (如四则运算 ,夹逼定理 ) .

4°消去分子分母中极限为零的因子 .

5°转化成一元函数的极限问题 ,利用一元函数中已知的极限 .

例 8. 5  讨论下列极限 :

(1 ) lim
x→0
y→0

1 - cos( x
2

+ y
2

)
( x

2
+ y

2
) xy

2 ;    (2 ) lim
x→0
y→ 0

x y
x

2
+ y

2 ;

(3 ) lim
x→0
y→0

( x + y) y + ( x + y)
2

y - ( x + y)
2 .

解  (1 ) 因 lim
x→ 0

y = x→0

1 - cos( x2 + y2 )
( x2 + y2 ) xy2 = lim

x→ 0

1 - cos (2 x2 )
2 x5 =

lim
x→ 0

2 sin2 x2

2 x5 = lim
x→0

1
x
不存在 ,故原极限不存在 .

(2 ) 因 lim
x→0

y = k x→ 0

xy
x

2
+ y

2 = lim
x→ 0

kx
2

x
2

+ k
2

x
2 = k

1 + k
2 ,

其值因 k而异 ,故原极限不存在 .

(3 ) lim
x→0

y = x→ 0

( x + y )
y + ( x + y)2

y - ( x + y)2 = lim
x→ 0

2 x
1 + 4 x
1 - 4 x

= 0 ,

而 lim
x→0

y = x2→0

( x + y)
y + ( x + y)2

y - ( x + y)2 = lim
x→0

( x + x
2

)
x2 + ( x + x2 )2

x2 - ( x + x2 )2 = lim
x→ 0

- (1 + x) ( x2 + 2 x + 2)
x + 2

= - 1 ,故原极限不存在 .
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