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前   言

学习高等数学课程时 ,不少学生感到教学进度快。虽然上课

能听懂 ,但独自解题时会有不少的困惑和疑虑 ,遇到灵活性较大、

综合性较强的题 ,更是无从下手。我们编写这本同步学习辅导书 ,

供学生课外阅读 ,以起到教与学、疏与熟、学与用的桥梁作用。

本书共分 12 章 (与高等数学 (同济·四版、五版 )教材相配

套 ) ,每章分为若干节 (与教学次序相同 ) ,最末节为综合问题。每

节分为“知识网络导学”、“重点难点剖析”、“典型例题分析”、“基础

知识训练”、“能力提高测试”、“参考答案与提示”等栏目。

【知识网络导学】  概括本节所对应的教材内容中的知识要

点 ,阐述扼要、清晰。

【重点难点剖析】  对于教与学中的“重点”、“难点”以及“易误

点”进行整理提炼、着重剖析。

【典型例题分析】  讲究选题的布局 ,例题的典型性 ,注重解题

思路的分析 ,对解题方法给出引导性的归纳总结。

【基础知识训练】  这部分是给学生配备的基础练习题 ,通过

多种题型 ,检查学生掌握该节基础知识的程度。

【能力提高测试】  这部分也是练习题 ,题目具有一定的难度

和综合性 ,以检查学生对知识的灵活运用能力 ,帮助学生对所学知

识全面、深入地理解与掌握。

【参考答案与提示】  给出了每题的答案 ,并对较难的题给出

了提示或简答。

全书试图给学生贯穿这样的思想 :在学习中需要熟悉概念、性

质 ,更需要明了其要素 ;需要多做几类练习题 ,更需要明了分析问
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题的着眼点及解题的思路。引导学生学会将计算方法条理化 ,总

结出规律性的东西 ,提高利用基本计算方法的思想去解决问题的

能力。

本书可作为高等学校工科高等数学的同步教学参考书 ,也可

作为考研应试者考前复习、强化训练的指导书。

参加本书编写工作的有西北工业大学数学与信息科学系陆

全、肖亚兰、李云珠 ,符丽珍 ,王雪芳、杨月茜、刘华平、孟亚琴、刘

哲、林伟、郑红婵等同志 ,全书由陆全、肖亚兰统纂定稿。

由于水平所限 ,书中错误及疏漏之处在所难免 ,恳请广大读者

批评指正。

编  者

2001 年 4 月
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第一章  函数与极限

§1  函   数

【知识网络导学】

函
数
概
念

函数 ,分段函数

反函数 ,复合函数

基本初等函数 ,初等函数

函

数

性

质

有界函数 f ( x)  x∈ X� D ,存在 M > 0 ,使 | f ( x ) |≤ M

单调增加 (减少 ) 函数 f ( x )  x∈ I� D ,

  当 x1 < x2 时 , f ( x1 ) < f ( x2 )  ( f ( x1 ) > f ( x2 ) )

奇 (偶 ) 函数 f ( x )  x∈ [ - a, a] ,

  f ( - x) = - f ( x )  ( f ( - x) = f ( x ) )

周期函数 f ( x)  x∈ ( - ∞ , + ∞ ) ,

  存在 T > 0 ,使 f ( x + T ) = f ( x)

【重点难点剖析】

(1) 确定函数的两个要素是定义域 D和对应规律 f. 只有当两

个函数的定义域与对应规律完全相同时 ,它们才是同一个函数 .

例如 , f1 ( x ) = ln( 1 - x2 ) 与 g1 ( x) = ln(1 + x ) + ln (1 - x)

是同一函数 . 因为它们的定义域均为 ( - 1 , 1 ) ,当 x∈ ( - 1 , 1) 时 ,

g1 ( x) = ln [ ( 1 + x) (1 - x) ] = ln (1 - x
2

) = f1 ( x ) . 又 f 2 ( x) =

ln( x
2

- 1) 与 g2 ( x) = ln ( x + 1) + ln( x - 1 ) 不是同一函数 . 因
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为 f2 ( x ) 的定义域为 D1 = ( - ∞ , - 1) ∪ ( 1 , + ∞ ) , g2 ( x) 的定

义域为 D2 = (1 , + ∞ ) , D1 ≠ D2 .

(2 ) 不是任意两个函数 y = f ( u) , u = φ( x ) 都能构成复合函

数 y = f [φ( x) ] . 例如 , y = u, u = cos x - 2就不能构成复合函数

y = cos x - 2. 因为 y = u的定义域D f = [0 , +∞ ) 与 u = cos x

- 2 的值域 Rφ = [ - 3 , - 1 ] 的交集是空集 . 一般地 ,当函数 y =

f ( u) 的定义域 D f 与 u = φ( x )的值域 Rφ的交集 D f ∩ Rφ不空时 ,

此两函数才能构成复合函数 y = f [φ( x ) ] .

将复合函数分解为若干个简单函数 ,这对函数的研究会带来

方便 . 复合函数的分解过程是由外层到内层 ,逐层进行的 . 例如 ,

y = sin( ea rctan x ) 分解为

y = sin u,  u = ev ,  v = arctan w ,  w = x.

【典型例题分析】

例 1 .1  ( 1) 求 y = 16 - x2 + lgsin x的定义域 .

(2 ) 设 f ( x ) 的定义域为 [ 0 , 1] , 试求 f ( x + a) + f ( x - a)

( a > 0) 的定义域 .

解  (1 ) 由
16 - x

2
≥ 0 ,

sin x > 0 ,
 得

- 4 ≤ x≤ 4 ,

2 kπ < x < (2 k + 1)π,

( k = 0 , ± 1 ,⋯ ) .

解得函数的定义域 (图 1 1 ) 为 D = [ - 4 , - π) ∪ ( 0 ,π) .

图  1 1

(2 ) 函数 f ( x + a) + f ( x - a) 的定义域是 f ( x + a) 及
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f ( x - a) 的定义域之交集 ,即

0 ≤ x + a≤ 1 ,

0 ≤ x - a≤ 1 ,
  

- a≤ x≤ 1 - a,

a≤ x≤ 1 + a.

图  1 2

1° 当 a < 1 - a,即 a <
1
2

时 (图 1 2 ) ,所求函数的定义域

为 [ a, 1 - a] ;

2° 当 a =
1
2
时 ,函数的定

义域为一个点 , x = 1
2

;

3° 当 a > 1
2
时 ,函数的定义域为空集Φ,此时函数在 ( - ∞ ,

+ ∞ ) 内处处无定义 .

小结  求具体函数的定义域时 ,应注意对常见函数的某些限制 .

(1 ) 分式的分母不能为零 ;

(2 ) 根式中负数不能开偶次方 ;

(3 ) 零和负数不能取对数 ;

(4 ) 三角函数、反三角函数的定义域 . 如 arcsin x中 | x |≤ 1 ,

tan x中 x ≠ kπ+ π
2

.

对于应用问题中的函数 , 其定义域由实际问题的具体含义

确定 .

例 1 .2  下列函数中哪个是周期函数 ?周期为多少 ?

(1 ) y = sin(3 x + 2) + | cos x | ;   (2 ) y = cos x.

解  ( 1) 因为 sin x是以 2π为周期 ,所以 sin( 3 x + 2) 以2π
3
为

周期 . 又 | cos x | 以π为周期 , 于是和函数 y = sin( 3 x + 2 ) +

| cos x | 是以 T = 2π
2π
3
和π的最小公倍数 为周期的周期函数 .
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(2 ) 假设 y = xcos x 是周期函数 ,周期为 T ( > 0 ) ,则有

( x + T) cos ( x + T ) = xcos x ,  x∈ ( - ∞ , + ∞ ).

令 x = 0 ,得 Tcos T = 0. 令 x = π
2

,得

T +
π
2

cos T +
π
2

= 0 ,  T +
π
2

sin T = 0.

由于 T > 0 , T +
π
2

> 0 ,可得 T应满足的方程组

sin T = 0 ,

cos T = 0 ,

显然此方程组无解 ,故函数 y = xcos x不是周期函数 .

小结

(1 ) 若 f ( x) 以 T为周期 ,则 f ( ax + b) 以 T
| a
为周期 ;

(2 ) 若 f ( x )和 g( x) 分别以 T1 , T2 为周期 ,则 f ( x)± g( x) 以

T1 和 T2 的最小公倍数为周期 .

例 1 .3  证明函数 f ( x ) 在数集 X上有界的充分必要条件是

它在 X 上即有上界又有下界 .

证  设 f ( x) 在 X 上有界 ,即存在 M > 0 ,对任意 x∈ N ,有

| f ( x ) |≤ M ,即 - M≤ f ( x) ≤ M ,所以 f ( x ) 有上界 M和下界

- M.

反之 , 设 f ( x ) 在 X 上有上界 K 1 和下界 K2 , 即对任意的

x∈ X , 有 K2 ≤ f ( x ) ≤ K1 , 令 K = max{ | K1 | , | K2 | } , 则

| f ( x ) | ≤ K , x∈ X ,即 f ( x ) 在 X上有界 .

思考题  能否用“存在 M > 0 ,使 | f ( x) | < M , x∈ X”来定

义函数 f ( x) 在 X 上有界 ,为什么 ?

例 1 .4  设 f ( x )为 ( - l, l) 内的奇函数 ,若 f ( x)在 (0 , l) 内单

调增加 ,证明 f ( x ) 在 ( - l, 0 ) 内也单调增加 .

分析  可按单调函数的定义证明 ,注意利用函数的奇偶性 .

—4—
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证  对任意的 x1 , x2 ∈ ( - l , 0 ) , x1 < x2 ,则 - x1 , - x2 ∈

(0 , l) ,且 - x1 > - x2 . 由题设单调性知 f ( - x1 ) > f ( - x2 ) . 又由

题设 , f ( x ) 在 ( - l , l) 内为奇函数 ,有

f ( - x1 ) = - f ( x1 ) ,  f ( - x2 ) = - f ( x2 ) ,

于是

- f ( x1 ) > - f ( x2 ) ,  f ( x1 ) < f ( x2 ) .

这就证明了 f ( x) 在 ( - l , 0) 内也单调增加 .

注  本章中对函数的单调性及有界性的判定侧重于明确概

念 . 在第三章中将介绍利用导数性质的判定法 .

例 1 .5  设 f ( x) =
2 x ,  0 ≤ x≤ 1 ,

x
2

,  1 < x≤ 2 ,
g( x ) = ln x , 求

f [ g( x ) ] .

解  f [ g( x ) ] = f [ ln x ] =
2ln x ,  0 ≤ ln x≤ 1

ln
2

x ,  1 < ln x≤ 2
=

2ln x ,  x∈ [1 , e ] ∩ (0 , + ∞ )

ln
2

x ,  x∈ [ e, e
2

] ∩ ( 0 , + ∞ )
=

2ln x ,  x∈ [1 , e ] ,

ln
2

x ,  x∈ [ e, e
2

] .

小结  对于分段函数的复合函数 ,应注意自变量和中间变量

的取值范围 ,这是保证运算正确的一个重要环节 . 初学者容易犯

这样的错误 (以上题为例 ) ,

f [ g( x ) ] = f [ ln x] =
2ln x ,  0 ≤ x≤ 1 ,

ln2 x ,  1 < x≤ 2 ,

其错误所在正是未正确地给出中间变量 u = ln x的取值范围 .

例 1 .6  求函数 y = f ( x) =

x ,  - ∞ < x < 1 ,

x2 ,  1≤ x≤ 4 ,

2
x
,  4 < x < + ∞

的反函数 .

分析  求反函数的步骤为 :
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(1 ) 由式 y = f ( x) 中解出 x = φ( y) ;

(2 ) 对换自变量与因变量的记号 ,即可得反函数 y = φ( x) .

解  由 y = f ( x ) ,解得 x =

y ,   - ∞ < y < 1 ,

y , 1 ≤ y≤ 16 ,

log2 y , 16 < y < + ∞.

将式中的 x与 y 对换 ,得 y = f ( x ) 的反函数

y = f
- 1

( x) =

x ,   - ∞ < x < 1 ,

x , 1 ≤ x≤ 16 ,

log2 x , 16 < x < + ∞ .

图  1 3

例 1 .7  已知水渠的横断

面为等腰梯形 , 斜角φ = 40°

(图 1 3 ). 当过水断面 ABCD

的面积为定值 S0 时 , 求湿周

L( L = AB + BC + CD ) 与水深

h 之间的函数关系式 , 并说明

定义域 .

解  由题设知

AB = CD =
h

sin40°
,  S0 =

h
2

[ 2 BC + 2 hcot40°] ,

解得

BC =
S0

h
- hcot40°,

故

L = AB + BC + CD =
S0

h
+

2 h - hcos40°
sin40°

.

由实际问题知 ,此函数的定义域由下列不等式组确定

AB > 0 ,

BC > 0 ,
  即

h > 0 ,

S0/ h - co t40°· h > 0 ,
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即为 0 < h < S0 tan40°.

【基础知识测试】

1 .1  在下列各题中 ,函数 f ( x ) 和 g( x ) 相同的为 .

( A) f ( x ) = ln x2 , g( x) = 2ln x ;

( B) f ( x ) = x , g( x) = x2 ;

( C) f ( x) =
3

x4 - x3 , g( x ) = x
3

x - 1 ;

(D) f ( x ) = ln[ x ( x - 1 ) ] , g( x ) = ln x + ln ( x - 1 ) .

1 .2  设 f ( x) =
1

lg( 4 - x )
+ 36 - x2 ,则 f ( x ) 的定义域为

, f [ f ( - 6) ] = .

1 .3  对于函数 f ( x ) = x2 ,能使邻域 U (0 ,δ)中任一 x所对应

的函数值 f ( x) 都在邻域 U (0 , 2 ) 内的δ所满足的关系式为

.

1 .4  函数 y = tan x + cos( 5 x + 1) 的周期为 .

1 .5  函数 y = xeco s x 是 .

( A) 奇函数 ;      ( B) 偶函数 ;

( C) 单调函数 ; (D) 有界函数 .

1 .6  证明 f ( x ) =
x

x + 1
在 ( - ∞ , - 1) 及 ( - 1 , + ∞ ) 是单

调增加函数 .

1 .7  函数 y = ln( x + 1 + x2 ) 的反函数为 .

1 .8  下列函数能否复合为函数 y = f [ g( x) ] ?若能 ,试写出

复合函数的表示式 ,定义域 ,值域 .

(1 ) y = f ( u) = u,  u = g( x) = 2 x - x
2

;

(2 ) y = f ( u) = ln u,  u = g( x ) = cos x - 2 ;

(3 ) y = f ( u) = u2 + u3 ,  u = g( x) =
1 , x为有理数 ,

- 1 , x为无理数 .
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图  1 4

1 .9  设 f ( x) = x + | x |
2

,

φ( x ) =
x , x < 0 ,

x
2

, x≥ 0.
求 f [φ( x) ] .

1 .10  已知一物体与地面

的摩擦系数是μ,重量是 P. 设有

一与水平方向成α角的拉力 F ,

使物体 从静 止开 始 移动 ( 图

1 4) ,求物体开始移动时拉力 F与角α之间的函数关系 .

【能力提高测试】

1 .11  设 z = y + f (
3

x - 1 ) 且 z | y = 1 = x. 求 f ( x ) 及 z的

表示式 .

1 .12  设 f ( x ) 在 ( - ∞ , + ∞ ) 内有定义 ,对一切实数 x , y适

合 f ( x y ) = f ( x) f ( y ) ,且 f ( 0) ≠ 0 ,求证 f ( x ) ≡ 1 ,并利用该结

果求 f (2001) .

1 .13  设 f ( x ) 是单调增加函数 ,且 g( x) ≤ f ( x) ≤ h( x ) ,

证明

g[ g( x) ] ≤ f [ f ( x ) ] ≤ h[ h( x) ] .

1 .14  判定下列函数的奇偶性 :

(1 ) f ( x ) = e
x

- 1
e

x
+ 1

ln 1 - x
1 + x

;  ( 2) f ( x) = ln ( x + x2 + 1 ) .

1 .15  设函数 y = f ( x ) , x∈ ( - ∞ , + ∞ ) 的图形与 x = a,

x = b均对称 ( a < b) ,求证 y = f ( x) 是周期函数 ,并求其周期 .

1 .16  设 f ( x ) =
1 - x

2
,  | x | < 1 ,

x
2

+ 1 , | x |≥ 1 ,
 求 f [ f ( x) ].

1 .17  当 a, b, c, d满足什么条件时 ,函数 y =
ax + b
cx + d

( ad -
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bc≠ 0 ) 与其反函数相同 .

【参考答案与提示】

1 .1  C .

1 .2  [ - 6 , 3) U ( 3 , 4) , f [ f ( - 6 ) ] = f ( 1) =
1

lg3
+ 35.

1 .3  δ≤ 2 . 解答 :欲使 f ( x) = x
2
∈ U ( 0 , 2) ,即 - 2 < x

2

< 2 , | x | < 2 ,故只要取δ≤ 2 作为邻域 U ( 0 ,δ) 的半径 ,就可

使 f ( x) ∈ U ( 0 , 2) .

1 .4  2π;   1 .5  A;   1 .7  sinh x .

1 .8  ( 1) 能 . f [ g( x) ] = 2 x - x
2

,定义域为 [0 , 2 ] ,值域为

[0 , 1 ] ;

(2 ) 不能 .

(3 ) 能 . f [ g( x ) ] =
2 , x为有理数 ;

0 , x为无理数 .
定义域为 ( - ∞ , + ∞ ) ,

值域为{0 ,2}.

1 .9  f [φ( x ) ] =
0 , x < 0 ,

x
2

, x≥ 0 .

1 .10  F =
μP

cosα+μsinα
.

1 .11  f ( x) = x
3

+ 3 x
2

+ 3 x , z = y + x - 1.  提示 :将

y = 1 , z = x代入 z 的表达式得 f (
3

x - 1) = x - 1. 令 t =
3

x -

1 ,则 f ( t) = t3 + 3 t2 + 3 t, f ( x) = x3 + 3 x2 + 3 x , z = y + x - 1.

1 .12  f ( 2001 ) = 1.  提示 : 取 y = 0 , 依题意有 f ( 0) =

f ( x) f (0 ) . 由 f (0 ) ≠ 0 及 x 的任意性得 f ( x ) ≡ 0 , 因此

f ( 2001 ) = 1.

1 .13  提示 :由 g( x) ≤ f ( x ) 及 f ( x ) 单调增加有 g[ g( x ) ]
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≤ f [ g( x ) ] ≤ f [ f ( x ) ] ,再由 f ( x ) ≤ h( x ) 及 f ( x ) 单调增加有

f [ f ( x ) ] ≤ f [ h( x) ] ≤ h[ h( x ) ] .

1 .14  (1 ) 偶函数 ;   (2 ) 奇函数 .

1 .15  T = 2( b - a).  提示 :由题设有 f ( a + x) = f ( a - x ) ,

f ( b + x ) = f ( b - x ) ,于是

    f ( x) = f [ a + ( x - a) ] = f [ a - ( x - a) ] =

f [ 2 a - x ] = f [ b + (2 a - x - b) ] =

f [ b - ( 2 a - x - b) ] = f [ x + 2( b - a) ] ,

故 f ( x) 以 T = 2( b - a) 为周期 .

1 .16  解 :

  f [ f ( x ) ] =
1 - f

2
( x ) ,  | f ( x ) | < 1 ,

f
2

( x ) + 1 , | f ( x ) |≥ 1 ,
=

1 - ( 1 - x2 )2 = | x | ,  0 < | x | < 1 ,

f [ f (0 ) ] = f ( 1) = 2 , x = 0 ,

( x
2

+ 1 )
2

+ 1 = x
4

+ 2 x
2

+ 2 ,  | x |≥ 1.

1 .17  a = - d或
b = c = 0

a = d ≠ 0
.  提示 : y =

ax + b
c x + d
的反函数

为 y = b - dx
cx - a

.  由 b - dx
c x - a
≡ ax + b

c x + d
,得

( a + d) [ cx 3 + ( d - a) x - b] ≡ 0 ,

故  a = - d或
b = c = 0 ,

a = d≠ 0.

§2  极   限

【知识网络导学】

概

念

数列极限 ,函数极限

无穷小 ,无穷大 ;无穷小的阶
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