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前 言

高等数学作为“考研数学”的最主要组成部分（占６０％以
上）．其重要性是不言而喻的．如果高等数学考得不好，数学成绩
肯定要被大打折扣．因此，考生们都非常重视高等数学的学习．其
办法大致是：参加考研辅导班、记大量的笔记、做大量的习题，但

结果往往是搞得身心疲惫，考试成绩还不理想．
作者认为，在读的本科生读懂了教科书，做完老师留的作业，

期末考试顺利通过，这只是有了一个高等数学的基础．以这种水平
去“考研”肯定是不行的．那么，应该寻求一条什么样的途径、采
用什么方法才能如愿以偿呢？

第一步是将教科书重新细读，做完课后全部习题，这个工作量

并不太大，但水平已有提高．
第二步是请名师指点，也可以参加一个不是徒有虚名的考研辅

导班，找一本好的辅导书，做一些归类性质的提高题，在解题方法

和技巧上下功夫，加深对高等数学内容的理解，悟出其中的道理．
第三步是做一些模拟试题．
从２００３年开始．考研科目中“数学”以满分１５０分记入总成

绩，而值得注意的是，现在很难找到一本适合考生们演练的“习题

集”．因为市面上流行的各类“考研辅导”、“真题全解”等等，往
往是习题紧接答案，读这样的书几乎是在看“习题解答”，读者得

不到什么煅炼，因为考题中是不给答案的，实际上连提示也没有．
参加考研辅导班是可以的，但找到适合于自己的水平、能切实提高

应试能力的考研辅导班也非易事，其结果经常是不但没得到什么辅

导，宝贵的时间还浪费了。

１



综上所述，加之对多年讲授高等数学、辅导考研数学的体会、

经验的思考，作者认为：对于已经学完高等数学课的学生来说，能

有一本囊括各种类型高等数学问题的试题集，并认真去做，定能有

收获．但对于书中试题数量多少、难易程度的选择，则是十分困难
的，既要有难度达到提高能力的目的，又不能搞题海战术浪费十分

宝贵的时间，同时书后还应附以详解以备考生在必要时参考。

正是出于这些考虑，作者编写出这本《高等数学考研题典》，

希望它能助广大考生一臂之力．本书分十二讲，共精选各类测试题

１０１６道，这些题目绝大部分来自历年全国“考研”试题和各高校
考研试题．每讲均有内容提要，意在用较少的篇幅，叙述重要定
义、结论，予以宏观指导。之后是归类试题，即按内容分类，每类

由若干道试题组成．精心选择的各类试题，突出了典型性，面广且
不重复，既循序渐进、又重点突出，大部分题均有一定份量，最终

目的是让学生在尽可能短的时间内巩固基本概念、掌握解题方法、

提高应试能力．所有试题均给出详细解答，一部分给出解题思路和
方法，指出易犯的错误并剖析原因．还向读者介绍了许多方便快捷
的解题方法，有的还给出多种解法，这些方法是作者多年教学经验

的总结，它会大大加强读者对高等数学的理解并有助于水平的提

高．
建议考生们独立完成三分之二试题的演练．实在做不出的时候

再看试题详解．最后通读一遍试题详解，找出自己的不足之处．
最后再一次提醒读者，少看习题解答类的书籍．要靠自己看

书、做题，悟出高等数学的真谛，解题能力有质的飞跃．
本书是作者从事几十年高等数学教学、研究心血的结晶．今天

把它奉献给立志考研的学子们，希望它能成为你们打开成功之门的

一把金钥匙．

王学理

２００２年６月
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第一部分 分类试题

第一章 一元函数的极限

一、内容提要

（一）主要定义

１ε＞０，犖＞０，使得当狀＞犖 时，恒有｜狓狀－犪｜＜ε，则
称犪为数列｛狓狀｝的极限（也称数列｛狓狀｝收敛于犪），记作犾犻犿

狀→∞
狓狀＝犪

极限不存在时，说｛狓狀｝发散
２ε＞０，δ＞０，使得当０＜｜狓－狓０｜＜δ时，恒有｜犳（狓）－

犃｜＜ε，则称犃为犳（狓）的当狓→狓０时的极限，记作犾犻犿
狓→狓０
犳（狓）＝犃

３ε＞０，犡＞０，当｜狓｜＞犡时，恒有｜犳（狓）－犃｜＜ε，则
称犃为犳（狓）的当狓→∞时的极限，记作犾犻犿

狓→∞
犳（狓）＝犃

４犕＞０，δ＞０，当０＜｜狓－狓０｜＜δ时，恒有｜犳（狓）｜＞
犕，则称犳（狓）是当狓→狓０时的无穷大量，记作犾犻犿

狓→狓０
犳（狓）＝∞无

穷大量简称为无穷大

５若犾犻犿α（狓）＝犾犻犿β（狓）＝０，且犾犻犿
α（狓）
β（狓）

＝０，则称α（狓）是

β（狓）的高阶无穷小，记成α（狓）＝狅（β（狓））；若犾犻犿
α（狓）
β（狓）

＝∞，称
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α（狓）是β（狓）的低阶无穷小；若犾犻犿
α（狓）
β（狓）

＝犆（犆≠０），则称α（狓）

是β（狓）的同阶无穷小，记作α（狓）＝犗（β（狓）），当犆＝１时，称

α（狓）是β（狓）的等价无穷小，记成α（狓）～β（狓）
（二）重要结论

１若犾犻犿犳（狓）＝犃，犾犻犿犵（狓）＝犅，则有
犾犻犿［犳（狓）＋犵（狓）］＝犃＋犅，犾犻犿［犳（狓）犵（狓）］＝犃犅

犾犻犿犳
（狓）
犵（狓）＝

犃
犅
（犅≠０）

２极限存在准则

Ⅰ单调有界数列必有极限
Ⅱ若狓狀≤狔狀≤狕狀，且犾犻犿

狀→∞
狓狀＝犾犻犿

狀→∞
狕狀＝犪，则犾犻犿

狀→∞
狔狀＝犪

３在同一过程中的有界变量与无穷小的乘积是无穷小；有限
个无穷小的和是无穷小
４犾犻犿犳（狓）＝犃 的充分必要条件是犳（狓）＝犃＋α（狓），此处

犾犻犿α（狓）＝０
５洛比达（犔’犎狅狊狆犻狋犪犾）法则

犾犻犿犳（狓）＝犾犻犿犵（狓）＝０（或∞），犾犻犿犳′
（狓）
犵′（狓）
存在或为∞，则

犾犻犿犳
（狓）
犵（狓）＝犾犻犿

犳′（狓）
犵′（狓）

６两个重要极限

犾犻犿
狓→０

狊犻狀狓
狓 ＝１

犾犻犿
狓→∞

１＋１（ ）狓
狓
＝犲

７若在∪（狓∧，δ）内犳（狓）≥０（犳（狓）≤０），且犾犻犿
狓→狓０
犳（狓）＝犃，那

么犃≥０（犃≤０）
８若犾犻犿

狓→狓０
犳（狓）＝犃，且犃＞０（犃＜０），则必有∪（狓

∧，δ）使在此

邻域中犳（狓）＞０（犳（狓）＜０）
２



９若极限存在，则其值必然惟一
１０任何有界数列都有收敛的子数列

１１若犾犻犿φ（狓）＝０，则犾犻犿
狊犻狀φ（狓）
φ（狓）

＝１

１２若犾犻犿φ（狓）＝∞，则犾犻犿１＋
１
φ（狓［ ］）

φ（狓）

＝犲

１３若犾犻犿φ（狓）＝０，则犾犻犿［１＋φ（狓）］
１
φ（狓）＝犲

注 以上三条中的φ（狓）不等于０
１４犪＞０时，犾犻犿

狀→∞

狀槡犪＝１

１５犾犻犿
狀→∞

狀槡狀＝１

１６当狓→０时，狓～狊犻狀狓～狋犪狀狓～犪狉犮狊犻狀狓～犪狉犮狋犪狀狓～犲狓－１～

犾狀（１＋狓）～ １＋槡 狓－ １－槡 狓，１－犮狅狊狓～１２狓
２，狀１＋槡 狓－１～１狀狓

，

狓－狊犻狀狓～１６狓
３，犪狓－１～狓犾狀犪（犪＞０，犪≠１）

注 由狓→０时，
狀
１＋槡 狓－１～１狀狓

立刻得到

犾犻犿
狓→０

狀
１＋槡 狓－１
狓 ＝１狀

１７若犾犻犿α（狓）＝犾犻犿β（狓）＝犾犻犿犃（狓）＝犾犻犿犅（狓）＝０，且α（狓）

～犃（狓），β（狓）～犅（狓），则有

犾犻犿α
（狓）
β（狓）

＝犾犻犿犃
（狓）
犅（狓）

和 犾犻犿［１＋α（狓）］
１
β（狓）＝犾犻犿［１＋犃（狓）］

１
犅（狓）＝犲

犾犻犿犃
（狓）
犅（狓）

注 分母β（狓），犅（狓）不能取０
１８不为零的无穷小的倒数为无穷大，无穷大的倒数为无穷
小
１９若犪０犫０≠０，则
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犾犻犿
狓→∞

犪０狓犿＋犪１狓犿－１＋犪２狓犿－２＋⋯＋犪犿
犫０狓狀＋犫１狓狀－１＋犫２狓狀－２＋⋯＋犫狀

＝

犪０
犫０
， 狀＝犿

０， 狀＞犿
∞， 狀＜

烅

烄

烆 犿

２０犾犻犿
狓→∞

犪狓＋犫
犪狓＋（ ）犮

犺狓＋犽
＝犲
（犫－犮）犺
犪 

２１设犾犻犿φ（狓）＝１，犾犻犿ψ（狓）＝０，φ（狓）与ψ（狓）可导，且

犾犻犿 φ′（狓）
φ（狓）ψ′（狓）

存在，则

犾犻犿φ（狓）
１
ψ（狓）＝犲狓狆犾犻犿 φ′（狓）

φ（狓）ψ′（狓）

２２设狓→狓０时，α＝狅（β）且β～
槇
β，则α＋β～

槇
β

２３设α，
槇
α，β，

槇
β均为狓→狓０的无穷小，且α～

槇
α，β～

槇
β，又

犾犻犿
狓→狓０

β
α＝犆
（犆≠－１），则

α＋β～
槇
α＋

槇
β

注 犆≠１时，α－β～
槇
α－

槇
β

２４设犳（狓）在［犪，犫］上连续，则

犾犻犿
狀→∞∑

狀

犽＝１
犳犪＋犽狀
（犫－犪［ ］）犫－犪狀 ＝∫

犫

犪
犳（狓）犱狓

２５犾犻犿狌（狓）狏（狓）呈１∞型，则

犾犻犿狌（狓）狏（狓）＝犲狓狆犾犻犿［狌（狓）－１］狏（狓）

２６犾犻犿φ（狓）＝０，犾犻犿ψ（狓）＝０，则

犾犻犿［１＋φ（狓）］
１
ψ（狓）＝犲

犾犻犿φ
（狓）
ψ（狓）

若φ（狓）～
槇
φ（狓），ψ（狓）～

槇
ψ（狓），又有

犾犻犿［１＋φ（狓）］
１
ψ（狓）＝犲

犾犻犿
槇
φ（狓）槇
ψ（狓）

２７犾犻犿φ（狓）＝０，犾犻犿ω（狓）＝∞，则

４此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



犾犻犿［１＋φ（狓）］
ω（狓）＝犲

犾犻犿φ（狓）ω（狓）

二、归类试题

（一）用代数方法求极限

０００１ 求犾犻犿
狀→∞∑

狀

犽＝１

犽２＋３犽＋１
（犽＋２）！

０００２ 求犾犻犿
狀→∞

狀３１＋１２＋
１
２２
＋⋯＋１

２（ ）狀
（狀＋１）＋２（狀＋２）＋３（狀＋３）＋⋯＋狀（狀＋狀）

０００３ 求犾犻犿
狓→＋∞
（犮狅狊 狓槡 ＋１－犮狅狊槡狓）

０００４ 设有｛狓狀｝，狓１＝犪，狓２＝犫，狓狀＝
１
２
（狓狀－１＋狓狀－２），狀＝

３，４，⋯，求犾犻犿
狀→∞
狓狀

０００５ 求犾犻犿
狀→∞
狊犻狀２π 狀２＋槡 狀

０００６ 求犾犻犿
狀→∞

１
１·２＋

１
２·３＋
⋯＋ １
狀（狀＋１［ ］）

０００７ 求犾犻犿
狀→∞

３ ３ ３⋯槡槡槡槡 ３（共有狀个根号）

０００８ 求犾犻犿
狀→∞

（２狓－３）２０（３狓＋２）３０
（５狓＋６）５０ 

０００９ 求犾犻犿
狓→－８

１－槡 狓－３
２＋

３槡狓


００１０ 设｜狓｜＜１，求犾犻犿
狀→∞
［（１＋狓）（１＋狓２）（１＋狓４）⋯（１＋狓２

狀
）］

（二）利用定义与准则研讨极限

００１１ 利用定义证明犾犻犿
狓→３

狓－３
狓 ＝０

００１２ 求犾犻犿
狀→∞

狀槡狀

５



００１３ 求犾犻犿
狀→∞

狊犻狀π狀
狀＋１＋

狊犻狀２π狀
狀＋１２

＋⋯＋ 狊犻狀π

狀＋１

熿

燀

燄

燅狀


００１４ 设狓１＝槡犪，狓２＝ 犪＋槡槡 犪，⋯

狓狀＝ 犪＋ 犪＋ 犪＋⋯＋槡槡槡槡 犪（狀个根号），求犾犻犿
狀→∞
狓狀

００１５ 设狓１＝１０，狓狀＋１＝ ６＋狓槡 狀（狀＝１，２，⋯），求犾犻犿
狀→∞
狓狀

００１６ 设－１＜狓０＜０，狓狀＋１＝狓２狀＋２狓狀，狀＝０，１，２，⋯，试求

犾犻犿
狀→∞
狓狀

００１７ 求犾犻犿
狀→∞

狀！
狀狀

００１８ 设犪＞０，求犾犻犿
狀→∞

狀槡犪

００１９ 求犾犻犿
狀→∞
（犪狀１＋犪狀２＋⋯＋犪狀犿）

１
狀，其中犪犻＞０，犻＝１，２，⋯，

犿

００２０ 设狓狀＋１＝
１
２ 狓狀＋

犪
狓（ ）
狀
，狀＝０，１，２，⋯，犪＞０，狓０＞０，

求犾犻犿
狀→∞
狓狀

００２１ 利用不等式犾狀（１＋狀）＜１＋１２＋
１
３＋
⋯＋１狀＜１＋犾狀狀

，

求犾犻犿
狀→∞

∑
狀

犽＝１

１
犽

犾狀狀 

００２２ 设α，β为正实数，求犾犻犿狓→＋∞

狓α

犲β狓
的值

００２３ 求犾犻犿
狀→∞∑

狀

犽＝１

２
犽
狀

狀＋１犽


００２４ 设狓１＝１，狓狀＝１＋
狓狀－１
１＋狓狀－１
（狀＝２，３，⋯），求犾犻犿

狀→∞
狓狀

６



（三）重要极限的使用（主要是第二个重要极限）

００２５ 求犾犻犿
狓→∞

２狓＋３
２狓（ ）＋１

３狓＋１


００２６ 求犾犻犿
狓→１

２狓
狓（ ）＋１

４狓
狓－１


００２７ 求犾犻犿
狓→０

犪狉犮狊犻狀狓（ ）狓

１
狓２

００２８ 求犾犻犿
狓→π２

（狊犻狀狓）狋犪狀
２狓

００２９ 求犾犻犿
狀→∞

１＋１狀＋
１
狀（ ）２

２狀


００３０ 设犪＞０，犫＞０，犮＞０，犪≠１，犫≠１，犮≠１，求

犾犻犿
狓→０

犪狓＋犫狓＋犮狓（ ）３

１
狓

００３１ 求犾犻犿
狓→０

１＋狓狊犻狀槡 狓－ 犮狅狊槡 狓
狓狋犪狀狓 

００３２ 设 犪，犫，犮，犺，犽 为常数，犪，犮 不是零，试证

犾犻犿
狓→∞

犪狓＋犫
犪狓＋（ ）犮

犺狓＋犽
＝犲
（犫－犮）犺
犪 ，并以此求犾犻犿

狓→∞

３狓＋８
３狓（ ）＋２

５狓＋４


（四）等价替换的使用

００３３ 求犾犻犿
狓→０

狊犻狀狓（ ）狓
１
狓２

００３４ 求犾犻犿
狓→０

（ １＋狋犪狀２槡 狓－ １－狋犪狀２槡 狓）（１－犮狅狊狓２）
狓２（犲狓－１）狊犻狀３狓·犾狀（１＋５狓）



００３５ 求犾犻犿
狓→０
［１＋狋犪狀２３狓］

１／狊犻狀
２狓


００３６ 求犾犻犿
狓→０

犾狀（狊犻狀２狓＋犲狓）－狓
犾狀（犲２狓－狓２）－２狓



００３７ 犪＞０，犪≠１，求犾犻犿
狓→＋∞

狓２（犪
１
狓－犪

１
狓＋１）

７



００３８ 求犾犻犿
狓→＋０

∫
狓２

０
狊犻狀３／２狋犱狋

∫
狓

０
狋（狋－狊犻狀狋）犱狋



００３９ 已知当狓→０时（１＋α狓２）
１
３－１与犮狅狊狓－１是等价无穷

小，求α的值
００４０ 求

犾犻犿
狓→０
［１＋（犲２狓－１）（狋犪狀３狓）（ １＋槡 狓－ １－槡 狓）］１

／［（２
３狓
－１）（１－犮狅狊５狓）］

００４１ 求犾犻犿
狓→０

犲狋犪狀狓－犲狊犻狀狓

４＋狓槡 ３－２


００４２ 求犾犻犿
狓→０

１－狓２－犲－狓
２

狊犻狀４２狓 

００４３ 求犾犻犿
狓→０

犲－犲犮狅狊狓

狓狊犻狀狓

００４４ 设犪，犫为常数，且犪＞０，求

犾犻犿
狓→＋∞
犾狀（１＋犲犪狓）犾狀１＋犫（ ）狓

００４５ 求犾犻犿
狓→０
犮狅狋狓· １

狊犻狀狓－
１（ ）狓 

００４６ 求犾犻犿
狓→０
（１＋３狓）

２
狊犻狀狓

００４７ 求犾犻犿
狓→０

犪狉犮狋犪狀狓·（犲犪狉犮狊犻狀３狓－１）（ １＋槡 狓－１）
（１－犮狅狊狓）·犾狀（１＋狊犻狀２狓） 

００４８ 求犾犻犿
狓→０
［１＋（犪狉犮狋犪狀３３狓）·（ 狓２槡 ＋１－１）］１／［（犲

狓３

－１）（１－犮狅狊狓）］

（五）极限式中常数的确定

００４９ 求犾犻犿
狓→∞

狓２＋１
狓＋１－犪狓－（ ）犫 ＝０，求犪，犫的值

００５０ 设犾犻犿
狓→－１

狓３－犪狓２－狓＋４
狓＋１ ＝犾，求犪和犾的值

８



００５１ 设犾犻犿
狓→＋∞
（５狓－ 犪狓２＋犫狓槡 ＋１）＝２，求犪，犫的值

００５２ 设犾犻犿
狓→０

１
犫狓－狊犻狀狓∫

狓

０

狋２

犪＋槡 狋
犱狋＝１，求犪，犫的值（犪＞０）

００５３ 试确定犪，犫，犮的值，使犾犻犿
狓→０

犪狓－狊犻狀狓

∫
狓

犫

犾狀（１＋狋３）
狋 犱狋

＝犮（犮≠

０）
００５４ 试确定犪，犫的值，使犳（狓）＝狓－（犪＋犫犮狅狊狓）狊犻狀狓是当

狓→０时狓的５阶无穷小，并求犾犻犿
狓→０

犳（狓）
狓５ 

００５５ 设犾犻犿
狓→１

狓２＋犪狓＋犫
１－狓 ＝５，求犪，犫的值

００５６ 求犮值，使犾犻犿
狓→＋∞

狓＋犮
狓－（ ）犮

狓
＝∫

犮

－∞
狋犲２狋犱狋

００５７ 设犳（狓）＝狆狓
２－２

狓２＋１＋３狇狓＋５
，当狓→∞时，狆，狇取何值

时，犳（狓）为无穷小？又狆，狇取何值时，犳（狓）为无穷大量？

００５８ 已知犾犻犿
狓→０

１＋犳
（狓）
狊犻狀槡 狓－１

狓（犲狓－１）
＝犃（犃≠０），求犪 和犫，使

犳（狓）～犪狓犫

００５９ 设犾犻犿
狓→＋∞
［ 犪狓２＋犫狓＋槡 犮－犽狓－犿］＝０（犪＞０），求犽，

犿，并求犾犻犿
狓→＋∞

狓（ 犪狓２＋犫狓＋槡 犮－犽狓－犿）的值

（六）洛比达（犔’犎狅狊狆犻狋犪犾）法则

００６０ 求犾犻犿
狓→１

１
犾狀狓－

１
狓（ ）－１

００６１ 求犾犻犿
狓→＋０

（１＋狓）
１
狓［ ］犲

１
狓


００６２ 求犾犻犿
狀→∞

狀槡犪＋
狀槡犫（ ）２

狀
（犪＞０，犫＞０，犪≠１，犫≠１）

９



００６３ 求犾犻犿
狓→０

犪狓１＋犪狓２＋⋯＋犪狓狀（ ）狀

狀
狓（犪犻＞０，犻＝１，２，⋯，狀）

００６４ 求犾犻犿
狓→＋∞

∫
狓２

０
１＋狋槡 狆犱狋

狓狇
（狆，狇＞０）

００６５ 犪＞０，犫＞０，犪≠１，犫≠１，求犾犻犿
狓→０

犪狓－狓犾狀犪
犫狓－狓犾狀［ ］犫

１
狓２

００６６ 求犾犻犿
狀→∞

狀狋犪狀１（ ）狀
狀２

（狀为自然数）

００６７ 求犾犻犿
狓→＋∞

狓－狓２犾狀１＋１（ ）［ ］狓 

００６８ 设犪＜０，求犾犻犿
狓→∞

犾狀（１＋犲犪狓）
２狓＋３ 

００６９ 求犾犻犿
狓→０

∫
狓

０
（犲狋－１－狋）２犱狋

狓狊犻狀４狓 

００７０ 求犾犻犿
狓→０

狓犲２狓＋狓犲狓－２犲２狓＋２犲狓

狓狊犻狀２狓 

００７１ 求犾犻犿
狓→０
（犮狅狊狓＋狓狊犻狀狓）

１
狓２

００７２ 设犳（狓）在狓＝犪处存在二阶导数，求

犾犻犿
犺→０

犳（犪＋犺）－犳（犪）
犺 －犳′（犪）

犺
（七）求极限的其他方法

００７３ 求犾犻犿
狓→０

２＋犲
１
狓

１＋犲
４
狓
＋狊犻狀狓｜狓

熿

燀

燄

燅｜


００７４ 求犾犻犿
狓→０

狊犻狀２狓
１＋狓狊犻狀槡 狓－ 犮狅狊槡 狓



００７５ 犳（狓）在狓＝０处二阶可导，且犳″（０）＝４，犾犻犿
狓→０

犳（狓）
狓 ＝０，
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