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前   言

  高等数学是工科学校最主要的基础课之一 ,解证一定

数量的习题是学好高等数学必需的 ,也是重要的环节。这

不仅是为了巩固和掌握课内所学内容 ,而且是对课内知识

的加深和拓广 , 这将有助于学生能力与创新精神的培养。

为此 ,我们编写了这本书。书中精选了近千道典型题目 ,除

给出详尽的解答外 ,对许多题目都作了分析与注解 ,主要是

点出解题的关键、思路和技巧。希望读者在使用本书时 ,能

边阅读、边动手推导 , 边动脑筋思考以达到学以致用的

目的。

本书紧扣高等数学课程的基本要求 ,可作为高等数学

的教学参考书。另外 ,书中还含有部分考研题目 (见 * 号标

记 ) ,以期对考研的学生有所裨益。

限于作者水平 ,疏漏及不足之处在所难免 ,恳请读者批

评指正。

编  者

2002 年 3 月
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第一章

函数与极限

Ⅰ . 客观题

一、填空题

1. 1  已知函数 f ( x - 1) = x2 +

1 ,则 f ( x) = . f ( x) = x2 + 2 x + 2

  解  令 x - 1 = u,即 x = u + 1 ,

那么

f ( u) = ( u + 1 )2 + 1 = u2 + 2 u + 2

将变量 u换为 x ,得

f ( x ) = x2 + 2 x + 2

注  填空题是一种重

要的客观题题型 , 正

确的填写答案来自严

格的 推证与 细致 的

计算 .

  1. 2  已知函数 f ( x) 的定义域

是 [0 , 1 ] , 则函数 f ( x2 ) 的定义域是

, f ( sin x ) 的 定 义 域 是

.

D = [ - 1 , 1]

D = [ 2 nπ, (2 n +

1)π] , n∈ Z

  解  由于 f ( x) 的定义域是 [ 0 ,

1] ,即 0≤ x≤ 1 , 那么 f ( x2 ) 的定义

域可由 0 ≤ x
2
≤ 1确定 ,即 | x |≤ 1

或 D = [ - 1 , 1 ] .同理 ,对于 f ( sin x ) ,

0 ≤ sin x≤ 1 ,由此 ,它的定义域是 D

= [2 nπ, ( 2 n + 1)π] , n∈ Z .

注  函数的定义域与

对应关系是确定函数

的两要素 .



  1. 3  设 f ( x ) = ln
1 + x
1 - x

,则 f
x
3

= ,其

定义域 D1 = , f
2
x

= ,其定义域 D2

= , f
x
3

+ f
2
x
的定义域 D = .

解  将 x
3
与 2

x
分别代入 f ( x) 即得

f
x
3

= ln
3 + x
3 - x

,与 f
2
x

= ln
x + 2
x - 2

根据对数函数的定义知函数 f ( x) = ln 1 + x
1 - x
的定义域

为 | x | < 1 ,因而 f
x
3
的定义域为

x
3

< 1 ,即 D1 =

( - 3 ,3 ) . f
2
x
的定义域为

2
x

< 1 ,即 | x | > 2 或 D2

= ( - ∞ , - 2 ) ∪ (2 , + ∞ ) .

f
x
3

+ f
2
x
的定义域是 D = D1 ∩ D2 = ( - 3 ,

- 2) ∪ ( 2 , 3) .

f
x
3

= ln
3 + x
3 - x

D1 = ( - 3 ,3)

f
2
x

= ln
x + 2
x - 2

D2 = ( - ∞ , - 2) ∪

(2 , + ∞ )

D = ( - 3 , - 2) ∪ ( 2 ,

3)

注  本题求解的关键

是熟悉对数函数的定

义 .

  1. 4  函数 y =
3

x + 1 的反函数是 y = .

解  由 y =
3

x + 1 解出 x = y3 - 1 ,调换变量 x ,

y得 y =
3

x + 1 的反函数是 y = x
3

- 1 .

y = x3 - 1

注  这虽是求反函数

的一 个很简 单的 题

目 ,但它体现了求反

函数的基本步骤 .

  1. 5  初等函数 y = | x | 是由基本初等函数 y =

与基本初等函数 u = 复合而成 .

解  由幂函数 y = u与幂函数 u = x2 复合成

y = x
2

= | x |

y = u

u = x
2

注  x2 与 | x | 是

同一个函数 , 因为它

们有相同的定义域和

相同的对应关系 .

  1. 6  设 f ( x) =
1 ,  | x |≤ 1

0 ,  | x | > 1

则 f [ f ( x ) ] = .

解  因为

f [ f ( x ) ] =
1 , | f ( x ) |≤ 1

0 , | f ( x ) | > 1

f [ f ( x) ] = 1

2 高等数学解题题典



又由于对任何 x都有 | f ( x ) |≤ 1 ,则 f [ f ( x ) ] = 1 .

  1. 7  a rctan( - 3 ) + arctan ( - 1 ) = .

解  因为 arctan( - 3 ) = -
π
3

arctan( - 1 ) = -
π
4

所以 arctan( - 3 ) + arctan ( - 1 ) = -
7
12
π

-
7

12
π

  1. 8  lim
x→0

1 - 1 - x
2

2 x
2 = .

解  lim
x→ 0

1 - 1 - x
2

2 x
2 = lim

x→0

1 - ( 1 - x
2

)

2 x2 ( 1 + 1 - x2 )
=

lim
x→0

1

2 (1 + 1 - x
2

)
=

1
4

1
4

  1. 9  lim
x→0

xsin
1

x2 - x
= .

解  lim
x→ 0

xsin 1
x

2
- x

= 0 .

0

注  有界量与无穷小

量的积为无穷小量 .

  1. 10  lim
x→∞

1 +
a
x

x

= e4 ,则 a = .

解  lim
x→∞

1 +
a
x

x

= lim
x→∞

1 +
a
x

a
x

a

= ea

则 a = 4 .

a = 4

注  这里应用了著名

极 限 lim
x→∞

1 + 1
x

x

= e .

  1. 11  设 f ( x ) =

x
2

- 4
x - 2

, x≠ 2

a,  x = 2

f ( x) 在 x = 2 连续 ,则 a = .

解  lim
x→ 2

f ( x) = lim
x→ 2

x2 - 4
x - 2

= lim
x→2

( x + 2) = 4

f ( 2) = a

f ( x) 在 x = 2 连续 ,应有lim
x→ 2

f ( x) = f ( 2) ,即 a = 4 .

a = 4

  1. 12  函数 y =
1

sinπx
的间断点是 x = ,

它们是第 类间断点 .

解  函数 y =
1

sinπx
在 x = 0 , ± 1 , ±2 ,⋯处没有

x = 0 ,± 1 ,± 2 ,⋯

二

3第一章  函数与极限



定义 ,所以它们是这个函数的间断点 ,而且 x→ k( k = 0 ,

±1 ,±2 ,⋯ )时 , y→∞ .这些间断点都是无穷型间断点 ,

因而是第二类间断点 .

  1. 13  lim
x→∞

3 x
2

+ 5
5 x + 2

sin
2
x

= .

解  lim
x→∞

3 x
2

+ 5
5 x + 2

sin
2
x

= lim
x→∞

3 x
2

+ 5
5 x + 2
·

2
x

=

lim
x→∞

6 x2 + 10
5 x2 + 2 x

=
6
5

6
5

注  这里应用了等价

无穷小代换 sin
2
x
～

2
x

.

二、单项选择题

1. 14  函数 y = 2
x

1 + 2
x 的反函数是 (   ) .

( A) y = log2
1 - x
1 + x

;  ( B) y = log2
1 + x
1 - x

;

( C) y = log2
x

1 - x
; (D) y = log2

x
1 + x

.

解  直接由原式解出 x = log2
y

1 - y
,调换 x与 y得

y = log2
x

1 - x

故选 ( C) .

C

注  这种选择题有一

个且仅有一个选择是

正确的 , 故可以利用

某些特殊点对应的函

数值加以判断 .本题

可对直接函数设 x =

0求出 y =
1
2

,然后以

x =
1
2
代 入 ( A ) ,

(B) , (C) , (D ) , 恰好

(C) 的 y = 0 .即可断

定选 (C) .这种方法适

用于单值函数 .

  1. 15  设函数 f ( x) 为奇函数 , g( x )为偶函数 ,则复

合函数 (   ) 是奇函数 .

( A) f [ f ( x) ] ; ( B) g[ f ( x) ] ;

( C) f [ g( x ) ] ; (D) g[ g( x ) ] .

解  令φ( x ) = f [ f ( x ) ] ,

   φ( - x ) = f [ f ( - x ) ] = f [ - f ( x ) ] =

- f [ f ( x ) ] = - φ( x )

故选 ( A) .

A

  1. 16  设

4 高等数学解题题典
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 f ( x) =
1 - x , x≤ 0

x + 2 , x > 0
,  g( x ) =

x2 , x < 0

- x , x≥ 0

则 f [ g( x ) ] = (   ) .

( A)
x

2
+ 2 , x < 0

1 - x , x≥ 0
; ( B)

1 - x
2

, x < 0

2 + x , x≥ 0
;

( C)
1 - x

2
, x < 0

2 - x , x≥ 0
; (D)

x
2

+ 2 , x < 0

1 + x , x≥ 0
.

解  由 f ( x ) =
1 - x , x≤ 0

x + 2 , x > 0
 知

f [ g( x ) ] =
1 - g( x ) , g( x ) ≤ 0

g( x) + 2 , g( x ) > 0
,又由内层函数 g( x)

知 , x≥ 0时 g( x ) = - x≤ 0 , x < 0 时  g( x ) = x
2

>

0 ,因此

f [ g( x) ] =
1 + x , x≥ 0

x
2

+ 2 , x < 0

故选 (D) .

D

注  这是一个很典型

的题目 , 它考查读者

对复合函数的理解 .

求解的关键是搞清楚

内层函数的值域含在

外 层 函 数 的 定 义

域内 .

  1. 17  已知 f ( x ) = 1
1 - x

, 那么 f [ f [ f ( x ) ] ] =

(   ) .

( A)
1

1 - x
; ( B)

1
(1 - x)

3 ;

( C) x; (D) 1 - x .

解  f [ f ( x) ] = 1

1 -
1

1 - x

= 1 - 1
x

f f [ f ( x) ] =
1

1 - 1 -
1
x

= x

故选 ( C) .

C

注  这类题目由内层

向外层作 ,比较简便 .

  1. 18  若 lim
x→∞

x + a
x - a

x

= 4 ,则 a = (   )

( A) 1;   ( B) - 1 ; ( C) ln3;  (D) ln2 .

解  lim
x→∞

x + a
x - a

x

= lim
x→∞

1 +
2 a

x - a

x

=

lim
x→∞

1 +
2 a

x - a

x
2 a

2 a

= e
2 a

D
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e2 a = 4

a = ln2

故选 (D) .

  1. 19  (1 ) 数列 { xn } 有界是数 列 { xn } 收 敛的

条件 ; 数列 { xn } 收敛是数列 { xn } 有界的

条件 .

B

A

  (2 ) f ( x ) 在 x0 的某一去心邻域内有界是 lim
x→ x

0

f ( x)

存在的 条件 ; lim
x→ x

0

f ( x ) 存在是 f ( x) 在 x0 的某

一去心邻域内有界的 条件 .

B

A

  (3 ) f ( x ) 在 x0 的某一去心邻域内无界是 lim
x→ x

0

f ( x)

= ∞的 条件 ; lim
x→ x

0

f ( x) = ∞是 f ( x ) 在 x0 的某

去心邻域内无界的 条件 .

B

A

  (4 ) 左极限 f ( x0 - 0 ) 与右极限 f ( x0 + 0 ) 都存在且

相等是 lim
x→ x

0

f ( x) 存在的 条件 . C

  (5 ) 函数 f ( x ) 在闭区间上连续是函数 f ( x ) 在该区

间上有界的 条件。

( A) 充分 ; (B) 必要 ;

( C) 充分且必要 ; (D) 不充分也不必要 .

A

  1. 20  设

f ( x ) =
x , x < 1

a, x≥ 1
,  g( x) =

b,  x≤ 0

x + 1 , x > 0

若 f ( x) + g( x ) 在 ( - ∞ , + ∞ ) 内连续 ,则 (   ) . C

  ( A) a = 1 , b = 2; (B) a = 2 , b = 1 ;

( C) a = b = 1; (D) a = b = 2 .

解  选 a = 1使 f ( x) 在 ( - ∞ , + ∞ ) 内连续 ,选 b

= 1 使 g( x ) 在 ( - ∞ , + ∞ ) 内连续 ,因此选 ( C) ,即 a =

1 , b = 1 时 f ( x ) + g( x) 在 ( - ∞ , + ∞ ) 内连续 .

  1. 21  设 xn 与 y n 满足 lim
n→∞

xn y n = 0 ,则下列断言正

确的是 (   ) .

( A) 若 xn 发散 ,则 yn 必发散 ;

( B) 若 xn 无界 ,则 yn 必无界 ;

( C) 若 xn 有界 ,则 yn 必为无穷小 ;

D

注  排除法是选择题

的常用解法 .
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(D) 若
1
xn
为无穷小 ,则 yn 必为无穷小 .

解  应用排除法 .设 xn = 1 ,0 ,2 ,0 ,⋯ , n, 0 ,⋯ , yn

= 0 ,那么 xn y n → 0 ,但 xn 发散而 y n 收敛 ,则排除 ( A) ,这

时 xn 无界但 y n 有界 ,则排除 (B) .

又设 xn =
1
n2 , yn = n, 那么 xn y n =

1
n
→ 0 ( n →

∞ ) .这时 xn 有界但 y n 无界 ,排除 ( C) .

排除了 ( A) , ( B) , ( C) ,只能选 (D) .

三、多项选择题
 

  1. 22  下列函数中 , 奇函数是 (   ) , 偶函数是

(   ) ,非奇非偶函数是 (   ) .

( A) f ( x ) = sin x - cos x;

( B) f ( x ) =
1
2

( a
x

+ a
- x

) ;

( C) f ( x) = log2 ( x + x2 + 1 ) ;

(D) f ( x ) =
1
2

( a
x

- a
- x

) ;

( E) f ( x) =
ax + 1
ax - 1

;

( F ) f ( x ) = x a
x

+ 1
a

x
- 1

.

解  对于 ( C) , (D) , ( E) 中的函数都满足

f ( - x) = - f ( x )

因而都是奇函数 ,对于 ( B) , ( F ) 中的函数都满足

f ( - x ) = f ( x)

因而都是偶函数 ,对于 ( A ) 中的函数

f ( - x) = sin ( - x ) - cos( - x ) = - sin x - cos x

f ( - x) ≠ f ( x)  且  f ( - x ) ≠ - f ( x )

则 ( A) 中的函数是非奇非偶函数 .

C, D, E

B, F

A

注  牢记奇函数与偶

函数的定义 .

奇函数与偶函数都定

义于对称区间 .

  1. 23  下列函数中周期函数是 (   )

( A) | sin x | ; (B) xsin x;

( C) sin2 x; (D) sin x2 ;

( E) C(常数 ) ; ( F ) sin x .

解  ( A) 中函数 | sin x | 以π为周期 , ( C) 中函数

A, C , E
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sin2 x = sin xsin x以 2π为周期 .( E) 中常数 C是以任意正

数 l为周期 ,它没有最小正周期 .

( B) 中函数 xsin x是周期函数 sin x与非周期函数 x

的积 ,故不是周期函数 .(D)中函数 sin x
2
是非周期函数 y

= u2 与周期函数 y = sin u的复合函数 , 故不是周期函

数 .( F ) 中的函数 sin x的定义域 x≥ 0 ,有下界 ,故不是

周期函数 .

注  周期函数定义域

为( - ∞ , + ∞ )

  1. 24  函数 f ( x ) 与 g( x) 不相同的是 (   ) .

( A) f ( x ) = tan x , g( x ) =
1

cot x
;

( B) f ( x ) = ln( x - x2 - 1 ) ,

g( x ) = - ln( x + x2 - 1 ) ;

( C) f ( x) = lg( x
2

- 1 ) ,

g( x ) = lg( x - 1 ) + lg( x + 1 ) ;

(D) f ( x ) = x + 1 , g( x ) = x
2

- 1
x - 1

;

( E) f ( x) = sin (arcsin x ) , g( x) = arcsin ( sin x ) .

解  (A ) , ( C) , (D) , ( E) 中的函数 f ( x ) 与 g( x) 是

不同的函数 ,这是因为它们的定义域不同 .

A, C , D, E

  1. 25  下列命题成立的是 (   ) .

( A) 有界数列一定收敛 ;

( B) 无界数列一定发散 ;

( C) 收敛数列一定有界 ;

(D) 单调数列一定发散 ;

( E) 单调有界数列一定收敛 .

解  ( A) 显然不成立 , 例如 1 , 0 , 1 , 0 ,⋯ 为有界数

列 ,但不收敛 .(B) 是成立的 .( C) 也成立 .( D) 不成立 ,

如数列
1
2

,
1
22 ,⋯ ,

1
2n ,⋯是单调数列 ,它收敛于零 .( E) 成

立 ,这是一条收敛准则 .

B,C , E

  1. 26  若 xn , yn 均为无穷小量 ,那么必有 (   ) .

( A) xn y n 为无穷小量 ;

( B) xn y n 未必为无穷小量 ;

( C) lim
n→∞

xn

y n
= 1;

A, D
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(D) xn + yn 为有界量 .

解  无穷小量的积仍为无穷小量 ,则 (A ) 成立 , (B)

不成立 .只在 xn 与 y n 为等价无穷小时才有 lim
n→∞

xn

y n
= 1 ,

则 ( C) 不成立 .两个无穷小量的和仍为无穷小量 , 则 (D)

成立 .

  1. 27  函数 f ( x ) 在 x = 0 处连续的有 (   ) .

( A) f ( x ) = | x | ;

( B) f ( x ) =

x
| x |

, x≠ 0

0 ,  x = 0
;

( C) f ( x) =
sin x

x
, x≠ 0

0 ,  x = 0

;

(D) f ( x ) =
xsin 1

x
, x≠ 0

0 ,  x = 0

.

解  ( A) lim
x→0

f ( x ) = lim
x→0

| x | = 0 , f (0 ) = 0 , 则

f ( x) = | x | 在 x = 0 连续 .

( B)  lim
x→ 0 +

f ( x ) = lim
x→ 0 +

x
| x |

= 1

   lim
x→ 0 -

f ( x ) = lim
x→0 -

x
- x

= - 1

lim
x→0

f ( x ) 不存在 ,则 f ( x ) 在 x = 0 不连续 .

( C) lim
x→ 0

f ( x) = lim
x→ 0

sin x
x

= 1 ,而 f (0 ) = 0 ,则 f ( x)

在 x = 0 不连续 .

(D) lim
x→ 0

f ( x) = lim
x→0

xsin 1
x

= 0 , 而 f ( 0) = 0 , 则

f ( x) 在 x = 0 连续 .

A, D

注  熟练掌握函数在

一点连续性的判定方

法 ,判定分段函数分

段点的连续性往往要

注意左、右极限 .

  1. 28  下列各题中答案正确的是 (   ) .

( A) lim
n→∞

1 +
1
n

n + 5

= e;

( B) lim
n→∞

1 -
1
n

2 n

= e - 1 ;

( C) lim
n→∞

1 -
1
n2

n

= 1 ;

A, C

注  这类题目要应用

著名极限

lim
n→∞

1 + 1
n

n

= e

因此必须将题目中形

式转化为这个著名极
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(D) lim 1 +
1
n2

n

= e .

解  ( A) lim
n→∞

1 +
1
n

n+ 5

= lim
n→∞

1 +
1
n

n

·

1 +
1
n

5

= e .

( B) lim
n→∞

1 -
1
n

2 n

= lim
n→∞

1 -
1
n

- n - 2

= e
- 2

.

( C) lim
n→∞

1 -
1
n2

n

= lim
n→∞

1 -
1
n2

- n
2

-
1
n

= e
0

= 1 .

(D) lim
n→∞

1 + 1
n

2

n

= lim
n→∞

1 + 1
n

2

n2 1
n

= e0 = 1 .

由以上计算知答案正确的是 ( A) , ( C) .

限的形式 .

  1. 29  当 x→ ∞时 ,为无穷小量的函数是 (   ) .

( A) y =
xsin( 1 - x2 )

1 - x2 ;

( B) y =
(1 - x

2
) sin

1
1 - x2

x
;

( C) y = (1 - x
2

) sin
x

1 - x2 ;

(D) y = 1
1 - x

2 sin 1 - x
2

x
.

解  ( A) x→∞时
x

1 - x2 → 0 ,而 sin( 1 - x
2

) 为有

界量 ,则 lim
x→∞

xsin( 1 - x
2

)
1 - x2 = 0

( B) lim
x→∞

(1 - x2 ) sin 1
1 - x

2

x
= lim

x→∞

sin 1
1 - x

2

x
1

1 - x2

= 0 .

( C) lim
x→∞

(1 - x
2

) sin
x

1 - x2 = lim
x→∞

xsin
x

1 - x
2

x
1 - x

2

= ∞ .

(D) lim
x→∞

1
1 - x2 sin

1 - x2

x
= 0 .这是无穷小量与有界

量的积 ,仍为无穷小量 .

A, B ,D
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