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总 序

为了更好地适应当前我国高等教育跨越式发展需要 ,满足我国高校从精英

教育向大众化教育的重大转移阶段中社会对高校应用型人才培养的各类要求 ,

探索和建立我国高等学校应用型人才培养体系 ,全国高等学校教学研究中心 (以

下简称“教研中心”)在承担全国教育科学“十五”国家规划课题———“21 世纪中

国高等教育人才培养体系的创新与实践”研究工作的基础上 ,组织全国 100 余所

以培养应用型人才为主的高等院校 ,进行其子项目课题———“21 世纪中国高等

学校应用型人才培养体系的创新与实践”的研究与探索 ,在高等院校应用型人才

培养的教学内容、课程体系研究等方面取得了标志性成果 ,并在高等教育出版社

的支持和配合下 ,推出了一批适应应用型人才培养需要的立体化教材 ,冠以“教

育科学‘十五’国家规划课题研究成果”。

2002 年 11 月 ,教研中心在南京工程学院组织召开了“21 世纪中国高等学校

应用型人才培养体系的创新与实践”课题立项研讨会。会议确定由教研中心组

织国家级课题立项 ,为参加立项研究的高等院校搭建高起点的研究平台 ,整体设

计立项研究计划 ,明确目标。课题立项采用整体规划、分步实施、滚动立项的方

式 ,分期分批启动立项研究计划。为了确保课题立项目标的实现 ,组建了“21 世

纪中国高等学校应用型人才培养体系的创新与实践”课题领导小组 (亦为高校应

用型人才立体化教材建设领导小组 )。会后 , 教研中心组织了首批课题立项申

报 ,有 63 所高校申报了近 450 项课题。2003 年 1 月 ,在黑龙江工程学院进行了

项目评审 ,经过课题领导小组严格的把关 ,确定了首批 9 项子课题的牵头学校、

主持学校和参加学校。2003 年 3 月至 4 月 ,各子课题相继召开了工作会议 ,交

流了各校教学改革的情况和面临的具体问题 ,确定了项目分工 ,并全面开始研究

工作。计划先集中力量 ,用两年时间形成一批有关人才培养模式、培养目标、教

学内容和课程体系等理论研究成果报告和在研究报告基础上同步组织建设的反

映应用型人才培养特色的立体化系列教材。

与过去立项研究不同的是 ,“21 世纪中国高等学校应用型人才培养体系的

创新与实践”课题研究在审视、选择、消化与吸收多年来已有应用型人才培养探

索与实践成果基础上 ,紧密结合经济全球化时代高校应用型人才培养工作的实

际需要 ,努力实践 ,大胆创新 ,采取边研究、边探索、边实践的方式 ,推进高校应用

型人才培养工作 ,突出重点目标 ,并不断取得标志性的阶段成果。

教材建设作为保证和提高教学质量的重要支柱和基础 ,作为体现教学内容
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和教学方法的知识载体 ,在当前培养应用型人才中的作用是显而易见的。探索、

建设适应新世纪我国高校应用型人才培养体系需要的教材体系已成为当前我国

高校教学改革和教材建设工作面临的十分重要的任务。因此 ,在课题研究过程

中 ,各课题组充分吸收已有的优秀教学改革成果 , 并和教学实际结合起来 ,认真

讨论和研究教学内容和课程体系的改革 ,组织一批学术水平较高、教学经验较丰

富、实践能力较强的教师 ,编写出一批以公共基础课和专业、技术基础课为主的

有特色、适用性强的教材及相应的教学辅导书、电子教案 ,以满足高等学校应用

型人才培养的需要。

我们相信 ,随着我国高等教育的发展和高校教学改革的不断深入 ,特别是随

着教育部“高等学校教学质量和教学改革工程”的启动和实施 ,具有示范性和适

应应用型人才培养的精品课程教材必将进一步促进我国高校教学质量的提高。

全国高等学校教学研究中心

2003 年 4 月
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第五章  向量代数与空间解析几何

作为学习多元微积分的预备知识 ,本章讨论向量代数与空间解析几何 .

自然界中的很多量既有大小、又有方向 ,数学上的向量就是对这一类量的概

括与抽象 .本章先引进向量的概念 ,介绍向量之间的各种运算及其应用 .在建立

了空间直角坐标系后 ,导出向量和向量运算的坐标表示 .

本章另一部分的内容是空间解析几何的基础知识 .我们以向量为工具讨论

空间的平面和直线 ,接着简要介绍空间曲面和曲线 .

第一节  向量及其线性运算

一、向量概念

客观世界中有些物理量 (比如位移、速度、加速度、力、力矩等 )不仅有大小之

图 5 - 1

分 ,还有方向之异 , 我们把这种既有大小 ,又有方向的量称

为向量 .向量通常用上方加有箭头的字母或黑体字母来表

示 ,比如 a, b或 a →, b →等 .在数学中用有向线段来表示向量 ,

有向线段的长度表示向量的大小 ,有向线段的方向表示向

量的方向 .起点为 M0 ,终点为 M的有向线段所表示的向量

可以记为M0 M →(图 5 - 1) .

在实际问题中 ,有些向量与其起点有关 ,而有些向量与其起点无关 ,我们把

与起点无关的向量称为自由向量 , 以后若不加说明 , 我们所指的向量均为自由

向量 .

由于我们讨论的向量是自由向量 ,因此如果两个向量 a和 b的大小相等 ,且

方向相同 ,则称向量 a和 b是相等的 ,记作 a= b .两个相等的向量经过平移后能

完全重合 .

向量的大小叫作向量的模 ,向量 a 
→

, a, M0 M →的模依次记作 | a 
→

| , | a | , | M0 M →| .

模等于 1 的向量叫作单位向量 ,记作 e;模等于零的向量叫作零向量 ,记作 0 或

0 →,零向量的方向可以看作是任意的 .

设有两个非零向量 a和 b,将向量 a或 b平移 , 使它们的起点重合后 ,它们

所在的射线之间的不超过肐的夹角θ称为向量 a与 b的夹角 (图 5 - 2) .记作 ( a,

b) .
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图 5 - 2

显然 , ( a, b^ ) = ( b,a^ ) ,且当非零向量 a与 b方向相同时 ,有

( a, b^ ) = 0 ;当 a与 b方向相反时 ,有 ( a, b^ ) =肐 .

当 ( a, b^ ) = 0 或 ( a, b^ ) =肐,即非零向量 a与 b方向相同或相

反时 ,就称这两个向量平行 ,记作 a∥b;当 ( a, b^ ) =
肐
2
时 ,就称这

两个向量垂直 ,记作 a⊥b .

由于零向量的方向可以看作是任意的 .因此零向量与任何

向量都既平行且垂直 .反之 ,与非零向量既平行且垂直的向量

惟有零向量 .

当两个平行向量的起点放在同一点时 ,它们的终点和起点应在一条直线上 ,

因此平行向量也称为是共线的 ;类似地 ,当两个以上的向量的起点放在同一点 ,

而它们的终点和共同的起点在一平面上时 ,则称这些向量共面 .

二、向量的线性运算

向量与向量之间或向量与数之间可以按照某种方式发生联系 ,并由此产生

出另一个向量或者数 ,这种联系抽象成数学形式 ,就是向量的运算 .向量的加法、

减法运算以及向量与数的乘法运算统称为向量的线性运算 .

1. 向量的加法

向量的加法运算规定如下 :

设有两个向量 a和 b,任取一点 A,作 A B →= a,再以 B为起点 ,作 BC →= b,连接

A C(图 5 - 3) ,则向量 AC →称为向量 a与 b的和 ,记作 a+ b .

这一规则叫作向量相加的三角形法则 .

在力学中有求两个力的合力或求两个速度的合速度的平行四边形法则 ,仿

此 ,我们也有向量相加的平行四边形法则 .这就是 :当向量 a和 b不平行时 , 作

A B →= a, AD →= b,以 A B, A D为邻边作平行四边形 A BCD,则对角线向量 AC →就等

于向量 a与 b的和 a + b(图 5 - 4 ) .显然 ,这样得出的和向量与按三角形法则得

出的和向量是完全一样的 .

图 5 - 3 图 5 - 4
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  向量的加法符合下列运算规律 :

(1 ) 交换律 a+ b= b+ a;

(2 ) 结合律 ( a+ b) + c= a+ ( b+ c) .

按照向量相加的三角形法则 ,由图 5 - 4 可见 : A B →+ BC →= A D →+ DC →, 即交

换律

a+ b = b + a

成立 .又如图 5 - 5 所示 ,先作 a+ b,再加上 c,即得和 ( a+ b) + c,而先作 b+ c,再

加上 a,即 a+ ( b+ c) ,则得到同样的结果 .所以结合律 ( a+ b) + c= a+ ( b+ c)也

成立 .

由于向量的加法符合交换律和结合律 ,故 n个向量 a1 ,a2 ,⋯ , an ( n≥3)相加

可写成

a1 + a2 + ⋯ + an ,

并按向量相加的三角形法则 ,可得 n个向量相加的法则如下 :以前一个向量的终

点作后一个向量的始点 ,相继作向量 a1 , a2 ,⋯ , an ,再以第一个向量的起点为起

点 ,最后一向量的终点为终点作一向量 ,这个向量即为所求的和 s= a1 + a2 +⋯ +

an (图 5 - 6 ) .

图 5 - 5 图 5 - 6

设 a为一向量 ,与 a大小相等而方向相反的向量叫作 a的负向量 ,记作 - a .

我们规定两个向量 b与 a的差

b - a = b + ( - a) ,

即把向量 - a加到向量 b上 ,便得 b与 a的差 b - a(图 5 - 7 ) .

特别地 ,当 a= b时 ,有

a - a = a + ( - a) = 0 .

  由向量加法的平行四边形法则可知 ,在以 a与 b为邻边的平行四边形中 ,两

条对角线向量分别表示 a+ b和 a - b(图 5 - 8 ) ,由于三角形两边之和不小于第

三边 ,故可得

| a+ b|≤ | a| + | b|及 | a - b|≤ | a| + | b| ,

其中等号仅在 a与 b共线时成立 .

3
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图 5 - 7 图 5 - 8

例 5.1  对角线互相平分的四边形是平行四边形 .

图 5 - 9

证  如图 5 - 9 ,设四边形 AB CD的对角线交

于 E ,由于

AE →= EC →, BE →= ED →,

故

AE →+ ED →= BE →+ EC →,

即 AD →= BC →.

  这说明线段 A D 与 BC 平行且长度相同 , 因此四边形 A BCD 是平行四

边形 .

2. 向量与数的乘法

对任意实数λ及向量 a,规定 a与λ的乘积 ,记作λa,它为如下的一个向量 ,

它的模

|λa | = |λ| | a| ,

它的方向当λ> 0 时 ,与 a方向相同 ;当λ< 0 时 ,与 a方向相反 ;当λ= 0 时 ,由于

|λa| = 0 ,即λa是零向量 ,这时它的方向是任意的 .

特别地 ,当λ=±1 时 ,有 1a= a, ( - 1 ) a= - a .

向量与数的乘法简称为向量的数乘 ,它满足下列运算规律 :

(1 ) λ(μa) =μ(λa) = (λμ)a (结合律 ) ;

(2 ) (λ+μ)a=λa +μa,λ( a+ b) =λa +λb  (分配律 ) .

事实上 ,根据向量与数的乘积的规定可知 ,向量λ(μa) ,μ(λa) , (λμ)a互相平

行且指向一致 ,并且 |λ(μa) | = |μ(λa) | = | (λμ) a| = |λμ| | a| ,所以λ(μa) =μ(λa)

= (λμ) a .

分配律同样可按向量与数的乘积的规定来证明 ,这里从略 .

对于非零向量 a,记 ea 是和 a同方向的单位向量 ,由于 | a | > 0 ,故按照向量

与数的乘积的规定可知 , | a| ea 与 ea 方向相同 ,从而 | a| ea 与 a方向相同 ,且

| | a| ea | = | a| | ea | = | a|·1 = | a| ,

即 | a| ea 与 a的模也相同 ,因此

a = a ea . ( 5 .1)
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这表明任何一个向量均可以表示为它的模与同向的单位向量的乘积 .上式也可

写成

ea = 1
a

a = a
a

. ( 5 .2)

  由于向量λa与 a平行 ,因此我们常用向量与数的乘积来说明两个向量的平

行关系 .即有

定理 5.1  设 a为非零向量 ,则向量 b平行于 a 的充要条件是 :存在实数

λ,使

b = λa ( 5 .3)

  证  条件的充分性是显然的 ,下面证明条件的必要性 .

设 b∥a,若 b= 0 ,则取λ= 0 ,即有 b= 0 = 0a=λa .

若 b≠0,则由 b∥a知 eb∥ea ,则 eb =±ea ( b与 a方向相同时取正号 ,方向相

反时取负号 ) ,于是由 (5.1 )式得

b = b eb = b (± ea ) = b ±
a
a =±

b
a

a, ( 5 .4)

于是当 b与 a方向相同时取λ=
| b|
| a|

,当 b与 a方向相反时取λ= -
| b|
| a|

,就有b=

λa .

从 (5.4 )式可知 ,若 a为非零向量 ,且向量 b平行于 a,则必有

b =± b ea , ( 5 .5)

上式中当 b与 a方向相同时 ,取“ +”号 ,方向相反时 ,取“ - ”号 .

图 5 - 10

现设 Ou为数轴 ,其原点为 O, 把与 Ou 的正

向同方向的单位向量记作 eu , P 为轴上一点 , 其

坐标为 u(图 5 - 10 ) .根据轴上一点的坐标的定义

知 : u =± | OP →| (当OP →与 eu 同向时取正号 ,反向时取负号 ) .而由 ( 5. 5)式知OP →

=± | OP →| eu ,于是得

OP →=± OP →eu = ueu . ( 5 .6)

  这就是说 , Ou轴上的有向线段OP →等于 P 点的坐标与单位向量 eu 的乘积 .

习题 5 - 1

  1. 设 A , B, C为三角形的三个顶点 ,求 A B →+ BC →+ CA →.

2. 设 u= a+ b - 2c, v = - a - 3b+ c,试用向量 a, b表示向量 2u - 3 v .

3. 用向量的方法证明 :三角形两边中点的连线平行于第三边 ,且长度等于第三边长度的

一半 .

4. 设 C为线段 A B上一点且 | CB | = 2 | AC | , O为 A B 外一点 ,记 a= OA →, b= OB →, c= OC →,

试用 a, b来表示 c .

6



第二节  点的坐标与向量的坐标

一、空间直角坐标系与点的坐标

为了沟通空间的点与数、图形与方程的联系 ,我们先引进坐标系 .

在空间取一个定点 O,作三条以 O点为原点的互相垂直的数轴 ,依次叫作 x

轴 (横轴 ) , y轴 (纵轴 )和 z轴 (竖轴 ) .这三条数轴具有相同的长度单位 ,它们的

正方向符合右手法则 ,即以右手握住 z 轴 ,当右手的四个手指从 x轴的正向转过

肐
2
角度后指向 y轴的正向时 ,竖起的大拇指的指向就是 z 轴的正向 ,这样三条

坐标轴就组成了空间直角坐标系 , 称为直角坐标系 Ox y z .在空间直角坐标系

中 ,分别用 i, j,k表示分别与 x 轴、y轴、z 轴正向同方向的单位向量 ,并把它们

称为 Ox y z坐标系下的标准单位向量 .

三条坐标轴中每两条可以确定一个平面 ,称为坐标面 ,由 x 轴和 y 轴确定

的坐标面称为 xO y 面 ,类似地有 y Oz面与 zO x 面 .这三个坐标面把空间划成八

个部分 ,每一部分叫作一个卦限 (图 5 - 11 ) .八个卦限分别用罗马字母Ⅰ ,Ⅱ ,

⋯ ,Ⅷ表示 ,第一、二、三、四卦限均在 x Oy面的上方 ,按逆时针方向排定 ,其中由

x轴、y 轴与 z 轴正半轴确定的那个卦限是第一卦限 .第五、六、七、八卦限均在

x Oy面的下方 ,也按逆时针方向排定 ,它们依次分别在第一至四卦限的下方 .

图 5 - 11 图 5 - 12

设 M是空间的一点 ,过 M作三个平面分别垂直于 x 轴、y 轴和 z 轴并交 x

轴、y轴和 z 轴于 P , Q, R三点 .点 P , Q, R分别称为点 M在 x 轴、y 轴和 z 轴上

的投影 .设这三个投影在 x轴、y轴和 z 轴上的坐标依次为 x , y和 z ,则空间一

点 M就唯一地确定了一个有序数组 x , y, z .反过来 ,对给定的有序数组 x , y, z,

可以在 x轴上取坐标为 x 的点 P ,在 y轴上取坐标为 y 的点 Q ,在 z 轴上取坐标

为 z 的点 R ,过点 P, Q, R分别作垂直于 x 轴、y轴和 z 轴的三个平面 ,这三个平
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面的交点 M就是由有序数组 x , y, z确定的唯一的点 M (图 5 - 12 ) .这样 ,空间

的点与有序数组 ( x, y, z)之间就建立了一一对应的关系 .这组数 x, y, z 称为点

M 的坐标 ,依次称 x, y和 z 为点 M 的横坐标、纵坐标和竖坐标 ,并把点 M记作

M ( x , y , z) .

二、向量的坐标及向量线性运算的坐标表示

任给向量 a,总可通过平移使其起点位于原点 O,从而有对应点 M,使OM →=

a,以 OM为对角线作长方体 R H M K - OP NQ(图 5 - 12) ,则有

a = OM →= OP →+ P N →+ NM →= OP →+ OQ →+ OR →.

  若点 P, Q和 R 在 x 轴、y轴和 z 轴上的坐标分别为 a x , ay , az ,则由 ( 5.6)式

知OP →= ax i , OQ →= ay j , OR →= az k,于是得

a = OM →= ax i + ay j + azk . ( 5 .7)

  显然 ,给定向量 a,就确定了点 M及OP →, OQ →, OR →三个向量 ,从而就确定了

ax , ay , az 三个有序数 ;反之 ,给定三个有序数 ax , ay , az ,就确定了向量

a = ax i + ay j + azk .

于是向量 a与有序数组 a x , ay , az 之间就有了一一对应的关系 :

a = OM →= ax i + ay j + az k\ ax , ay , az ,

因此 ,我们把有序数组 ax , ay , az 称为向量 a在直角坐标系 O x y z 中的坐标 ,记作

( ax , ay , az ) .即

a = ( ax , ay , az ) . ( 5 .8)

  这里 (5.7 )式称为向量 a的标准分解式 ,而 ax i, ay j , az k称为向量 a沿三个

坐标轴的分向量 .( 5.8)式称为向量 a的坐标表示式 .

空间任何一点 P( x , y , z) ,都对应一个向量 r= OP →,称为点 P关于原点 O的

向径 .由向量坐标的规定可知向径 r= ( x, y, z) ,即一个点与该点的向径有相同

的坐标 .这里的记号 ( x, y, z)既表示点 P,又表示向量OP →.因此在看到记号 ( x, y, z)

时 ,要注意从上下文去认清它是表示向量OP →,还是表示点 P .

从图 5 - 12 中可以看到 ,向量 a= ( ax , ay , az )的模为

| a| = | OM →| =  | OP →|
2

+ | OQ →|
2

+ | OR →|
2

= a
2
x + a

2
y + a

2
z . (5 .9 )

有了向量的坐标表示法 ,向量之间的线性运算就方便多了 .

设 a= ( ax , ay , az ) , b= ( bx , by , bz ) ,即 a= ax i + ay j + azk , b= bx i + by j + bz k,

则根据向量的加法与数乘的运算律 ,有

a + b = ( ax + bx ) i + ( ay + by ) j + ( az + bz ) k,

a - b = ( ax - bx ) i + ( ay - by ) j + ( az - bz ) k,
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λa = (λa x ) i + (λa y ) j + (λaz )k .

从而得 a+ b = ( ax + bx , ay + by , az + bz ) ,

a - b = ( ax - bx , ay - by , az - bz ) ,

λa = (λa x ,λa y ,λa z ) .

  由此可见 ,对向量作加、减及数乘等线性运算 ,只需对向量的各个坐标分别

作相应的数量运算就可以了 .

上节定理 5. 1 指出 ,当向量 a≠0时 ,向量 b平行于 a 等价于 b =λa(λ为某

一常数 ) ,按坐标表示式即为

( bx , by , bz ) = λ( ax , ay , az ) ,

于是有

bx = λa x , by = λa y , bz = λaz ,

这就是说向量 b与 a对应的坐标成比例 :

bx

a x
=

by

a y
=

bz

a z

①
. ( 5 .10 )

  对起点为 M1 ( x1 , y1 , z1 )、终点为 M2 ( x2 , y2 , z2 )的向量M1 M2 →, 它的坐标表

示式可通过以下方法获得

M1 M2 →= OM2 →- OM1 →= ( x2 , y2 , z2 ) - ( x1 , y1 , z1 )

= ( x2 - x1 , y2 - y1 , z2 - z1 ) . (5 .11)

  例 5.2  已知以向量 AB →, AD →为邻边的平行四边形 ABCD 的两条对角线向

量为A C →= (3 ,4 ,5 ) , DB →= (1 ,2 ,3 ) ,试求向量 A B →, A D →.

解  根据题意 , A B →+ A D →= A C →, A B →- AD →= DB →,因此可解得

AB →=
1
2

( AC →+ DB →) , AD →=
1
2

( AC →- DB →) ,

从而得

AB →=
1
2

[ (3 ,4,5) + (1 ,2,3)] = (2,3 ,4) , AD →=
1
2

[ (3 ,4,5) - (1 ,2,3)] = (1,1 ,1) .

例 5.3  已知两点 A( x1 , y1 , z1 )和 B( x2 , y2 , z2 )以及实数λ≠ - 1 , 在直线

A B上求点 M ,使

AM →= λM B →.

①  当 ax , a y , az 中有一个为零 ,例如 ax = 0 , ay、a z≠0 ,这时 ( 5. 10 )式应理解为

bx = 0 ,

by

a y
=

bz

a z
;

当 a x , ay , a z 中有两个为零 ,例如 a x = ay = 0 , az≠0 ,这时 ( 5. 10 )式应理解为

bx = 0 ,

by = 0 .
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图 5 - 13

  解  如图 5 - 13 ,记 A, B, M关于原点的向径分别

为 rA , rB , rM ,则

AM →= rM - rA , MB →= rB - rM ,

  因此 rM - rA =λ( rB - rM ) ,从而得 rM =
1

1 +λ
( rA +

λrB ) .以 rA , rB 的坐标 (即点 A, B的坐标 )代入 ,即得

rM = 1
1 +λ

[ ( x1 , y1 , z1 ) +λ( x2 , y2 , z2 ) ]

=
x1 +λx2

1 +λ
,

y1 +λy2

1 +λ
,

z1 +λz2

1 +λ
,

上式右端就是点 M的坐标 .本例中的点 M叫作有向线段 A B →的λ分点 .特别取

λ= 1 时 ,得线段 A B →的中点 M
x1 + x2

2
,

y1 + y2

2
,

z1 + z2

2
.

例 5.4  试建立空间两点间的距离公式 .

解  设 M1 ( x1 , y1 , z1 ) , M2 ( x2 , y2 , z2 )为空间两点 , 则由 ( 5.11 )式 , 向量

M1 M2 →= ( x2 - x1 , y2 - y1 , z2 - z1 ) ,再由 (5.9 )式得M1 M2 →的模为

M1 M2 →= ( x2 - x1 )2 + ( y2 - y1 )2 + ( z2 - z1 )2 ,

由于模 | M1 M2 →|即为有向线段的M1 M2 →长度 ,亦即为点 M1 , M2 之间的距离 ,从而

得点 M1 , M2 之间的距离公式

d = ( x2 - x1 )
2

+ ( y2 - y1 )
2

+ ( z2 - z1 )
2

. (5 .12)

  例 5.5  已知两点 A( 4 , 0 , 5)和 B(7 ,1 ,3 ) ,求和 A B →平行的单位向量 .

解  A B →= (7 - 4 , 1 - 0 , 3 - 5 ) = ( 3 , 1 , - 2 ) ,故 | A B →| = 32 + 12 + ( - 2 )2 =

14 ,于是和 A B →平行的单位向量为

e =±
AB →
A B →

=±
1

14
(3 ,1 , - 2 ) = ±

3

14
, ±

1

14
, ê

2

14
.

  例 5.6  求证以 M1 ( 4 , 3 , 1) , M2 ( 7 , 1 , 2 ) , M3 ( 5 , 2 , 3 )三点为顶点的三角形

是一个等腰三角形 .

解  由公式 (5.12)得 | M1 M2 →| = (7 - 4)2 + (1 - 3)2 + (2 - 1)2 = 14 ,

  | M2 M3 →| = (5 - 7)2 + (2 - 1)2 + (3 - 2)2 = 6 ,

  | M3 M1 →| = (4 - 5)2 + (3 - 2)2 + (1 - 3)2 = 6 ,

所以 | M2 M3 →| = | M3 M1 →| ,即△M1 M2 M3 为等腰三角形 .

例 5.7  在 z轴上求与点 A ( - 4 , 1 , 7)和点 B(3 ,5 , - 2 )等距离的点 .

解  因为所求的点 M 在 z 轴上 , 所以设该点坐标为 ( 0 , 0 , z ) , 依题意有

| M A →| = | M B →| ,即
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( - 4 - 0)
2

+ ( 1 - 0)
2

+ (7 - z)
2

= ( 3 - 0 )
2

+ (5 - 0)
2

+ ( - 2 - z)
2

,

解得 z =
14
9

,所以所求的点为 M 0 , 0 ,
14
9

.

三、方向角、方向余弦与投影

如图 5 - 14 ,非零向量 a与 x 轴、y轴、z轴的正向所成的夹角α,β,γ称为向

图 5 - 14

量 a的方向角 ( 0≤α,β,γ≤肐) ,方向角的余弦 cosα,

cosβ, cos γ称为向量 a的方向余弦 .方向角完全确

定了向量 a的方向 .

设向量 a = OM →= ( ax , ay , az ) ,从图 5 - 14 可以

看出

cosα=
ax

| a|
, cosβ=

ay

| a|
, cosγ=

az

| a|
,

( 5 .13 )

其中

a = a2
x + a2

y + a2
z .

从而可得向量 a的单位向量

ea =
a

| a|
=

1
| a|

( ax , ay , az ) =
ax

| a|
,

ay

| a|
,

az

| a|
= ( cosα, cosβ, cos γ) ,

( 5 .14 )

并由此可得

cos
2
α+ cos

2
β+ cos

2
γ= 1 . (5 .15)

  例 5.8  已知向量 a= ( - 1 , 1 , - 2 ) ,求它的模 ,方向余弦及方向角 .

解  | a| = ( - 1)
2

+ 1
2

+ ( - 2 )
2

= 2 ,

cosα= -
1
2

, cosβ=
1
2

, cosγ= -
2

2
;

α=
2肐

3
, β=
肐
3

, γ=
3肐
4

.

  例 5.9  设点 A 位于第一卦限 ,其向径的模 | OA →| = 6 ,且向径OA →与 x 轴、y

轴的夹角依次为
肐
3
和
肐
4

,求点 A坐标 .

解  已知α=
肐
3

,β=
肐
4

,由关系式 cos
2
α+ cos

2
β+ cos

2
γ= 1 ,得

cos2 γ= 1 - cos2 肐
3

- cos2 肐
4

= 1 -
1
2

2

- 2
2

2

= 1
4

,
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因点 A位于第一卦限 ,故 cosγ> 0 ,于是 cosγ=
1
2

.因此

OA →= OA →eOA = OA →(cosα,cosβ, cosγ) = 6 1
2

, 2
2

, 1
2

= (3,3 2 ,3) ,

这也是点 A的坐标 .

图 5 - 15

如图 5 - 15 , 设向量 a = OM →, b = ON →, 且 b≠0 ,

( a, b^ ) =φ,过点 M作垂直于 b所在直线的平面并交该

直线于点 M′,点 M′称为点 M 在该直线上的投影 ,有向

线段OM′ →称为向量 a在向量 b上的投影向量 ,易见

OM′ →= ( a cos φ) eb ,

其中数 | a| cos φ称为向量 a在向量 b上的投影 ,并把它

记作 Pr jba,即有

Prjba = a cos φ . (5 .16)

  显然 ,当 0≤φ<
肐
2
时 , P rjba等于 a在向量 b上的投影向量OM′ →的长度 ;当

肐
2

<φ≤肐时 , Prjba等于该投影向量OM′ →的长度的相反数 ;当φ=
肐
2
时 , P rjba = 0 .

图 5 - 16

按上述定义和 ( 5.13 )式可知 ,向量 a在直角坐标系

Ox y z 中的坐标 a x , ay , az 就是它在三条坐标轴上的投

影 ,即

ax = P rjx a, ay = P rjy a, az = P rjza,

上式给出了向量坐标的几何意义 .

例 5.10  设立方体的一条对角线为 OM,一条边为

OA,且 | OA | = a,求OA →在OM →上的投影 .

解  如图 5 - 16 ,记∠MOA =φ,则 cosφ=
| OA |
| OM |

=

1

3
,从而 PrjOM OA →= | OA →| cosφ=

a

3
.

习题 5 - 2

  1. 在空间直角坐标系中 ,指出下列各点所在的卦限 :

A( 2 , - 3 ,1 ) ; B(7 , - 1 , - 2) ; C( - 2 , - 3 , - 1) ; D( - 1 ,2 , - 3) .

  2. 指出下列各点所在的坐标面或坐标轴 :

A( - 1 ,2 , 0) ; B(0 , - 2 , 3) ; C( 1 , 0 ,0 ) ; D( 0 , - 1 ,0 ) .

  3. 分别求出点 ( a, b, c)关于 (1)各坐标面、(2 )各坐标轴、(3 )坐标原点的对称点的坐标 .

4. 自点 P0 ( x0 , y0 , z0 )分别作各坐标面和各坐标轴的垂线 ,写出各垂足的坐标 ,并求出点

21



P0 到各坐标面和各坐标轴的距离 .

5. 过点 P0 ( x0 , y0 , z0 )分别作平行于 z轴的直线和平行于 xOy 面的平面 ,问在它们上面

的点的坐标各有什么特征 .

6. 已知三点 A(1 , - 1 ,3 ) , B( - 2 ,0 ,5 ) , C(4 , - 2 ,1 ) ,问这三点是否在一直线上 ?

7. 试确定 m和 n的值 ,使向量 a= - 2i+ 3 j + nk和 b = mi - 6 j + 2k平行 .

8. 已知点 A( - 1 ,2 , - 4 )和点 B(6 , - 2 , z) ,且 | A B →| = 9 ,求 z的值 .

9. 设向量的方向余弦分别满足 (1 ) cosγ= 0 ; (2) cosα= 1 ; (3) cosα= cosγ= 0 ,问这些

向量与坐标轴或坐标面的关系如何 ?

10. 已知两点 M1 (4 , 2 ,1 )和 M2 (3 ,0 ,2) ,计算向量 M1 M2 →的模、方向余弦和方向角 .

11. 已知向量 a与各坐标轴成相等的锐角 ,如果 | a| = 2 3 ,求 a的坐标 .

12. 一向量的终点为 B( 3 , - 2 ,6) ,它在 x轴、y轴、z轴上的投影依次为 5 ,3 , - 4 ,求这向

量的起点 A的坐标 .

13. 设 a= 3 i+ 5 j + 8k, b= 2 i - 4 j - 7k,c= 5i+ j - 4k,求向量 d= 4a+ 3b - c在 x 轴上的

投影以及在 y 轴上的分向量 .

第三节  向量的数量积和向量积

一、向量的数量积

设一物体在常力 F的作用下沿直线从点 M0 移动到点 M,如果用 s表示位

图 5 - 17

移M0 M →,那么由物理学知道 ,力 F所做的功为 W =

| F | | s| cosθ,其中θ为 F 与 s的夹角 (图 5 - 17) .

由此实际背景 ,我们来定义向量的一种运算 .

设向量 a和 b,θ= ( a, b^ ) ,称数量 | a| | b | cosθ为

向量 a和 b的数量积 ,记作 a·b,即有

a·b= | a| | b| cosθ. (5 .17)

按数量积的定义 ,上面所说的力 F所做的功就可以表达为W= F·s .

显然 ,对任何向量 a,有 a·0 = 0·a= 0;且由 ( 5.17 )式可以推得 :

(1 ) a·a= | a| 2 ;

这时因为夹角θ= 0 ,所以 a·a= | a| | a| cos 0 = | a|
2

.

(2 ) a⊥b的充分必要条件为 a·b= 0 .

这是因为 ,当 a与 b中有一个为零向量时结论显然成立 ;当 a与 b均为非零

向量 ,即 | a|≠0, | b|≠0 时 ,如果 a·b= 0,则由 (5.17)式推得 cosθ= 0 ,从而θ=

肐
2

,即 a⊥b;反之,如果 a⊥b,即θ=
肐
2
则有 cosθ= 0 ,于是 a·b= | a| | b| cos

肐
2

= 0 .

数量积符合下列运算规律 :
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