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第 1 讲  特殊与一般互相转化的思维方法

华罗庚说 ,学数学不解题等于进宝山而空返 .解题能力提高的快慢与每个人的思维方法

是否得当有很大关系 .思维方法不对头 ,即使解了不少题 ,解题能力还是低层次的 ,属于模仿

型、经验型 ,很难形成举一反三的能力 ,而且靠题海战术积累能力 ,既无效率 ,也不可能 .要知

道 ,大学里课程多、内容广、时间紧 .

下面介绍一些提高解题能力的科学思维方法 .

一、从特殊到一般再到特殊

学会把具体问题抽象为一般问题 ,再回到具体问题中去 .这是一种高层次的理性认识 .

例 1 .1  已知lim
x→0

sin x
x

= 1 ,求lim
x→ 0

sin [ sin( sin x ) ]
x

.

解  原式 = lim
x→0

sin[ sin ( sin x ) ]
x
·

sin( sin x )
sin x
·

sin x
x

= 1 .

如果认识仅限于此 ,不会进一步开发解题过程蕴含的信息 ,那么充其量仅是学了一点套

用重要极限求极限而已 .

解题之后通常都要考虑 ,这里解决问题的方法对于更一般的问题是否还有效 ? 或者说

给出的方法解决问题的一般化程序如何 ? 所以 ,得学会把问题一般化 .

下面给出例 1 .1 一般化的提法 :

结论

lim
x→0

sin[ sin ( sin x ) ]
x

= 1  一般化为lim
x→ 0

sin [sin⋯ ( sin x ) ]

n∈ Z
+

x
= 1 .

  更一般化为 : lim
x→ 0

sin[ sin⋯ ( sin x ) ]

n∈ Z
+

sin[ sin⋯ ( sin x ) ]
m∈ Z

+

= 1  与自然数 m、n 无关 .

更一般化的提法为 :已知lim
x→ 0

f ( x )

x
= A ,求lim

x→ 0

f [ f⋯ f ( x ) ]

n∈ Z
+

x
.

原题是 f ( x ) = sin x , A = 1 , n = 3 ,的特例 .

当 f ( x )取别的其他函数时 ,就从一般回到特殊 ,不过此时的特殊与彼时的特殊已经有

了本质上的不同 .

如 f ( x )取如下函数 : ln( x + 1 ) ; tan x ; e
x

- 1 ; 1 + x - 1⋯

就可以产生一系列相应的题目 ,所得就不是一题二题 ,也不是十题八题 ,而是一个理性认识

的升华 .

由此可以体会到 :

1



每解决一个具体问题 ,都要想想能否更一般化 .由一般化问题“制造”出许许多多的特殊

问题 ,注意后者“制造”过程也是需要一定能力的 ,否则也造不出多少有质量的东西 .

通过把具体问题一般化得出新的结论 ,是极富创造性的工作 .如果问什么叫举一反三 ?

这就是最好的举一反三 .

有时 ,一般化可以有多种角度 .

例 1 .2  设 f ( x ) = a1 sin x + a2 sin2 x + ⋯ + an sin nx , 其中 a1 , a2 , ⋯ , an 都是实数 , n

是正整数 .已知对一切实数 x 有 | f ( x ) |≤ | sin x | ,证明 | a1 + 2 a2 +⋯ + nan |≤1 .

证明  由 | f ( x ) |≤ | sin x |有
f ( x )

x
≤

sin x
x

, ( x≠0) .而

lim
x→0

f ( x)

x
= lim

x→ 0
∑

n

k = 1

ak
sin kx

x
= ∑

n

k = 1

ak lim
x→0

sin kx
x

= | a1 + 2 a2 + ⋯ + nan | ,且lim
x→0

sin x
x

= 1 .

所以由极限的“保号性”有

lim
x→0

f ( x )

x
≤ lim

x→0

sin x
x

.即 | a1 + 2 a2 + ⋯ + nan |≤ 1 .

  一般化角度之一 :

例 1 .2 .1  设 f ( x ) = ∑
n

k = 1

ak g( kx ) , ak 为实数 ( k = 1 , 2 ,⋯ , n) ,且lim
x→ 0

g( x )

x
= 1 .已知

对一切实数 x 都有 | f ( x ) |≤ | g( x ) | .证明 : ∑
n

k = 1

kak ≤ 1 .

这里是把例 1 .2 中的 sin x 一般化为 g( x ) .当 g( x )取如下具体函数时 :

ln( x + 1) ; tan x ; e
x

- 1 ;
( 1 + x )

α
- 1

α

就可以“制造”出一系列相应的题目 .

一般化角度之二 :

例 1 .2 .2  设 f ( x ) =∑
n

k = 1

f k ( x ) ,其中lim
x→0

f k ( x )

x
= kak , k = 1 , 2 ,⋯ n .且已知对一切实

数 x 有 | f ( x ) |≤ | sin x | ,证明 : ∑
n

k = 1

kak ≤ 1 .

当 f k ( x ) 取为 ak sin kx 时 , 即例 1 .2 .当 f k ( x ) 取为 k ( 1 + x )
a

k - 1 时 , 显然有 lim
x→ 0

f k ( x )

x
= kak , k = 1 , 2 ,⋯ n .这时例 1 .2 .2 具体化为下例 :

例 1 .2 .3  设 f ( x ) =∑
n

k = 1

k( 1 + x )
a

k -
n ( n + 1)

2
, a1 , a2 ,⋯ , an都是实数 ,且已知对一

切实数 x 有 | f ( x ) |≤ | sin x | ,证明 : ∑
n

k = 1

kak ≤ 1 .

本例与原例 1 .2 是同一系列 ,即处理方法没有本质的变化 .可是例 1 .2 .3 给人的感觉显

然比例 1 .2 难得多了 .

一般化角度之三 :

例 1 .2 .4  设 f ( x ) = ∏
n

k = 1

f k ( x ) ,其中lim
x→0

f k ( x )

x
= ak , k = 1 , 2 ,⋯ , n均为实数 .且已
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知对一切实数 x 都有 | f ( x ) |≤ | g( x ) | , lim
x→ 0

g( x )

x
n

= A ≠ 0 .证明 : ∏
n

k = 1

kak ≤ | A | .

当然此例相对例 1 .2 来讲变化的程度大得多了 ,可是我们现在照样可以从例 1 .2 .4 中

看到例 1 .2 的“影子”,而且两者处理方法没有变化 ,这点是最要紧的 .

有时处理具体问题的方法 ,把问题一般化后失效 .这时得重新找别的方法 ,由此产生出

更多的新意 ,价值更大 .

例 1 .3  求lim
x→0

( n + 1 - n ) ( k∈Z
+

)

一般读者都会用有理化的方法解这个题 ,即 lim
n→∞

( n + 1 - n ) = lim
n→∞

1

n + 1 + n
= 0 .

一般化 :

例 1 .3 .1  求 lim
n→∞

(
k

n + 1 -
k

n ) ( k∈Z
+
) .

此时有理化的方法虽不致完全失效 ,但一般读者运用已不可能得心应手 ,解此题力不从

心 .

更一般化 :

例 1 .3 .2  求 lim
n→∞

[ (1 + n )
α

- n
α

] (0 <α< 1 ) .

此时有理化的方法已完全失效 .下面给出一种新的处理方法 .

lim
n→∞

[ (1 + n)
α

- n
α

] = lim
n→∞

n
α

1 +
1
n

α

- 1 = lim
n→∞

n
α
·α·

1
n

= 0

这里用到无穷小等价替代公式 : 1 +
1
n

α

- 1～
α
n

( n→∞ ) .

显然 ,新的解法比原来的解法有更广的适用性、更强的功能 .

二、有时解一般问题并不比解特殊问题难

一般问题往往比特殊问题更抽象 ,所以似乎特殊问题较一般问题易于解决 .就常理而

言 ,这是说得通的 .可是 ,有些数学的特殊情形往往受具体问题的“无效”信息干扰过大 ,不易

一下子把握问题的实质 .如例 1 .2 .3 等 .而问题的一般形式往往排除了具体问题带来的非本

质的复杂性 ,解决问题的“眉目”相对而言容易看出 ,这是其一 ;其二 ,某些有关特殊数字的数

学问题 ,如果把特殊数字用一般字母代替 ,就把问题普遍化了 ,这种手法称之为变量化 .此时

由于改变了看问题的角度 ,给知识的迁移创造了必要条件 .不少问题 ,从变量化的角度考虑 ,

问题可能更容易解决 .于是 ,这种普遍化问题解决之后 ,那种特殊问题也就随之而解决了 .

例 1 .4  证明∫
π
2

0
xsin xd x ≤

π

2 2
本例直接证明不容易 ,它的一般化为下例 :

例 1 .5  证明

∫
π
2

0
f ( x ) g( x ) d x

2

≤∫
π
2

0
f

2
( x ) d x∫

π
2

0
g

2
( x ) d x

  更一般化的形式就是柯西 许瓦茨不等式 :

例 1 .6  ∫
b

a
f ( x ) g( x ) d x

2

≤∫
b

a
f

2
( x ) d x∫

b

a
g

2
( x ) d x , 其中 f ( x )、g( x ) 都在区
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间 [ a , b] 上连续 .

证明  把 b 用参变量 t取代后 ,则不等式立刻转化为关于变量 t 的函数不等式 .而对于

函数型的不等式 ,利用导数处理有很好的效果 (以后有专题介绍 ) .这就是变量化后虽然问题

普遍化了 ,可是改变了思考角度 ,从而改变了问题所在的领域 ,使得别的领域的知识得以充

分运用 .

把问题“函数化”:

  令 F( t ) =∫
t

a
f

2
( x ) d x·∫

t

a
g

2
( x ) d x -∫

t

a
f ( x ) g ( x ) d x

2

,

  则 F′( t) =∫
t

a
[ f ( t ) g( x ) - f ( x ) g ( t ) ]

2
d x ≥ 0 ( t ≥ 0) .

于是 F( t )非减 .又 F( a) = 0 ,所以 F( b)≥ F( a) = 0 ,即得所证 .

当 f ( x ) = x , g( x ) = sin x , a = 0 , b =
π
2

,代入柯西 _许瓦茨不等式得 :

∫
π
2

0
xsin xd x

2

≤∫
π
2

0
xd x∫

π
2

0
sin xd x =

π
8

.

两边开平方即可证例 1 .4 .

变量化的处理方法在微积分里有很强的解题功能 ,第 2 讲里有专门介绍 .

三、由特殊情况发现解题思路

从特殊到一般的方法 ,其精神就在于“考察特殊情况 ,探索一般规律”.当我们遇到一些

比较抽象和复杂的问题时 ,常常先采用下面两种办法把问题“特殊化”.

1 .用具体代替一般 ,把抽象问题具体化

本方法处理选择题时 ,对于排除干扰选择很有效 .

例 1 .7  设函数 f ( x )在 ( - ∞ , +∞ )内有定义 , x0≠0 是函数 f ( x )的极大值点 ,则

(A) x0 必是 f ( x )的驻点 ;

( B) x0 必是 - f ( - x )的极小值点 ;

( C) x0 必是 - f ( x )的极小点 ;

(D)对一切 x 都有 f ( x )≤ f ( x0 ) .

若概念清楚 ,可立刻排除明显错误的选择是 ( A)、(D) , 故可选答案仅有 ( B)、( C ) ,此时

可通过 f ( x )具体化加以确定 .设 f ( x ) = sin x ,则 x0 =
π
2
为极大值点 .简单验算即知 - x0 =

-
π
2
为 - f ( - x )的极小值点 ,故 ( B)真 .若是单选题 ,则立刻可排除 ( C) .此处验证一下也知

( C)不真 .

2 .用简单情形代替复杂情形 ,把复杂问题简单化

考虑已经特殊化了的情况是否有解决办法 ,能否得出带普遍性的结论 .再以所得结果为

基础找出一般情形的解决办法 .

例 1 .8  已知函数 f ( x )在区间 [ a , b]上导数存在 ,且 f′+ ( a) < k < f′- ( b) .证明存在ξ

∈ ( a , b) ,使得 f′(ξ) = k .

证明  先证明 k = 0 的特殊情形 ,然后以此为基础 ,证明 k≠0 的情形 .

4
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当 k = 0 时 ,条件成为 f′+ ( a) < 0 < f′- ( b) .此时 , lim
x→ a

+

f ( x ) - f ( a)

x - a
= f′+ ( a) < 0 .

所以由极限保号性定理可知 ,在点 a 的右邻域内有一点 x1 使得 :
f ( x1 ) - f ( a)

x1 - a
< 0 ,即

有 f ( x1 ) < f ( a) .

同理 ,也可在点 b的左邻域内找到一点 x2 使得 f ( x2 ) < f ( b) .从而可知连续函数 f ( x )

在闭区间 [ a , b]上的最小值点 x0 不在区间端点 .此时 x0 为 f ( x )的极小值点 ,且由于 f ( x )

在点可导 ,所以 f′( x0 ) = 0 , x0∈ ( a , b) .

当 k≠0时 ,令 F( x ) = kx - f ( x ) ,则 F( x )在区间 [ a, b]上可导 ,且 F′( x ) = k - f′( x ) .

且

F′+ ( x ) = k - f′+ ( x ) < 0 < F′- ( b) = k - f′- ( b) .

  于是由刚才证得的结论知道存在ξ∈ ( a , b)使得 F′(ξ) = 0 ,即 f′(ξ) = k .

在微积分中值定理的证明中 ,用的也是此类手法 .

四、微积分处理问题特色分析

1 .函数化

作者在给报考研究生的同学辅导时 ,提问“微积分的研究对象是什么 ?”有许多同学不知

道 .由此说明 ,学生对微积分解决问题的主要特色缺乏了解 .

微积分的研究对象是函数 ,因此非函数方面的问题 ,微积分知识直接运用不上 .遇到非

函数问题 ,若想利用微积分的方法处理 ,应把原问题转化为与之等效的函数问题 ,微积分知

识才能得以有效合理地运用 .必须走的这第一步 ,称之为函数化 .不少学生对这点缺乏清醒

的认识 .辅导时 ,经常有学生提问 ,为什么要设一个函数 ?他们不知道这是函数化的需要 .

例 1 .9  用微积分的方法证明 :若 a > 0 , b > 0 ,则 ab≤
a + b

2
.

证明  读者利用不等式 ( a - b)
2
≥0 可立即解决问题 .可是这个方法对于一般化的问题

失效 .例如 :
3

abc≤
a + b + c

3
( a , b , c > 0) .

而下面给出的微积分方法对于一般化的问题不会失效 (当然也不是最好的方法 ) .

ab≤
a + b

2
等价于

1
2

( ln a + ln b) ≤ ln
a + b

2
.

  设 f ( x ) = ln x , x∈ (0 , +∞ ) ,则 f″( x ) = -
1
x

2 < 0 ,故 f ( x )为凸函数 .对于任意的 a∈

(0 , +∞ ) , b∈ (0 , +∞ ) ,有 : f
a + b

2
≥

1
2

[ f ( a) + f ( b) ] .

即
1
2

( ln a + ln b)≤ln
a + b

2
.所以 ab≤

a + b
2

.

例 1 .6 的第一步也是函数化 .

2 .动静结合

为明确起见 ,对“动”与“静”的含义作些形象的说明 .

微积分以极限作为研究函数的工具 ,极限体现了辩证法中的运动观点 .

如果函数 f ( x )在 x0 点处有意义 ,则函数值 f ( x0 )与 x0 点附近 f ( x )的取值情况是没
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有任何联系的 .因此称 f ( x0 )为 f ( x )在 x0 处的“静态值”.极限 lim
x→ x

0

f ( x ) = A 与函数 f ( x )

在点 x0 邻近的状态有关 ,而与 x0 点处的取值无关 ,这个值 A 是通过自变量 x 无限逼近 x0

的运动 ,引起相应因变量 y的运动 ,从而产生的“运动效应值”.做个不十分贴切的比喻 ,若

把函数 f ( x )在 x0 点邻近的“静态值”看做电影胶片的一幅幅照片 ,当运动地看这一幅幅照

片时 ,就会产生“屏幕效果”———运动效应值 .显然 ,这个“屏幕效果”在静止地去看照片时不

会产生 .因此把极限 lim
x→ x

0

f ( x ) = A 形象地称之为函数 f ( x )在 x0 点处的“动态值”.在极限定

义里 , x 趋于 x0 而永远不取 x0 ,正体现了运动的要求 ;否则 ,当 x 取到 x0 时 ,运动岂不是终

止了吗 ?那么连续函数定义 lim
x→ x

0

f ( x ) = f ( x0 ) ,怎么认识呢 ?这正好是动静结合的辩证思想

深刻而又具体的数学概念 .动静一致时 ,恰好给出了曲线 y = f ( x )在点 ( x0 , y0 )处的某种完

美的客观属性 .而这种客观属性的深刻揭示是初等数学无能为力的 .

把通过极限给出的函数性质 ,习惯上都称之为分析性质 .利用函数的分析性质讨论函数

的其他性质 ,或者反过来由函数的非分析性质研究函数的分析性质 ,基本上体现了微积分题

目的特色 .我们把这个特点称之为“动静结合”.微积分里有不少结论很深刻地体现了这个特

点 .如由导函数的性质给出的函数的性质 : 若 f′( x ) > 0 , x∈ ( a, b) ,则 f ( x )在 ( a , b)上单

调递增就是具体的说明 .

详细的处理分析方法 ,以后在碰到具体问题时会有专门的论述 .

3 .矛盾转化的特点

从哲学角度看 ,微积分主要体现数形方面的“曲与直”、“变与不变”、“匀与不匀”等矛盾

的转化 ,这点在解决曲线的切线、变力做功 ,或者求曲边梯形面积等问题中均有体现 ,此处不

再细述 .
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第 2 讲  微积分中常用的几种解题方法

一、辅助函数构造解题法

前面说过 ,函数化是微积分的特色 ,因此构造辅助函数解题是非常基本的方法 .辅助函

数的主要功能是转化功能 ,现分类叙述 .

(一 )转化研究对象

实际问题中有很多问题最初的提法并不是函数问题 ,而是非函数问题 ,构造辅助函数就

可以实现这种转化 .

例 2 .1  证明下列公式

1 .  1 + 2 + 3 +⋯ + n =
n ( n + 1 )

2
l

2 .  1
2

+ 2
2

+⋯ + n
2

=
1
6

n( n + 1) (2 n + 1 ) .

证明  这两个等式都是数值等式 ,直接运用微积分处理显然是不行的 ,因此要把它们转

化为相应的函数等式 .分析其结构 ,容易想到运用恒等式 :

∑
n

i = 1

x
i

=
x

n + 1
- 1

x - 1
( x ≠ 1 ) ( 2 . 1 . 1)

两边对 x 求导得 :

∑
n

i = 1

i x
i - 1

=
nx

n + 1
- ( n + 1 ) x

n
+ 1

( x - 1 )
2 ( 2 .1 .2)

  两边令 x→1  得 :

1 + 2 + 3 + ⋯ + n =
n ( n + 1)

2

其中右端极限

lim
x→ 1

nx
n + 1

- ( n + 1) x
n

+ 1
( n - 1 )

2

可连用洛毕达法则两次求出 .

对等式 (2 .1 .2 )两边乘 x 有 :

∑
n

i = 1

ix
i

=
n xn + 2 - ( n + 1 ) xn + 1 + x

( x - 1)
2 ( 2 .1 .3)

两边对 x 求导后得 :

∑
n

i = 1

i
2

x
i - 1

=
n

2
x

n+ 2
- (2 n

2
+ 2 n - 1 ) x

n + 1
+ ( n + 1 )

2
x

n
- x - 1

( x - 1 )
3

两边令 x→1  得 :

1
2

+ 2
2

+ ⋯ + n
2

= lim
x→ 1

n
2

x
n + 2

- ( 2 n
2

+ 2 n - 1) x
n + 1

+ ( n + 1)
2

x
n

- x - 1
( x - 1)

3
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= lim
x→ 1

( n
2
( n + 2 ) x

n + 1
- ( 2 n

2
+ 2 n - 1) ( n + 1) x

n
+ n ( n + 1)

2
x

n - 1
- 1

3( x - 1 )
2

= lim
x→ 1

n
2

( n + 2) ( n + 1) x
n

- ( 2 n
2

+ 2 n - 1) ( n + 1) nx
n - 1

+ n ( n + 1)
2
( n - 1 ) x

n - 2

6( x - 1 )

=
1
6

[ n
3

( n + 2) ( n + 1) - n( 2 n
2

+ 2 n - 1) ( n
2

- 1 ) + n ( n + 1)
2
( n - 1 ) ( n - 2) ]

=
1
6

n( n + 1) (2 n + 1 ) .

  又如方程根的问题都要转化为函数零点的问题 (这点后面有专题讨论 ) .

例 2 .2  求数列{
n

n}的最大项 .

解  构造函数 f ( x ) = x
1
x ( x > 0 ) .

f′( x ) =
1
x

2 x
1
x ( 1 - ln x ) ,得惟一驻点为 x = e .易知 x = e为 f ( x )的最大值点 ,而最接

近 e的两个自然数是 2 和 3 .通过比较即知
3

3 > 2 .可知 ,
3

3为数列{
n

n}的最大项 .

(二 )转化研究区域

有不少性质对变量 x 的取值范围是有要求的 ,如连续函数在闭区间的一系列性质 ,以

及罗尔定理、拉格朗日中值定理等 .然而 ,有些题目所给问题中 f ( x )的取值范围往往与解

决问题所需性质的条件不符合 ,这时就要通过辅助函数的构造转化研究区域 ,使所需性质得

以有效运用 .

例 2 .3  若 f ( x )在开区间 ( a , b)上连续 ,且有 lim
x→ a

+
f ( x ) = A , lim

x→ b
-

f ( x ) = B ( A < B) .

则对于任意取定的 C ,当 A < C < B 时 ,总有ξ∈ ( a , b) ,使得 f (ξ) = C .

证明  若 f ( x )的连续区间为 [ a , b] ,那么就是读者熟知的连续函数介值定理 .因此想

到可以利用这个定理解决问题 ,而要克服的困难是开区间与闭区间的转化 .这点完全可以通

过构造辅助函数加以解决 .

设 F( x ) =

f ( x ) , x∈ ( a, b) ,

a , x = a ,

B, x = b .

很容易证明 F ( x )在 [ a , b ]上连续且 F ( a ) = A ,

F( B) = B .从而 F( x )在闭区间上满足连续函数介值定理的条件 .故存在ξ∈ ( a , b) ,使得

F(ξ) = C .又因为在 ( a , b)上 F( x ) = f ( x ) ,所以有 f ( x ) = C .

闭区间上成立的性质大都可以类似地推广到开区间上 ,我们把罗尔定理进行如下例的

推广 .

例 2 .4  若函数 f ( x )在 ( a , b)内可导 ,且有 lim
x→ a

+
f ( x ) = lim

x→ b
-

f ( x ) ,则存在ξ∈ ( a, b)使

得 f′(ξ) = 0 .

证明  构造函数 :

F( x ) =
f ( x ) , x ∈ ( a , b) ,

L , x = a , b .

其中 L = lim
z→ a

+
f ( x ) .容易证明 , F( x )在闭区间 [ a , b]上满足罗尔定理的条件 .故存在ξ∈

( a , b) ,使得 F(ξ) = 0 ,此即 f′(ξ) = 0 .

构造辅助函数转化研究区域的例子很多 ,比如有限长区间上的性质推广到无限长区间
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上的处理等等 (后面定理推广一节有专题论述 ) .

(三 )转化函数结构

有些性质对某些结构较为具体和简单的情形已得到解决 ,那么要解决结构较一般的情

形 ,就可以通过辅助函数的构造 ,使之往已知结构转化 .利用罗尔定理证明拉格朗日中值定

理就是典型的例子 .

例 1 .8 更突出地表现了辅助函数的这种转化功能 .类似于例 1 .8 的处理手法 ,在闭区间

上连续函数的介值定理证明中也已用到 .

例 2 .5  设函数 f ( x ) 是周期为 T ( T > 0 ) 的连续函数 , 证明 : lim
x→ +∞

1
x∫

x

0
f ( t) d t =

1
T∫

T

0
f ( x ) d t .

证明  因为对任意的 x > 0 ,总存在非负整数 n ,使 nT≤ x≤ ( n + 1) T .

当 f ( x )是周期为 T ( T > 0)的非负连续函数时 ,有

1
( n + 1) T∫

n T

0
f ( t ) d t≤

1
x∫

x

0
f ( t) d t ≤

1
n T∫

( n + 1 ) T

0
f ( t ) d t .

依 f ( x )的周期性 ,上面的不等式可以写成

n
( n + 1) T∫

T

0
f ( t ) d t≤

1
x∫

x

0
f ( t) d t ≤

n + 1
n T∫

T

0
f ( t) d t .

  而 lim
n→ +∞

n
( n + 1) T∫

T

0
f ( t ) d t =

1
T

f ( t ) d t lim
n→ +∞

n + 1
nT∫

T

0
f ( t ) d t =

1
T∫

T

0
f ( t ) d t .

于是有 lim
x→ + ∞

1
x∫

x

0
f ( t ) d t =

1
T∫

T

0
f ( t )d t .

  (2 )当 f ( x )是周期为 T ( T > 0 )的任一连续函数时 ,如果记

M = max{ f ( t ) | t ∈ [0 , T ] } ,φ( t ) = M - f ( t )

则φ( t )是以 T 为周期的非负连续函数 .对φ( t )应用 ( 1)的结果 ,有

lim
x→ +∞

1
x∫

x

0
φ( x ) d t = lim

x→ + ∞

1
x∫

x

0
[ M - f ( t ) ] d t =

1
T∫

T

0
[ M - f ( t ) ] d t .

  由此推出 : lim
x→ + ∞

1
x∫

x

0
f ( t ) d t =

1
T∫

T

0
f ( t )d t .

(四 )转化维数

有些高维问题可以通过构造辅助函数使之转化为低维问题 .例如 ,多元函数的许多问题

就可如此解决 .

例 2 .6  在有界闭域 D 上的二元函数 z = f ( x , y ) , 如果在 D 上取得两个不同的函数

值 ,则在 D上取得介于这两个值之间的任何值至少一次 .

证明  设 ( x1 , y1 )∈ D , ( x2 , y2 )∈ D , 且 A = z1 = f ( x1 , y1 ) , B = z2 = f ( x2 , y2 ) ,

A < B .   

由闭域的连通性 ,故存在连接 ( x1 , y1 )与 ( x2 , y2 )的连续曲线

L :
x = φ( t )

y = �( t)
α≤ t ≤β .φ(α) = x1 ,�(α) = y1 ;φ(β) = x2 ,�(β) = y2 .

  令ω( t) = f (φ( t ) ,�( t ) ) ,则 A =ω(α) , B =ω(β) .故对于任何介于 A、B 之间的值 C ,

由一元函数介值定理知存在 t0∈ (α,β) ,使得 C =ω( t0 ) .
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即有点 (φ( t0 ) ,�( t0 ) )∈ D ,使得 C = f (φ( t0 ) ,�( t0 ) ) .

二、反证法运用的某些规律

在微积分中有不少命题是运用反证法来否定结论 ,把结论的反命题当条件用之后得出

矛盾 ,从而肯定结论的正确性 .因而反证法是数学中比较常用的方法 .

初学者对反证法很难掌握 ,究其原因 ,客观上说 ,“在微积分中哪些问题适宜用反证法 ,

要一般地回答这个问题是不容易的”.主观上说 ,初学者有两个具体困难 .首先 ,不能较快地

正确写出否定命题 ,这是形式逻辑方面的问题 ;其次是经验尚少 ,很难与题目中运用反证法

的信息产生“感应”.前者只要注意到全称命题与特称命题的否定关系就不难克服 ,后者就得

通过精选例子 ,相互对比而体会反证法运用的微妙之处 .

(一 )怎样正确叙述反命题

首先 ,要弄清全称命题与特称命题 .下面通过例子说明 .

集合中任意元素都⋯⋯为全称命题 , 如“函数 f ( x )在区间 I 上有界”;“××班的同学

都会游泳”等即是全称命题 .

集合中 (至少 )存在一个元素⋯⋯为特称命题 , 如“区间 ( a , b )内至少有一点 x0 使得

f′( x0 ) = 0”;“××班的李红同学不会游泳”等即是特称命题 .

其次 ,还得弄清肯定命题与否定命题 ,这点一般读者已经具备 .

反命题正确叙述遵循以下两个原则 :

(1 )第一个原则 :全称肯定命题与特称否定命题互为反命题 .

(2 )第二个原则 :全称否定命题与特称肯定命题互为反命题 .

下面分析数列有界的反命题 .

正命题 :数列{ xn }有界 .陈述如下 :

存在正数 M , 对一切正整数 n , 都有 | an |≤ M .

特称 全称 肯定

  反命题 :数列{ xn }无界 ,陈述如下 :

对任意正数 M , 存在正整数 n0 , 使得 | a0 | > M .

全称 特称 否定

  下面介绍几个常用的数学概念 .

1 .有界与无界

f ( x )在区间 I 上有界 :

存在 M > 0 ,当 x ∈ I时有 | f ( x ) | < M .

  教材中对此往往加上一句“否则 ,就称 f ( x )在 I 上无界”.无界函数的认识仅限于此 ,

而求解教材中的题目对初学者而言往往是徒劳的 .

例 2 .7  证明 : 函数 y =
1
x

sin
1
x
在区间 ( 0 , 1]上无界 ;但当 x→ + 0 时 ,这函数不是无穷

大 .

f ( x )在区间上 I 无界 :

任意给定 M > 0 ,存在 x0 ∈ I ,使得 | f ( x0 ) |≥ M .

  有了无界的正面叙述之后 ,证明过程才能言之有据 .如果用“否则”一词就很难说清楚 .
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