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前   言

本书是“湖南省普通高等教育面向 21 世纪教学内容和课程体

系改革计划”课程的研究成果之一,有较多新意 .

自 1986 年始,编者就开始探讨建工类各专业的数学课程体系

与教学内容,通过阅读分析高等教育专科房屋建筑、道路桥梁、给

水排水、城市规划、房地产管理等专业的全部专业基础课和专业课

程,统计了这些课程中高等数学各部分知识出现的频率,编写了讲

义,并试讲多年,取得良好的教学效果 .1990 年获湖南省普通高等

学校教学成果二等奖 .

本书具有如下特点:

1.遵循“必需,够用为度”的原则

我们认为高等学校专科培养的是工艺型工程师、生产第一线

的技术人员,做为基础课的高等数学,应当以应用为目的,在选择

内容时应以必需,够用为度 .因此,必须与专业相结合 . 不考虑相

关专业的要求,这个“度”是难以掌握的 .我们奉献给读者的,就是

适应建工类各专业的要求编写的高等学校专科教材 .

2.精减一些烦琐的证明和难题,突出应用

根据我们的统计,建工类各专业对高等数学的要求宽而浅,所

以我们基本保留了高等数学传统教材的内容,但精减了一些烦琐

的证明和难题,并对侧重点作了一些调整 .例如第三章,我们突出

了泰勒公式,从这个公式出发,推演出微分中值定理、洛必达法则

及函数一系列性质的判别法 .

3.突出专业特色

本书编入了大量具有建工专业背景的例题、习题,其中有些题

是十分精彩的 . 这需要高等数学教师能了解相关专业的一些基本

知识,所以本教材可以促进理科教师向工程专业靠拢,这也是当前
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提高教师素质所必要的 .

4.融入数学建模思想

随着计算机技术的普及与发展,数值计算与数学建模能力在

工程应用上日益重要,所以本书介绍了数学建模的思想方法,并在

十一章介绍了几种数值计算的方法、程序和 M athem atica 数学软

件 .

本书是湖南城建高等专科学校数学教研室十多年来教研成果

的结晶,李天然副教授主编,张新宇副教授副主编 . 参编人员分工

如下:李天然编写第三、六、九、十一章,张新宇编写第一、二、十章,

龙韬编写第五、八章,龚卫明编写第四章,李俊峰编写第七章,肖劲

松编写附录,并验算了部分习题的答案 . 此外,金庆华副教授、田

罗生副教授、彭德权副教授也参加了全书结构的讨论 .

本书由湖南大学应用数学系周叔子教授主审 . 他仔细审阅了

本书全部原稿,并提出了一些有益意见和建议。在此我们表示衷心

的感谢!

由于水平有限,书中可能有不当之处,敬请读者指正 .

编 者

1998 年 2 月
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本书所使用的缩写记号

自然数集合:   �N

整数集合: Z

有理数集合: Q

实数集合: R

复数集合: C

任意: "

存在: v

定义(规定)左边等于右边: 
def

求和号∑
n

i= 1

: ∑
n

i= 1

x i
def
x 1+ x 2+ ⋯+ x n

连乘号∏
n

i= 1

: ∏
n

i= 1

x i
def
x 1·x 2·⋯·x n

x 0 的 δ邻域: U(x0,δ)
def
(x 0- δ,x0+ δ)

x 0 的去心 δ邻域: U(x�0,δ)
def
{x©¦0< ©¦x- x 0©¦< δ,x∈R}

函数 f (x)的定义域:D(f )

高等数学(建工类专业)



第一章  函数的极限

本书的主要内容是一元和多元函数微积分 . 它的研究对象是

函数,研究方法是运用极限来研究变量间的相互依赖关系 . 这是

它与初等数学的主要区别 . 值得指出的是,极限的思想和方法是

贯穿整个微积分学的一条红线 .

微积分是近代数学的基础,是学习自然科学和工程技术的有

力工具,也是培养和提高大学生的数学素质的必修内容 .

本课程将在中学数学的函数、实数及数列极限等知识的基础

上逐步展开 .

本章首先介绍初等函数的概念,然后讨论函数的极限与连续

性,它们是整个微积分学的基础 .

第一节 初 等 函 数

为了研究的方便,首先对我们的研究对象——函数进行科学

分类 . 为此,需要挑选出少数最基本、最简单又最常用的函数,作

为“基本初等函数”,它们是构成其他复杂函数的最基本的单元 .

然后建立一些构造新函数的方法,就可利用基本初等函数造出更

广泛的一类函数,即所谓的“初等函数”.

一、初 等 函 数

1.基本初等函数

中学数学中研究过的下列六种函数称为基本初等函数:

(1)y= C (C为常数);

(2)幂函数:y= x
μ (μ为常数);

(3)指数函数:y= a
x
 (0< a≠1);



(4)对数函数:y= log ax (0< a≠1);

(5)三角函数①: �y= sinx,y= cosx,y= tanx,y= cotx,

y= secx,y= cscx;

(6)反三角函数: �y= arcsinx,y= arccosx,y= arctanx,

y= arccotx .

由基本初等函数通过加、减、乘、除等运算可以构造出新函

数 . 下面介绍另一种重要的构造新函数的方法 .

2.函数的复合

有些复杂函数是由若干个较简单的函数通过代入消元的方法

而得到的 . 例如,土建工程中要研究振动问题 . 简谐振动的位移

y 与时间 t的函数关系为

y= Asin(ωt+ φ)

其中,A 为振幅,φ为初相位 . 它就是由函数 y= sinu 与常数

A 的乘积函数 y= Asinu 和一次函数 u= ωt+ φ通过代入消元而得

到的 . 这种构造新函数的方法,叫作函数的复合 .

定义 1 设函数y= f (u)的定义域为 M,函数 u= φ(x)的定义

域为 D,值域为 G,且 M∩G≠�(空集),则函数 y= f (φ(x))叫作

函数 y= f (u)和函数 u= φ(x)的复合函数 .u 叫作中间变量 . 得

到复合函数的过程,叫作函数的复合 .

复合函数 y = f (φ(x ))是函数的函数,它的定义域 F = {x©¦

φ(x)∈M∩G,x∈D} .

例 1 求函数 y= f (u)= 1- u
2
和函数 u= φ(x)= sinx 的复

合函数 y= f (φ(x)) .

解 代入消元得

  y G= f (φ(x))= 1- u
2
©¦u = φ(x )= 1- φ

2
(x)

= 1- sin
2
x = ©¦cosx©¦

定义域:D (= {x©¦sinx∈[- 1,1]∩[- 1,1],x∈(- ∞,+ ∞)}

·2· 高等数学(建工类专业)
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= {x©¦sinx∈[- 1,1]}= (- ∞,+ ∞)

注意:并非任意两个函数都能复合 . 例如, y = f (x ) =

x- 2,x= φ(t)= sint就是如此 .

例 2 设 f (x)= x ,φ(x)= 1- x
2
,求复合函数 f (φ(x))和

φ(f (x)).

解 注意:函数是对应规律 f 、φ,它与自变量和因变量用什么

字母表示无关 . 所以,求 f (φ(x))就是求 y= f (u)= u 与 u=

φ(x)= 1- x
2 的复合函数,故

f (φ(x))= φ(x)= 1- x
2

求φ(f (x))就是求 y= φ(v)= 1- v
2
与 v= f (x)= x 的复合

函数,所以 φ(f (x))= 1- f
2(x)= 1- ( x )

2= 1- x

f (φ(x))的定义域 F 1= {x©¦1- x
2
∈[0,+ ∞)}= [- 1,1]

φ(f (x))的定义域 F 2= {x©¦ x ∈(- ∞,+ ∞)}= [0,∞)

反之,我们也可以把一个复杂的函数分解成若干个简单函数,

使前者恰好由后者复合而成 . 我们称这一过程为复合函数的分

解 .

例 3 分解下列复合函数:

(1)y= (3x+ 5)
10

(2)y= log a(sinx+ 2
x ) (0< a≠1)

解 (1)y= u
1 0, u= 3x+ 5

  (2)y= u , u= log av, v= sinx+ 2
x

求几个函数的复合函数和复合函数的分解是两种正好相反的

函数运算过程 . 我们不把复合函数当作一个函数类型,而是看作

一种函数运算或构造新函数的方法 .

3.初等函数

定义 2 由有限个基本初等函数通过有限次四则运算和有限

次复合步骤所构成的且能用一个式子表示的函数叫作初等函数 .

不是初等函数的函数统称为非初等函数 .

·3·第一章 函数的极限
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本课程所研究的函数,大多是初等函数,如,y = x
3 + cos5x,

y=
3x+ sinx 2

1+ cosx
,y= x + ln(x+ 1)等等 . 这里“ln”是以 e 为底的对

数(叫自然对数)的记号 . 常数 e= 2.7 1828 1828⋯是无理数,它

的定义将在本章第五节中介绍 . 下面介绍一种在工程技术中常用

的初等函数 .

4.双曲函数

定义 3 �双曲正弦函数:shx
def e
x
- e
- x

2

双曲余弦函数:chx
def e
x
+ e
- x

2

双曲正切函数:thx
def shx
chx
=
e
x
- e
- x

e
x
+ e
- x

显然,它们的定义域都是(- ∞,+ ∞). 双曲正弦、双曲余弦

图 1-1

函数图像如图 1-1所示 .

双曲函数的性质和三角函数有相

似之处,也有不同点 . 由定义 3 可直

接验证:

  ch
2
x- sh

2
x= 1

  ch2x= ch
2
x+ sh

2
x

  sh2x= 2shx chx

  sh(x±y)= shx chy±chx shy

  ch(x±y)= chx chy±shx shy

又曲线
x= cht

y= sht
是双曲线,所以上述函数冠以“双曲三角”的名

称,简称双曲函数 .

双曲三角函数在工程技术中常有应用 . 例如,有一种拱桥的

拱轴线方程为

  y=
q0
r
·ch r

H
·x- 1  (q0,r,H 为常数)

它是用双曲余弦复合函数构成的初等函数 . 它表示的曲线称为列

格氏悬链线 . 某些机械运输机的传送带轨道曲线也采用悬链
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线 .   

双曲函数的反函数记为:

  反双曲正弦:y= arshx

  反双曲余弦:y= archx

  反双曲正切:y= arthx

其中,反双曲余弦是双值函数,archx 应理解为是取正值的一支,

称为主值支 .

反双曲函数都可用自然对数来表示:

  y= arshx= ln(x+ x
2+ 1) x∈(- ∞,+ ∞)

  y= archx= ln(x+ x
2
- 1) x∈[1,+ ∞)

  y= arthx=
1
2 ln
1+ x
1- x
 x∈(- 1,1)

推导过程及性质从略 .

二、分 段 函 数

在微积分的长期发展过程中,最初曾有不少人认为,任何函数

都可用解析式表示,而且在定义域内处处都有相同的解析表达

式 . 到了 18 世纪后期,在对某些实际问题的研究中,出现了在定

义域的不同部分必须用不同的解析式表示的函数,称为分段函

数 .它是非初等函数,有广泛的应用 .

例 4 y= f (x)=

x+ 1 当- 1< x< 1

2 当 x= 1

3x
2
当 1< x< 2

这里应看作是一个函数,它的定义域为:

D(f )= (- 1,1)∪{1}∪(1,2)= (- 1,2)

如果令 f 1 (x )= x + 1 (当- 1< x < 1),f 2 (x )= 2 (当 x =

1),f 3(x)= 3x
2
(当 1< x< 2),则我们可以说:

y = f (x )在(- 1,1)上的限制是 f 1 (x ),在 {1}上的限制是

f 2(x),在(1,2)上的限制是 f 3(x),而 f i(x) (i= 1,2,3)在(- 1,

2)上的扩张是 f (x) .
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例 5 在生存分析中研究寿命时用到的函数

   F (x)=
1- e- λx 当 x> 0

0 当 x≤0
也是分段函数 .

例 6 符号函数 y= sgn(x)=

1 当 x> 0

0 当 x= 0

- 1 当 x< 0

 是分段函数 .

取整函数 y= [x ]也是分段函数,请读者写出它的分段解析表示

式,并画出这两个函数的图像 .

三、函数的若干简单性质

为了以后的需要,在本节之末,我们略为提及函数的几种简单

性质,供读者复习参考之用 .

1.函数的奇偶性

定义 4 设有函数 y= f (x),

(1)若对任意的 x∈D(f ),恒有 f (- x)= f (x),则称 f (x)为

偶函数 .

(2)若对任意的 x∈D(f ),恒有 f (- x)= - f (x),则称 f (x)

为奇函数 .

显然,对于偶函数 f (x),若点 P (x,f (x))在它的图像上,则

点 P 关于 y 轴的对称点 P �(- x,f (x))也在它的图像上,所以偶

函数的图像关于 y 轴对称 . 同理,奇函数的图像关于原点对

称 .   

例 7 判定函数 shx 和 chx 的奇偶性 .

解 shx 的定义域 D(sh)= (- ∞,+ ∞),任取 x∈D(sh),有

  sh(- x)=
e- x+ e- ( - x )

2
= -
ex - e- x

2
= - shx

所以 shx 是奇函数 .

任取 x∈D(ch)= (- ∞,+ ∞),有

  ch(- x)=
e- x+ e- ( - x )

2
=
ex + e- x

2
= chx
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所以 chx 是偶函数 .

要注意,存在非奇非偶的函数,例如 y= f (x)= x + 4 就是一

例 .

2.函数的周期性

定义 5 设有函数 y= f (x),D(f )= (- ∞,+ ∞),若存在常

数 l> 0,使得对任意的 x∈D(f )恒有 f (x + l)= f (x)成立,则称

函数 f (x)为周期函数;满足上述等式的最小正数 l,称为 f (x)的

周期 .

例如,y= sinx 和 y= sin(ωx) (ω> 0)都是周期函数,它们的

周期分别为 2π和
2π
ω
.

3.函数的单调性

定义 6 设函数 y= f (x)对任意区间 I 内的任意两个值 x 1<

x 2 有

(1)f (x 1)< f (x 2),则称函数 f (x)在区间 I 内是单调增加(或

单调递增)的;

(2)f (x 1)> f (x 2),则称函数 f (x)在区间 I 内是单调减少(或

单调递减)的 .

4.函数的有界性

定义 7 设函数 y= f (x)在(a,b)�D(f )内有定义 .若存在

正数 M,对于任意的 x∈(a,b),恒有©¦f (x)©¦≤M 成立,则称函数

f (x)在(a,b)内是有界的 .否则,称 f (x)在(a,b)内无界 .

例如,因为对" x∈(- ∞,+ ∞),恒有©¦sinx©¦≤1 成立,所以

函数 y= sinx 在(- ∞,+ ∞)内是有界的 . 不难判定,函数 y=
1
x

在(0,+ ∞)内是无界的,但在(1,+ ∞)或[1,+ ∞)上都是有界

的 .

各基本初等函数的上述简单性质,在中学数学中已经学过,在

此不再赘述 .
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习题 1-1

1.求下列函数的定义域:

(1)y=
1
x
4
- 1

(2)y=
x- 1

x
2
- 5x+ 6

(3)f (x)=

1
x+ 1
当 x≤0  

2 当 0< x< 1

x 当 1≤x≤5

(4)f (x)=
3x 当- 2≤x < 0

- 1 当 x≥1

(5)f (x)= sinx- 1

(6)y= tan
2
x- 1

2.下列各对函数中,哪些是同一函数? 为什么?

(1)f (x)=
x
2
- 1
x+ 1
,g(x)= x- 1

(2)f (x)= lnx
3,g(x)= 3lnx

(3)f (x)= x
2 ,g(x)= ©¦x©¦

(4)f (x)= sin2x+ 1,g(t)= sin2t+ 1

3.解下列各题:

(1 ) 已 知 f ( x ) =
cosx 当- 1≤x< 0

x2- 1 当 0≤x< 1
, 求 f -

π
6
,

f
π
6
,f (0);

(2)已知 f (x)= x- 1,求 f (a- b),f (x
2),f (f (x)) .

4. 设 f (x )= ax
2 + bx + c, f (1)= f (2)= 0, f (0)= 1,求

f (- 1) .

5.判定下列函数的奇偶性:

(1)f (x)= sinx+ x
3
   �(2)f (x)=

x
©¦x©¦
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(3)f (x)=
1
x 2

(4)f (x)= xtan
1
x

(5)f (x)= sinx+ cosx (6)f (x)=
x
2
·
ex / 2+ e- x / 2

ex / 2- e- x / 2

6.下列函数中,哪些是周期函数? 求出周期函数的周期:

(1)y= xsinx       (2)y= cos(3x- 1)

(3)y= cosx+ sin
x
3

7.锯齿波 f (x)是以 2π为周期的周期函数,它在[- π,π]内的

解析表达式为

f (x)=
0 当- π≤x< 0

x 当 0≤x< π

求它在[π,3π]内的解析表达式.

8.分解下列函数的复合关系:

(1)y= (1- x)
3/ 2      �(2)y= (arcsin x )

2

(3)y= lg cot3x (4)y= log2 sin e
1 / x

(5)y=

3

sin 4x+
1
x

(6)y= lg(secx+ tanx)

(7)y= e
sinx 2

9.y= lgv,u= lgv,v= 1+ cotx,将 y 表成 x 的函数.

10.已知 φ(x)=
1- x
1+ x
,求 φ(- x),φ

1
x
,φ
1
φ(x)
.

11.设 f (x)= x ,φ(x)= 1- x
2
,求 f (φ(x))及 φ(f (x)),确

定其定义域.

12.设 f (u)的定义域为 0≤u≤1,求下列函数的定义域:

(1)f (sinx)       �(2)f (lgx)

(3)f (arcsinx) (4)f (x- a)

13.设 g(x)= 10- x,f (t)=
1
60
当 0≤t≤60

0 其他

,求 g(f (t))

与 f (g(x)) .
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