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编 者 的 话

    本书包括一元函数微积分学、空间解析几何与向量代数、多

元函数微积分学、微分方程、级数的主要内容。它可以作为专科

层次各类学校该课程的教材或教学参考书，也可以作为本科院校

少学时专业的教材或教学参考书。

    编者在以下几个方面作了努力:

    总结自己:在教学中的经验体会，力求写出新意;

    内容的安排(包括例题与作业)有较大的选择余地，以满足不

同情况读者的需要;

    概念的叙述、定理的证明力求通俗简洁，例题的选择注意类

型的广泛性、解题方法和技巧着意分析、归纳和小结。

    本书有许多以小字体给出的“附注”和“说明”，它们可以帮助

读者加深对内容的理解，提高分析和解决问题的能力，但教师不

必一一讲授，可以把它们作为学生的自学材料。

    本书是编者将目前常见的 “教材”、“教学参考书”和“解题分

析”这三类书籍融为一体的尝试，因此它对于自学这门课程的同

志尤为适宜。

    使用本书的课内学时为150-180学时。

    本书由潘鹊屏同志主编，章平同志编写了第二、六、八章，叶

宏光同志编写了第十一章，韩秀文、张澄同志选配了第一至五章

的习题，赵其华同志选配了第六至第八章的习题，秦安坚同志绘

制了全书的插图。

    本书承陶永德教授作了斟字酌句的修改，他的许多宝贵意见，

对编者的定稿工作颇有指导意义，南京航务工程专科学校的各级



领导，对本书的编写、出版给予了极大的关心和支持，在此编者谨

向他们表示衷心的感谢。

    虔诚地期待着读者与同行们的指正。

                                              编 者
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第一章  函 数 与 极 限

    函数概念是近代数学的基本概念之一，数学分析就是以函数

为研究对象的一个数学分支.极限是一个重要概念，借助它能建

立其它许多重要概念;极限的方法则是数学分析中研究函数的基

本方法.本章将介绍有关函数与极限的基本知识。

第一节  函 数

一、函 数 概 念

    在研究自然现象，解决数学或者实际问题时，我们常常会在

同一个问题中遇到若干个变量，它们之间相互依赖、相互制约，存

在着某种确定的关系.这在数学上就产生了函数这个概念，对于

两个变量的情形，它可以叙述为以下定义.

    定义  设有两个变量二和y.如果对于非空数集X中的每一

个数值二，变量y通过确定的对应规律f都有一个确定的数值与

之相对应，则称变量y是变量二的函数*.记为

                  y=f(x) 二〔x (1)

其中变量x叫做函数y的自变量，数集x叫做该函数的定义域;

变量y也叫做因变量，它所能取的值的全体构成的集合Y叫做该

函数的值域.

*这样的函数又称为单值函数.如果对于，〔X，.vEX, 通过了有若干对应值，则称

y为x的多值函数.例如，y= 1�1一x2 ,“〔〔一1, 1)就是一个多值函数。



    说明:1“定义表明，定义域x和对应规律f是函数的两要素.并非任何

两个变量都能构成一个函数.例如，式子y=�-4+2sin“二中的变量、和

y就不能构成函数关系.读者还可举出许多类似的例子.对于两个函数来

说，当且仅当它们的定义域和对应规律都相同时，它们才是相同的.因此，

在给出一个函数时，一般应标明定义域.遇到不标明定义域的函数，就认为其

定义域是使函数的表达式有意义的全体自变量值所构成的数集.此外，函数

与表示变量的字母是无关的.例如，对于函数y = arctg t与y = ,Ire tg x
来说，因为它们的定义域与对应规律都相同，所以尽管自变量的字母不同，

却仍是同一个函数。

    应当指出，若两个函数的定义域相同，且表示它们的对应规律的运算

式可以通过恒等变形互相转化，则仍称它们是相同的函数，例如，Y=

2sinxcosx和y = sin2x是同一个函数.

    2“为简便起见，我们有时也采用

            y=y(x),:=s(才)，⋯

这类函数记号，这儿的y,s等等既表示函数，又表示对应规律，即它们具

有双重“身分”。

    3“若某一确定的数值 xo EX，则称函数 y二f(x)在二。处有定义，且

以f(xo ), y}二_二。或者 f(x)I}_二。表示该函数在二二x。处的值.

    40 y=C(C为任何常数)，是一个函数.它的定义域为一切实数，对于

一切二EX, Y都等于C.人们称之为常数函数.

二、函数的表示法

    对应规律f的不同表示方式，产生了表示函数的不同方法.通

常采用的函数表示法有四种:公式法、表格法、图示法和语句表

示法。

    1。公式法

    用一个或者若干个公式表示函数的方法叫做函数的公式表示

法。例如

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



/’(劝=二“十5;j(劝 二
Ig%一sinx

  2x2一7 ;j(劝 二2x十�5一3x;

，、1x2+1，
j (X)二).

            一Sln义 ，

x<1

%>1

        ·1,  x>0

f(x)={0， 二=0

        }一1，x<0

等等，都是用公式法表示的函数.值得注意的是，最后两个函数

具有一个共同的特征:在定义域的不同范围内，它们具有不同的

表达式.这样的函数叫做分段函数.分段函数在工程技术上应用

较为普遍.在计算分段函数的函数值时，自变量取的值属于定义

域的哪一个范围，就按在该范围所给定的公式去计算函数值.

                        rx2+1。x<1
    IN 1 已知 f(二)=亏。:_，，，，\， 求f(0),f(1)和f(二).          一，一 “、“’‘ tsinx, x>1,

    解  因为0,1E(-00,1J,nE(1,、一。)，所以

f(0)=02+1=1，f(1)二1“+1=2

        f(二)=sin二= 0

例2设 f(x) = 1 0,

x>0

二=0，求f(x) I二一。，f(0)和fc一2).

‘一1，x< 0

解  因为 9E(0, +oo),OE{0}, -2E(--,0)，所以

    f(x)I，一。二1, f(0)=0, f(一2) =一1

    例2中的这个函数称为符号函数，记为 sgnx。 人们常运用它将 一些

分段函数写得简洁一些.例如函数

Irl、_I一x�1+x2

          1} x侧 I+X,

x- 0

x> 0

可以记为

            f(x)=x侧1+二2 sgnx

    例3 设火车站收取行李费的规定为:当行李不超过50公斤

时，每公斤收费0.15元;当超过50公斤时，超重部分每公斤收费



0.25元.那么运费y(元)与重量x(公斤)之间的函数关系为

!“
}
7.5}一 二  l

  l
  l

一门- 曰勺..，......~ ..

50        v

图 1

                f0 .15x,        x<5C
              y 二i

              L7.5+0.25(x一50)，x>50

这就是一个分段函数，其图形如图1.1所

不 .

    2.表格法

    将自变量取的值与对应的函数值以表

格形式列出来表示函数的方法，叫做函数

的表格表示法.如三角函数表、对数表、学

校历年招生人数表和工厂历年的产值表等，都是以这种方法表示

函数的实例.

    3.图示法

    以图形表示函数的方法，叫做函数的图示法.例如，图1.1中

的图形表示例3所求的函数，由温度自动记录仪描绘的某地一昼夜

的温度曲线表示温度是时间的函数，

它们都是以图示法表示函数的例子.

    4.语句表示法

    纯粹用语言描述函数的方法叫做

函数的语句表示法.例如，“取整 函

数”就是用“函数y是不超过自变量二

的最大整数”这一语句表示的一种函

数，常记为y = C x D，其图形如图1.2

所示。

一

一’{
图 1.2

三、函数的分类

下面介绍用公式法表示的几种常见函数。

1.显函数和隐函数



    由公式

                      y=f(x) ，EX

给出的等式右边不含y的函数叫显函数.比如

              v=sin5x 和

都是显函数，其中a为常数.

          x2
V 二 .十 一一二 于-一
“ 一      x 十 sinx

    若存在一个非空集合X，当二。EX时，方程

                        F(x0，Y)=0

相应地有一个实数解，则称由方程

                    F(x,y)=0 (2)

所确定的函数夕为x的隐函数.例如

            x2 + y2 = a2和 xy3+4x2y一9=0

都是隐函数.

    方程(2)也许确定着若干个函数.如 x“十yz = a2就确定了两个函数:

              y二侧 a2一x2 和 y二一丫 az一x2

    此外，还应当指出，有的方程(比如xev一yex=0)虽然确定了y为x的

隐函数，但无法将它化为显函数.因此，就确定隐函数的方程本身来研究隐函

数，将是一个常常遇到的课题.

    2.直接函数和反函数

    若函数y=f(x)的定义域为X，值域为Y，且对于每个Y〔Y

只有一个xEX与之相对应，那么由函数的定义可以得到一个以

Y为定义域、X为值域，且y与二仍满足关系y=f(x)的新函数，

记为二=P(Y)或二=f-'(y)am.这时，我们称y= f(x)为直接函数，

“二T(y)或x=f-'(y)为y二f(x)的反函数.也称它们互为反函

数。

    例如，函数y=3.的反函数是 x=loggy;y=2x一3的反函

*f-I, f-l(y)是整体记号，不是f或f(y)的一1次幕的记号.



数为x=(y十3)/2.

    为了符合人们通常以二表示自变量、夕表示函数的习惯，我

们常将y=f(二)的反函数x二T(y)改写为y=99(x).例如，y=

30的反函数二== log3y可以记为y = log3X; y = S1nx的反函数x二

arcsiny可以写成y = arcsi。二，等等.

    说明:1“ 反函数 y=q9(x)与x=9)(y)表示的是同一个函数.因为决

定函数的是对应规律和定义域，而与变li用什么字母表示是没有关系的.

2“ 由反函数的概念，

一“y / x3xy
不难知道f-I Cf(x)〕二x.例如，若 y=7x十5，则

二=f-1(y)= (y一5)/7，从而可得到

‘一’Cf(x)〕一‘7x+57’一5一二
�犷

图 1。3

    3。 直接函数 y=f(x)的图形与其形如 x=

W(y)(或 x=f-1(y))的反函数的图形相同，但与

习惯写法的反函数 y二v(二)的图形关于直线y=

二为对称(图1.3).

    3.基本初等函数，复合函数，参数方

程所示的函数，初等函数

    (1)基本初等函数  常数函数y = c,

幂函数y=xcz (a为实数)，指数函数y=a'(a>O且a铸  1)，对数

函数y=logy (a>O且。笋1)，三角函数y三  sinx, cosx,馆二、
ctgx, secx, cscx，反三角函数y = aresinx, arccosx, arctgx,

arcctgx,aresecx,arccsc二叫做基本初等函数.

    (2)复合函数 若y是。的函数y=F(u)，定义域为U, , u

又是x的函数。= 9'(x)，值域是U2，且U2cU,.那么y通过“

也是x的函数，且称之为由夕= F(u)和“= 9)(x)复合而成的复合

函数，也常叫做函数的函数，记为

                      y=FC9'(x)〕

其中变量“叫做中间变量.

    注意:I 0 函数y = FC9p(x)〕的定义域是体得u=m(x)的佰薄入U，中



的那些x值的集合.因此，它可能是。=(P(x)的定义域，也可能是u=T(二)的

定义域的一个子域，例如，y二u2的定义域U;是(一。，十。)，U = cosx的定

义域为〔一00，十00)，复合函数Y=沪= cos2x的定义域是(一00，十oo)，它与

is = qp(x) = cos二的定义域相同.但是，由函数Y=了u与。=1-护 构成的

复合函数y二、/1一x2的定义域是〔一1,1D，它只是 。二州二)=1一尹 的定

义域(一00，十00)的一个子域，只有当xE〔一1,1〕时，。=卯(、)二1一二“的

值才落 在 y=F(动=了“的定义域〔0,+00)上.

    因此，并非任何两个函数都能构成复合函数的.例如，y = aresinu,u=
�2+二“就不能构成复合函数y=aresin(�2 +x2)，理由请读者自行说

明.

    2-复合函数还可以由两个以上的函数复合而成.例如，由函数Y=

1og3u,u= sine和 v=x2+1，可以构成复合函数 Y = 1og3sin(x2 + 1)

    例4 设f(x)二

TCf(二)〕.

1/(x+1)，9(x)二侧 sinx，求 fcp(x)〕和

    解  先求fCT (x)7.这时应将f(x)中的“视为中间变量u,

认为是由Y = f(u) = 1/(u十1)和。=T(X)=V sin二求复合函数

y二了C99(x)J.因此可得

        、、 1
fLw又X)J二一夕=言‘一 几

                    、/ sinx 十 I

再求9gcf(二)〕.这时应将9)(x)中的二视为中间变量“，认为是
[h y=V(u)二�声 sinu一和。二f(x)=1/(二+1)求9)Cf(x)D.IM此有

，〔，(二)〕=丫sin  1
x+1

    例5 设Ax) = �1一x2，试求f(x2).

    解  本题可以看成已知 f(u)=�1二u2和。=9)(x) =x2求

了CT(x))= f(二“)，因此有

          f19'(二)〕=f(二“)二� 1一(x2)2=�1一二4

    例6 设f(二一1)=二“，求f(2x+ 1).
    解  方法一 由



              f(x一1) =x2=C(x一1)+1:2

一可知所给的函数与函数f(x) =(二+1)“相同，故原来的问题变成

由 y二f(u)二((u十[)“与 。二OP(二)=2x+ 1求复合函数 y=
Ic'P(x)〕的问题，因此

        f(2x+1)=C(2x+1)+1)2=4(二+1)2

    方法二  直接令t=二一1，得 f(t)=(t+1)2，再求 f(t) _

V +1)“与t=2x+1的复合函数得
            f (2x+1)=〔(2二+1)+1)2=4 (x+1)2

    我们不但要会将若干个函数复合成一个复合函数，还应当能

够准确地指出一个复合函数是由哪些函数怎么复合而成的，即要

善于“分解”复合函数.

    例7 指出y = lgsin(二“+1) ,y=sin2x,y二(3x+5)'。的复

合过程。

    解 y = lgsin (x2 + 1)是由y:二lgu, u = sinv, v = x2 + 1.二次
复合而成的;

    y = sin2x是由y = sinu,u = 2二一次复合而成的;
    y= (3x+5)'。是由y = u i o ,。二3二十5一次复合而成的.

例8分解复合函数，二。一二一，，一‘厂c庵奢一，，-
                                                                                丫 乙

1+cos Zx

x一lg5x

解
              1

y二5一x2一可分解为y=5u,u=一 1
X 一

，一、/ctg乏可分解为，二、、一，。一。tgv, v =乏;
            ， “

y 二
1+cosZx

x一坛5x可分解为，一uv，。一1十二“，川=cosx; U=

x一lg0， co = 5x.
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