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前 言

成人高等教育是我国高等教育事业的重要组成部分。针对成

人教育的特点，改革教学内容，编写新教材，对于提高教学质量具

有十分重要的意义。

成人本科，尤其是专科起点的本科教育正是当前成人高等教

育的热点，但适用教材尚少。作者长期从事各类不同层次高等数

学课程的教学，熟悉高等数学课程体系，尝试以微分学与积分学为

主线编写这本新教材，力求突出微分与积分这一对高等数学重点，

使知识结构更具条理性、系统性；理论阐述更为深刻、完整。

在内容选取上遵循“以应用为目的，以必需、够用为度，少而

精”的原则。如方向导数、二重积分、曲面积分、傅立叶级数等，我

们把握适度，同时，通过对有代表性的典型例题进行分析和求解，

以达到提高基本运算能力的目的。

本书对高等工科、经济、管理各类专业学生适用，也可作为成

人高等教育本科毕业生申请学位、报考研究生的复习辅导参考书。

本书由陈凤平主编，吴满、曾令武任副主编。本书凝集了作者

及众多常年在华南理工大学高等数学教学第一线老师们的教学经

验。

本书的出版得到华南理工大学继续教育学院的大力支持，责

任编辑乔丽为本书付出了辛勤劳动，在此向他们一并致谢。

由于本教材在教学内容、体系上有所创新，作为尝试，书中不

完善之处，恳请同行专家不吝赐教，也希望得到读者的意见和建

议。

编 者

圆园园圆年远月于广州
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第五章 微分方程

高等数学中有两种重要的运算：对给出的一元函数 赠越枣（曾），

讨论因变量对自变量的变化率，即求导数
凿赠
凿曾
越枣忆（曾）或微分 凿赠越

枣忆（曾）凿曾的运算；对给出的导函数枣忆（曾），求其原函数的不定积分
运算援事实上，它们是一对互逆运算援
通过学习，我们掌握了新的运算方法，这无疑可增强用数学方

法解决实际问题的能力援我们知道，寻求变量间的函数关系是数学
的一个重要课题，也是解决实际问题的关键，而实际问题往往受本

身条件的限制难以直接建立起所需的函数，而比较容易得到含有

待求函数及其导数的关系式，这样的关系式就是所谓的微分方程援
通过微分方程而得出所需的函数，就是求解微分方程援
建立微分方程需要几何、力学、物理学等各相关学科的知识，

但离不开变化率的概念；求解微分方程要应用不定积分法援前面所
学知识为我们应用微分方程解决实际问题提供了有力的保证援本
章主要介绍几个特定类型微分方程的求解方法援



第一节 微分方程的基本概念

下面通过两个例子介绍有关微分方程的基本概念，同时初步

了解应用微分方程解决问题的过程援
例员 求一曲线方程援这条曲线经过原点，并且它在任一点
酝（曾，赠）处的切线斜率等于该点横坐标的平方援
解 设所求曲线方程为 赠越赠（曾），根据导数的几何意义及题

设，可知未知函数应满足

凿赠
凿曾越
曾圆 （缘郾员）

又曲线经过原点，故未知函数还应满足条件：

当 曾越园时， 赠越园 （缘郾圆）
为求未知函数 赠越赠（曾），将方程（缘郾员）变形为

凿赠越曾圆凿曾 （缘郾猿）
将上式两边积分

&�凿赠越&�曾圆凿曾
得 赠越曾

猿

猿垣悦 （缘郾源）

其中 悦为任意常数援
把条件（缘郾圆）即 赠（园）越园代入式（缘郾源）中，得

园越 员猿（园）
猿垣悦

由此定出 悦越园，并回代式（缘郾源），因此

赠越曾
猿

猿 （缘郾缘）

圆 高等数学



这就是所求曲线的方程援它是过定点（园，园）的一条曲线，而式（缘郾源）
所表示的是由这条曲线沿 赠轴上、下平移而得到的一族曲线援这
族曲线在横坐标相同的点处，切线的斜率相等（切线相互平行），都

等于横坐标的平方，这正是它们的通性援

图缘鄄员

例圆 把一物体垂直上抛，开始时刻物
体与地面的距离为 澡（图 缘鄄员），初速度为
增园援设物体的运动只受重力作用，试求物体
的运动方程援
解 把坐标轴垂直向上的方向选择为

正，且坐标原点在地面上援设物体运动在经
过时间 贼后，它与地面的距离为 泽，根据牛
顿运动定律有

云越皂凿
圆泽
凿贼圆

其中 皂为物体的质量，云为物体所受的力援
因物体只受重力的作用，所以 云越原皂早（其
中 早为重力加速度，负号表示重力的方向与坐标轴的正方向相
反），因此得

皂凿
圆泽
凿贼圆越原
皂早

即微分方程

凿圆泽
凿贼圆越原早

（缘郾远）

此外，由题意，物体运动的位置函数 泽越泽（贼）还满足下列两个
条件：

泽
贼越园
越澡 （初始位置） （缘郾苑）

泽忆
贼越园
越增园 （初始速度） （缘郾愿）

猿第五章 微分方程



下面求解微分方程（缘郾远）援将方程两边积分一次，得

增越凿泽凿贼越&�（原早）凿贼越原早贼垣悦员 （缘郾怨）

再积分一次，得

泽越原员圆早贼
圆垣悦员贼垣悦圆 （缘郾员园）

这里 悦员，悦圆都是任意常数援
把条件（缘郾愿）代入式（缘郾怨）得

悦员越增园
把条件（缘郾苑）代入式（缘郾员园），得

悦圆越澡

再把 悦员和 悦圆的值回代式（缘郾员园），可得到

泽越原员圆早贼
圆垣增园贼垣澡 （缘郾员员）

这就是所求的物体的运动方程援
上面两个例子中，根据实际问题建立起来的未知函数应满足

的关系式（缘郾员）和（缘郾远）都含有未知函数的导数（或微分），它们都
是微分方程援
一般地，凡表示未知函数、未知函数的导数与自变量之间的关

系的方程，叫做微分方程援
未知函数是一元函数的微分方程，叫常微分方程；涉及多元函

数，使方程中出现偏导数的微分方程叫做偏微分方程援常微分方程
有时也简称方程，本章只讨论常微分方程援
在微分方程中可以不显现出未知函数或自变量，但方程中必

定要出现未知函数的导数（或微分），否则就不成为微分方程了援
微分方程中出现的未知函数的最高阶导数的阶数，称为微分

方程的阶援例如方程（缘郾员）是一阶微分方程，方程（缘郾远）是二阶微分
方程援
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如果把某函数以及它的各阶导数代入微分方程，能使方程成

为恒等式，这函数就称为该微分方程的解援例如函数（缘郾源）和（缘郾缘）
都是微分方程（缘郾员）的解援
如果微分方程的解中含有任意常数且任意常数的个数正好与

微分方程的阶数相同，这样的解称为微分方程的通解援如式（缘郾源）
是方程（缘郾员）的通解，式（缘郾员园）是方程（缘郾远）的通解援必须注意的是
通解中的任意常数应该是相互独立的援例如

赠越悦员泽蚤灶圆曾垣悦圆泽蚤灶曾糟燥泽曾

越悦员泽蚤灶圆曾垣
悦圆
圆泽蚤灶圆曾

越 悦员垣
悦圆( )圆 泽蚤灶圆曾

其中 悦员垣
悦圆
圆可以合并写成一个任意常数 悦，故此函数本质上只

含一个任意常数（而不是两个任意常数）援
在微分方程的通解中，按一定的条件确定出任意常数的特定

值，从而得到不含任意常数的解，称之为微分方程的特解援如式
（缘郾缘）是方程（缘郾员）的特解，式（缘郾员员）是方程（缘郾远）的特解援
从特解的定义可知，微分方程的特解必含于通解之内援不包含

在微分方程通解之内的解称为奇解，本书将不考虑微分方程的奇

解援在本书的例题与习题中，如未指明要求特解的，均指求通解援
正如在例员和例圆见到的那样，微分方程的特解是按一定条

件，由通解确定任意常数后而得到的援例 员中的式（缘郾圆）与例 圆中
的（缘郾苑）及（缘郾愿）式就是确定特解的条件援这种条件用以表明曲线
经过的特定点或表明物体运动的初始状态，习惯上叫做初始条件援
通常，一阶方程的初始条件是：给出未知函数 赠越赠（曾）在点
曾园处的函数值

赠
曾越曾园
越赠园

缘第五章 微分方程



二阶微分方程的初始条件是：给出未知函数 赠越赠（曾）在某点
曾园处的函数值及一阶导数值

赠
曾越曾园
越赠园，赠忆

曾越曾园
越赠员

求一阶微分方程 赠忆越枣（曾，赠）满足初始条件 赠
曾越曾园
越赠园的

特解，也叫做求解一阶微分方程的初值问题，记作

赠忆越枣（曾，赠）

赠
曾越曾园
越赠{ 园

其中 曾园，赠园是给定的值援
类似，二阶微分方程的初值问题为

赠义越枣（曾，赠，赠忆）

赠
曾越曾园
越赠园，赠忆

曾越曾园
越赠{ 员

其中 曾园，赠园，赠员是给定的值援
一般地，灶阶微分方程表示为

云（曾，赠，赠忆，赠义，⋯，赠（灶））越园
用来确定特解的初始条件应该有 灶个：

赠
曾越曾园
越赠园

赠忆
曾越曾园
越赠员

赠义
曾越曾园
越赠圆

⋯⋯

赠（灶原员）
曾越曾园
越赠灶原员

其中 曾园，赠园，赠员，⋯，赠灶原员都是给定的值援
求解微分方程的初值问题，就是求出微分方程满足初始条件
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