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第六章 微分方程

微积分研究的对象是变量之间的函数关系，因此，寻求函数关

系是数学的一个重要课题援但在许多问题中，往往不能直接找出所
需的函数，却比较容易地找出含有待求函数及其导数的关系式援这
样的关系式就是所谓的微分方程援通过对微分方程的研究，可以求
得未知的函数援本章主要介绍微分方程的一些基本概念以及几类
常见微分方程的解法援

第一节 微分方程的基本概念

先看两个实例援
例员 一条平面曲线通过点（员，圆），且曲线上任一点 酝（曾，赠）

处的切线的斜率为圆曾援求这曲线的方程援
解 设所求的曲线方程为 赠越赠（曾）援根据导数的几何意义，

应有

凿赠
凿曾越
圆曾 （远郾员）

此外，据题意还应满足下列条件：



当 曾越员时，赠越圆 （远郾圆）
方程（远郾员）可写成 凿赠越圆曾凿曾，对方程两边积分得

赠越&�圆曾凿曾
即 赠越曾圆垣糟 （远郾猿）
其中 糟为任意常数援
把条件（远郾圆）代入（远郾猿）式得 圆越员圆垣糟，由此定出 糟越员，再把
糟越员代回（远郾猿）式，可得所求曲线方程为

赠越曾圆垣员 （远郾源）
这是过定点（员，圆）的一条抛物线援而（远郾猿）可看做是由曲线（远郾源）沿
赠轴上、下平移而得出的一族抛物线援

图远鄄员

例圆 把一物体垂直上抛，开始时物体
与地面的距离为 澡（图 远鄄员），初速度为 增园，
且设物体的运动只受重力作用，试求该物体

的运动方程援
解 选择坐标轴垂直向上为正且坐标

原点在地面上援设物体运动经过时间为 贼，
与地面的距离为 泽，根据牛顿运动定律有

云越皂凿
圆泽
凿贼圆

其中 皂为物体的质量，云为物体所受的力援
因物体只受重力作用，所以 云越原皂早（其中
早为重力加速度，取负号是因为重力的方向与所选坐标轴的正方
向相反），因此得

皂凿
圆泽
凿贼圆
越原皂早

即

凿圆泽
凿贼圆越原早

（远郾缘）
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此外，据题意还应满足两个条件：

泽
贼越园
越澡

凿泽
凿贼贼越园
越增

{
园

（远郾远）

把方程（远郾缘）两边积分，得
凿泽
凿贼越原早贼垣糟员 （远郾苑）

再对（远郾苑）式两边积分，得

泽越原员圆早贼
圆垣糟员贼垣糟圆 （远郾愿）

其中 糟员，糟圆为任意常数援

把条件
凿泽
凿贼贼越园
越增园和 泽

贼越园
越澡分别代入（远郾苑）式和（远郾愿）式

得 糟员越增园和 糟圆越澡援
再把 糟员和 糟圆的值代回（远郾愿）式，得

泽越原员圆早贼
圆垣增园贼垣澡 （远郾怨）

这就是物体的运动方程援
上面两个例子中的方程（远郾员）和（远郾缘）都含有未知函数的导

数，它们都是微分方程援
一般地，把含有未知函数、未知函数的导数（或微分）以及自变

量的方程，称为微分方程援
必须指出：在微分方程中，自变量或未知函数有时可以不出

现，但必定应含有未知函数的导数（或微分）援
微分方程中出现的未知函数的最高阶导数的阶数，称为微分

方程的阶援例如方程（远郾员）是一阶微分方程，方程（远郾缘）是二阶微分
方程援
如果把函数以及它的各阶导数代入微分方程，能使方程成为

猿第六章 微分方程
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恒等式，这函数就称为微分方程的解援例如，函数（远郾猿）和（远郾源）都
是微分方程（远郾员）的解援
如果微分方程的解中含有任意常数且任意常数的个数正好与

微分方程的阶数相同，这样的解称为微分方程的通解援如（远郾猿）式
是方程（远郾员）的通解，（远郾愿）式是方程（远郾缘）的通解援
应该指出：微分方程通解中的各任意常数必须是彼此独立的，

例如

赠越糟员泽蚤灶圆曾垣糟圆泽蚤灶曾糟燥泽曾

越糟员泽蚤灶圆曾垣
糟圆
圆泽蚤灶圆曾

越 糟员垣
糟圆( )圆 泽蚤灶圆曾

其中 糟员垣
糟圆
圆可以合并写成一个任意常数 糟，故此函数只含有一个

任意常数，而不能说它含有两个任意常数援
在微分方程的通解中，按一定的条件确定出任意常数的特定

值，从而得到不含任意常数的解，称之为微分方程的特解，如（远郾源）
式是方程（远郾员）的特解，（远郾怨）式是方程（远郾缘）的特解援
从特解的定义可知，微分方程的特解必含在通解之内援不包含

在微分方程通解之内的解称为奇解，本书将不考虑微分方程的奇

解，且在例题与习题中，若没指明要求特解的，均指求通解援
正如在例员和例圆见到的那样，微分方程的特解是按一定条

件由通解确定出任意常数后而得到的援如例员中的（远郾圆）式与例圆
中的（远郾远）式就是用来确定特解的条件援这种条件用以表明曲线经
过的特定点或表明物体运动的初始状态，习惯上叫做初始条件援一
般地说，当自变量取某值时，规定未知函数及其导数应取给定值的

条件，叫做初始条件援如果微分方程是二阶的，则初始条件为当
曾越曾园时，赠越赠园，赠忆越增园，写成
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赠
曾越曾园
越赠园， 赠忆

曾越曾园
越增园

其中 曾园，赠园，增园都是给定的值援
例猿 验证下列所给函数是微分方程：赠义垣源赠越源曾的解，并

指出哪个是通解，哪个是特解？

（员）赠越糟燥泽圆曾原泽蚤灶圆曾垣曾；
（圆）赠越糟员糟燥泽圆曾垣糟圆泽蚤灶圆曾垣曾；
（猿）赠越糟糟燥泽圆曾垣泽蚤灶圆曾垣曾；
（其中 糟，糟员，糟圆为任意常数）援
解 （员）由赠越糟燥泽圆曾原泽蚤灶圆曾垣曾可求得

赠义越原源糟燥泽圆曾垣源泽蚤灶圆曾
将 赠及赠义代入方程赠义垣源赠越源曾，有

原源糟燥泽圆曾垣源泽蚤灶圆曾垣源（糟燥泽圆曾原泽蚤灶曾垣曾）越源曾
方程成为恒等式，故 赠为所给微分方程的解，又因它不含任意常
数，所以是特解援
（圆）由赠越糟员糟燥泽圆曾垣糟圆泽蚤灶圆曾垣曾可求得
赠义越原（源糟员糟燥泽圆曾垣源糟圆泽蚤灶圆曾）

将 赠及赠义代入赠义垣源赠越源曾，有
原（源糟员糟燥泽圆曾垣源糟圆泽蚤灶圆曾）垣源（糟员糟燥泽圆曾垣糟圆泽蚤灶圆曾垣曾）越源曾
方程成为恒等式，所以 赠是所给微分方程的解，且它所含任意常数
的个数与微分方程的阶数都为圆援因此 赠是所给微分方程的通解援
（猿）由赠越糟糟燥泽圆曾垣泽蚤灶圆曾垣曾可求得
赠义越原（源糟糟燥泽圆曾垣源泽蚤灶圆曾）

将 赠及赠义代入赠义垣源赠越源曾，有
原（源糟糟燥泽圆曾垣源泽蚤灶圆曾）垣源（糟糟燥泽圆曾垣泽蚤灶圆曾垣曾）越源曾

方程成为恒等式，因此 赠越糟糟燥泽圆曾垣泽蚤灶圆曾垣曾是所给微分方程的
解，因 赠中只含一个任意常数，而微分方程的阶数为 圆，故它不是
通解，也不是特解，只能说 赠是微分方程的解援
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例源 验证由方程 赠越造灶（曾赠）所确定的隐函数是微分方程
（曾赠原曾）赠义垣曾（赠忆）圆垣（赠原圆）赠忆越园的解援
证 把方程 赠越造灶（曾赠）两边对 曾求导，得

赠忆越
赠垣曾赠忆
曾赠

即 曾赠赠忆越赠垣曾赠忆

上式两边再对 曾求导，得
赠赠忆垣曾（赠忆）圆垣曾赠赠义越圆赠忆垣曾赠义

整理可得

（曾赠原曾）赠义垣曾（赠忆）圆垣（赠原圆）赠忆越园
此即为所给的微分方程援因而由方程 赠越造灶（曾赠）所确定的隐函数
满足所给的方程，于是得证援
此例说明微分方程的解也可用隐函数的形式给出援
例缘 求曲线族 赠越糟曾垣糟圆（其中 糟是任意常数）所满足的微

分方程援
解 由 赠越糟曾垣糟圆 可求得 赠忆越糟，并由两式消去 糟，可知 赠
越曾赠忆垣赠忆圆即为曲线族所满足的微分方程援

习题远鄄员

员郾指出下列各微分方程的阶：
（员）（赠忆）圆垣赠越曾 （圆）赠 垣赠忆垣曾圆赠越园

（猿）曾圆凿赠垣赠圆凿曾越园； （源）蕴凿
圆匝
凿贼圆
垣砸凿匝凿贼垣

匝
糟越园

圆郾验证下列各函数是否为对应微分方程的解？并指出是特
解，还是通解？

函 数 微分方程

（员）赠越藻曾 赠义原赠越园
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（圆）赠越藻原曾 赠义原赠越园
（猿）赠越糟员藻曾垣糟圆藻原曾 赠义原赠越园
（源）赠越藻原猿曾垣猿 赠忆垣猿赠越园
（缘）赠越曾圆藻曾 赠义原圆赠忆垣赠越园

（远）员园原赠垣员园曾越糟
凿赠
凿曾
越员园曾垣赠

猿郾求微分方程
凿赠
凿曾
越曾圆的通解，以及满足初始条件 赠

曾越园
越员

的特解，并画出这特解的图形援
源郾写出由下列条件所确定的曲线应满足的微分方程援
（员）曲线在任意点 酝（曾，赠）处的切线斜率等于该点横坐标与

纵坐标的乘积；

（圆）曲线上任意点 酝（曾，赠）处的切线与线段 韵酝垂直；
（猿）曲线上任意点 酝（曾，赠）处的切线与点 酝和原点的连线，

以及横坐标轴所围成的三角形面积为常数 葬圆援
缘郾潜水艇垂直下沉时所遇到的阻力和下沉的速度成正比，如

果潜水艇的质量为 皂，并且是在水面由静止开始下沉，求下沉的
速度所应满足的微分方程和初始条件援

第二节 可分离变量的一阶微分方程

如果一阶微分方程能表达成

凿赠
凿曾越枣
（曾）早（赠） （远郾员园）

则称为可分离变量的一阶微分方程援它的特点是：未知函数的导数
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可以用关于自变量的函数与关于未知函数的函数以乘积的形式来

表示援
当 早（赠）-�园时，方程（远郾员园）可变形为

凿赠
早（赠）
越枣（曾）凿曾

即把未知函数（及其微分）与自变量（及其微分）“分离”于方程的两

边援将此式两边积分，有&�凿赠早（赠）越&�枣（曾）凿曾，积分后便可得微分
方程的通解援
在 早（赠）越园时，若它有根 赠越噪，则 赠越噪必满足微分方程，所

以它也是微分方程的解援这个解若是特解，它必含于通解之内，若
它不是特解我们不予讨论援因此，以后在解题时，就当作 早（赠）-�园
来进行就可以了援

例员 求微分方程
凿赠
凿曾
越圆曾赠的解援

解 当 赠-�园时，将方程分离变量得
凿赠
赠
越圆曾凿曾

两边积分得

造灶渣赠渣越曾圆垣糟员
故

渣赠渣越藻曾
圆垣糟员越藻糟员藻曾

圆

即

赠越依藻糟员藻曾
圆

因依藻糟员仍为任意常数，把它记作 糟（糟-�园），便得到

赠越糟藻曾
圆

此外，赠越园显然也是微分方程的解，若在上面通解中补充 糟可取

愿 高等数学



零值，就得到这个解，因此，微分方程的通解可写为 赠越糟藻曾
圆

（糟为
任意常数）援
上述解法是严格的，过程的每一步书写严密，结论准确援但在

解题过程中，时常采用下列简化的表达方法，且得出的结果同样是

正确的援
解 分离变量得

凿赠
赠
越圆曾凿曾

两边积分得

造灶赠越曾圆垣造灶糟越造灶（糟藻曾
圆

）

从而得

赠越糟藻曾
圆

故原方程的通解为 赠越糟藻曾
圆

，其中 糟为任意常数援
今后我们常常使用这一写法，把 造灶渣赠渣写成 造灶赠，而不再采用

前面严密的书写格式，也不再一一加以说明援
例圆 解微分方程（曾原曾赠圆）凿曾垣（赠垣曾圆赠）凿赠越园
解 原方程可改写为

曾（员原赠圆）凿曾垣赠（员垣曾圆）凿赠越园
分离变量

圆赠凿赠
赠圆原员
越圆曾凿曾
员垣曾圆

两边积分，可得

造灶（赠圆原员）越造灶（曾圆垣员）垣造灶糟
化简得

赠圆原员越糟（曾圆垣员），
这就是微分方程的通解援
在例员、例 圆中我们还可以看到：当积分后结果出现 造灶赠或
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